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1 まえがき

任意の系の入出力関数の近似関数を，入出力値を学

習することで生成する関数近似という手法がある．特

に，入出力値の間の関係が非線形かつ連続である場合，

非線形連続関数近似§と呼ばれており，その中の一つに

力学系学習木 (Dynamics Learning Tree:DLT)[1]があ

る．DLTは木構造を用いた手法であり，そのノードは

予測出力値を保持し出力値により予測出力値を更新し

ている．また，入力値によりノードを選択し，そのノー

ドから予測出力値を得る．DLTは，小型船舶の無波無

動力時加速度のモデリング [2] の研究に応用されてい

る．上記のように実機から入出力値を取得する場合，入

出力値の出力値にノイズが付加されている．従来法は，

このノイズの影響を受け易いため，予測出力値と真の

出力値の間の平均予測誤差が大きくなり易い．

そこで本研究では，DLTの性質を利用した手法と，

ある誤差を用いた手法を導入することで平均予測誤差

を縮小させる．

2 DLT(力学系学習木)

DLTについて一般的に議論する．任意の系の入出力

関数 f が与えられた際に，与えられた制約の中で f と

最も類似するような近似関数 f̂ の最適解 f̂∗ を得る関

数近似問題は以下のように定義できる．

f̂∗ := argmin
f̂

E (1)

ただし，

E :=

∫
I

∥o− ô∥ d∥i∥ (2)

o := f(i) (3)

ô := f̂(i) (4)

であり，Eは f と f̂ の間の平均予測誤差，I ⊆ Rµは入

力空間，o ∈ Oは出力値，ô ∈ Oは予測出力値，i ∈ I
†Yasuhiro Sugawara, Yuki Miura, Hitoshi Kuribayashi, Akio

Numakura, Narimasa Kato, Kazuyuki Sato, Tamotsu Miyoshi,
Takuya Akashi, and Chyon Hae Kim are with Iwate University

‡Takeya Tomizawa is with Ofunato City Hall.
§以降，非線形連続関数近似を単に関数近似と表記する．
¶部分入力空間とは，入力空間の部分空間のことである．

は入力値，O ⊆ Rκ は出力空間，Rは実数の全体集合
である．なお，i，o，ôの第 k成分はそれぞれ ik，ok，

ôk である．この問題は，f が未知であり式 3に従って

入出力値

d := {i,o} (5)

が取得できるという制約条件を伴う．また，この問題

に f̂ を式 6により更新関数 χで逐次更新するという制

約条件を加えるとオンライン関数近似問題となる．

f̂ ← χ(f̂ , d) (6)

この問題において，逐次更新時の汎化と記憶保持の間

にトレードオフの関係がある．DLTは，その関係を ξ

分木を用いることで解消させたオンライン関数近似器

である．

2.1 ξ分木

ξ 分木は，各ノード v が ξ 個以下の子ノードを持つ

順序根付き木である．vは以下のように定義する．

v := {l, p, c, ô, u.S} (7)

lは vの深さ，pは vの親ノード，cは vの子ノード，u

は ôの更新回数，S ⊆ Iは部分入力空間¶である．なお，

vの最大の深さは ρ，vの第 x番目の子ノードは cx ∈ c

である．根ノードが保持する部分入力空間は入力空間

と同値である．それ以外のノードが保持する部分入力

空間について説明する．任意の vの第 x番目の子ノー

ド cxが保持する部分入力空間を Sxとする．vの子ノー

ド cのすべての要素が保持する部分入力空間の集合

P(S) := {Sx ⊂ S |Sx ∈ cx ∈ c, 1 ≤ x ≤ ξ} (8)

は，v が保持する部分入力空間 S の直和分割であり，

P(S)の相異なる 2要素は互いに素である．すなわち，

P(S) ∋ Sx, Sx′ ; Sx ̸= Sx′ ⇒ Sx ∩ Sx′ = ∅ (9)

が成り立つ．さらに，v の子ノード cのすべての要素

の部分入力空間の総和は，vの部分入力空間 Sである．

これを次のように表すことができる．

S =

ξ∪
x=1

Sx (10)
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また，P(S)は S の要素 iの第 ζ 成分 iζ に関する直和

分割であり，この ζ は v の深さ l ∈ v に従属する正の

整数である．ζ は次の式から求める．

ζ := (l mod ξ) + 1 (l ∈ v) (11)

iζ の区間を

A := {iζ ∈ i | i ∈ S, imin ≤ iζ ≤ imax} (12)

とし，Aの長さを

|A| := |imax − imin| (13)

とする．この Aの直和分割を

P(A) := {Ax ⊂ A | 1 ≤ x ≤ ξ} (14)

とし，P(A)の要素 Ax を次のように定義する．

Ax := {iζ ∈ A | amin ≤ iζ ≤ amax} (15)

ただし，amin，amaxはそれぞれAxの要素の最小値，最

大値であり，次のように定義する．

amax :=
|A|
ξ

x+ imin (16)

amin := amax −
|A|
ξ

(17)

上記の関係より，vの第 x番目の子ノード cxが保持す

る部分入力空間 Sx は次の式のように定義する．

Sx := {i ∈ S |S ∈ v, iζ ∈ Ax} (18)

このように部分入力空間 S を形式的に定義している．

2.2 学習

任意の入出力値 dに対応するノードが保持する予測出

力値 ôを，次の式により更新することを学習と呼ぶ．な

お，未学習時の ξ分木は根ノードのみから構成される．

ô← u ô+ o

u+ 1
(o ∈ d) (19)

対応するノードとは，dの入力値 i ∈ dを含む部分入力

空間を保持するノードのことである．根ノード vが保

持する部分入力空間 Sは入力空間 Iと同値であるため，

iを S に含んでおり，i ∈ S が成り立つ．そして，iを

含む部分入力空間を保持するノードを，子ノード c ∈ v

の中から次の式を用いて探索する．

m := ceil

(
iζ − imin

|A|
ξ

)
(iζ ∈ i ∈ d, imin ∈ A) (20)

この式により，第m番目の子ノード cm ∈ cが保持す

る部分入力空間 Sm は，iを含んでおり，i ∈ Sm が成

り立つということがわかる．部分入力空間が形式的に

定義されているため，式 20により i ∈ Sm が成り立つ

ノードを探索することができる．ただし，cmが未生成

である場合は，cm を生成する．上記の探索と生成を，

ノードの深さが ρと等しくなるまで繰り返す．

図 1により学習について具体的に説明する．図 1の

左側が入力空間

{i ∈ R2 | ∀k(−4q ≤ ik ≤ 4q)} (21)

であり，右側が 2分木である．なお，出力空間OはR2

の部分空間である．入出力値 {(3q, 3q), (q, q)}を用いて
学習すると，ノード v12, v13, v14 が生成され，ノード

v1, v2, v12, v13, v14 が保持する予測出力値が式 19によ

り更新される．なお，三角形は入力値 (3q, 3q)である．

図 1: 力学系学習木の学習・予測 (µ = 2, ρ = 4, ξ = 2)

2.3 予測

任意の入力値 iに対応するノードの配列

v := (v1, · · · , vj , · · · ) (22)

から深さ lが最も大きいノード vt ∈ vを選択し，vtが

保持している予測出力値 ô ∈ vtを得ることを予測と呼

ぶ．vt は，次のように定義する．

vt := argmax
vj

l (23)

ノードの配列 v は，iを含む部分入力空間を保持する

ノード vj を要素とする．vj は，学習と同様に根ノード

から式 20を用いて探索する．ただし，ノードの生成は

行わない．

図 1により予測について具体的に説明する．入力値

(−q,−3q)を用いて予測すると，ノードの配列が v =

(v1, v6, v7, v8)となり，vの中で最も深いノード v8が選

択され v8の予測出力値を得られる．なお，五角形が入
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力値 (−q,−3q)，灰色の空間が v8が保持する部分入力

空間である．

3 ノイズの影響

実機から入出力値 dを取得する場合，出力値 o ∈ d

にノイズ zが付加されている．このような入出力値を

ノイズ付加入出力値 dz とし，次のように定義する．

dz := {i,oz} (oz = o+ z) (24)

ただし，oz はノイズ付加出力値である．dz を用いて学

習した DLT における予測について議論する．ノード

の配列 vから選択されるノード vtは，vの中で更新回

数 uが最も少ない．これは，任意のノード vの部分入

力空間 S ∈ v と，v の第 x番目の子ノード cx ∈ c ∈ v

の部分入力空間 Sx ∈ cx の間に式 8のような包含関係

Sx ⊂ S があるからである．予測出力値 ôは式 19によ

り更新しているため，更新回数 uが少ないほどノイズ

の影響を受けやすく平均予測誤差が大きくなり易い．

そこで，従来法より平均予測誤差を縮小させる手法

として

• 更新回数ベース予測
• 深さベース予測
• 誤差ベース予測

を提案する．

4 更新回数ベース予測

更新回数が少なすぎると予測出力値がノイズの影響

を受けやすい．そこで，DLTの学習回数NL以下の一

定更新回数 ηを定めることで，平均予測誤差を縮小さ

せる更新回数ベース予測を提案する．更新回数ベース

予測は，従来の予測と同様にして入力値 iに対応する

ノードの配列 vを求め，vの中で更新回数 uが η以上

のノードの配列

vη := {vj ∈ v |u ∈ vj , u ≥ η} (25)

を求める．そして，vη の中で深さ lが最も大きいノー

ドを選択し，そのノードが保持している予測出力値を

得る．

5 深さベース予測

ノードの深さが小さいほど更新回数が多く，深さが

大きいほど更新回数が少ない．そこで，ノードの最大

の深さ ρ以下の一定深さ ιを定めることで，平均予測誤

差を縮小させる深さベース予測を提案する．深さベー

ス予測は，従来の予測と同様にして入力値 iに対応す

るノードの配列 vを求め，vの中で深さ lが ι以下の

ノードの配列

vι := {vj ∈ v | l ∈ vj , l ≤ ι} (26)

を求める．そして，vι の中で深さ lが最も大きいノー

ドを選択し，そのノードが保持している予測出力値を

得る．

6 誤差ベース予測

誤差ベース予測は，ある誤差を用いることで平均予

測誤差を縮小させる手法である．ならびに，従来の予

測と同様にして入力値 iに対応するノードの配列 vを

求め，vの中である誤差が最も小さいノードを選択し，

そのノードが保持している予測出力値を得る．なお，こ

の手法にはパラメータ ϵがあり，0 ≤ ϵ < 1である．

DLTを実機に用いたときに提案法が従来法より平均

予測誤差を縮小させられるかを検証するために，単振

動と小型船舶の運動に対して実験を行った．

7 実験1

単振動の運動をDLTに学習させ従来法と提案法で予

測を行った．

7.1 内容

単振動の運動方程式は

ÿ := −y (27)

を用いた．なお，ÿは加速度，yは位置である．位置と

速度を入力値，加速度を出力値とした．この出力値に

ノイズを付加させることでノイズ付加出力値を生成し，

実機から取得したようなノイズ付加入出力値を構成し

た．また，検証用の入出力値は式 27により取得した．

30000(= NL)個のノイズ付加入出力値と 15000個の

入出力値から構成されるデータを 60 個用意した．そ

して，そのデータのノイズ付加入出力値により学習し，
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図 2: 実験 1の結果

平均予測誤差を求めた．なお，µ = 2, ρ = 40, ξ = 3

の DLTを用いた．そして，一定更新回数 η の変域は

1 ≤ η ≤ NL，一定深さ ιの変域は 0 ≤ ι ≤ ρ，パラメー

タ ϵの変域は 0 ≤ ϵ < 1はである．

7.2 結果

従来法と提案法の平均予測誤差は図 2となった．縦

軸が平均予測誤差，横軸が各提案法のパラメータ η， ι，

ϵ，破線が従来法，実線が提案法である．なお，図 2a

は，平均予測誤差の変化が大きい部分をプロットして

いる．

更新回数ベース予測は，一定更新回数 η の値が 2 ≤
η ≤ 175のとき，更新回数ベース予測は従来法より平

均予測誤差を縮小させた (図 2a)．深さベース予測は，

一定深さ ιの値が 5 ≤ ι ≤ 14のとき，深さベース予測

は従来法より平均予測誤差を縮小させた (図 2b)．誤差

ベース予測は，パラメータ ϵの値が 0.01 ≤ ϵ ≤ 0.94の

とき，誤差ベース予測は従来法より平均予測誤差を縮

小させた (図 2c)．以上より，全ての提案法は従来法よ

り平均予測誤差を縮小させられることが確認できる．

8 実験2

無波無動力時の小型船舶の運動を学習させ従来法と

提案法で予測を行った [3]．

8.1 内容

小型船舶には，船底にカメラ，船上にジャイロセンサ

が取り付けられている．カメラで前後方向の位置を取

得し，その位置から速度を求め，そしてその速度から

加速度を求めた．また，ジャイロセンサで角速度 (yaw)

を取得し，その角速度から角加速度を求めた．上記の

速度と角速度を入力値とし，加速度と角加速度をノイ

ズ付加出力値として，ノイズ付加入出力値を構成した．

そして，検証用の入出力値はモーションキャプチャを

用いて取得した．

4分間で取得したノイズ付加入出力値と入出力値か

ら構成されるデータを 41個用意した．そして，40デー

タのノイズ付加入出力値により学習し残りの 1データ

を用いて交差検証を行い，平均予測誤差を求めた．な

お，µ = 2, ρ = 22, ξ = 3の DLTを用いた．そして，

一定更新回数 η = 100，一定深さ ι = 10，ϵ = 0.01と

した．

8.2 結果

従来法と提案法の平均予測誤差は表 1となり，全て

の提案法は従来法より平均予測誤差を縮小させられる

ことが確認できる．

表 1: 実験 2の結果

予測手法 平均予測誤差

従来法 0.702

更新回数ベース予測 0.491

深さベース予測 0.491

誤差ベース予測 0.526

9 結論・展望

本研究では，DLTを実機に用いたときに従来法より

平均予測誤差を縮小させる手法として

• 更新回数ベース予測
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• 深さベース予測
• 誤差ベース予測

を提案した．単振動と無波無動力時の小型船舶の運動

を学習し提案法を試したところ，提案法は従来法より

平均予測誤差を縮小させた．しかし，パラメータの値

によっては従来法より平均予測誤差が大きくなる場合

があった．

そこで，パラメータの値に依らない，またはパラメー

タを持たない手法で，従来法より平均予測誤差を縮小

させたい．
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