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交差数の少ない単一ページ描画における固定パラメータアル
ゴリズム

大塚 広夢†1,a) 小林 靖明†2,b) 玉木 久夫†1,c)

概要：グラフの本型埋め込みの研究は古くから行われ，その拡張として，少ないページ数に少ない辺交差
数でグラフを埋め込む問題が考えられている．ここでは，n頂点のグラフ Gと非負整数 k が与えられた

とき，G が 1 ページに辺の交差数が高々 k で埋め込みができるかを判定する問題を考える．この問題は

Bannisterと Eppstein (GD 2014)によって固定パラメータ容易であることが示されたが，その結果の中で

は Courcelleの定理を用いているため，アルゴリズムやその計算時間は陽に示されていない．本稿では，そ

の判定問題に対する 2O(k log k)n時間アルゴリズムを与える．この結果は，既存の手法に対して単純に動

的計画法を与えるのではなく，1ページ描画に関する非自明な性質を用いたアルゴリズムである．
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1. はじめに

グラフの本型埋め込み (book embedding) に関する研究

は，グラフ描画の分野でよく研究されているもののひとつ

である．本型埋め込みにおいて，頂点は背表紙 (spine)と

呼ばれる直線上に異なる点として描画され，任意の辺は背

表紙によって定義される半平面に描画される．この半平面

をページと呼ぶ．一般に，辺同士が互いに交差しないよう

に描画するするためには複数のページが必要になる．この

ように辺同士が互いに交差しないようにグラフをいくつか

のページに埋め込むために必要なページ数の最小値は最小

ページ数 (page number または book thickness)と呼ばれ，

数多くの研究がなされている [4], [23]．一般に，与えられ

たグラフの最小ページ数を求める問題は NP困難であり，

特に，グラフを 2ページに埋め込むことができるかを判定

する問題は NP完全であることが知られている [8]．

これらとは別に，与えられたページ数にグラフを埋め込

むとき，各ページに埋め込まれた辺同士の交差を許容した

描画に関する研究が行われている．ここでの交差とは同じ

ページに埋め込まれた辺の (非順序)対で，描画上に互いに

非空な共通部分を端点を除いた位置に持つようなものと定
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義する．正整数 kにおいて，グラフを kページ以内に埋め

込み，そのときの描画における各ページの辺交差数の総和

の最小値は kページ交差数と呼ばれている．kページ交差

数の概念は Shahrokhiら [20]によって導入された後，いく

つかの研究がこれまでに行われてきた．最小ページ数が 2

であるかを判定する問題は NP完全である [8]ため，2ペー

ジ交差数を求める問題も NP 困難である．k = 1 の場合

は，最もよく研究されている特殊ケースであり，円形交差

数 (circular crossing number)，凸交差数 (convex crossing

number)，外平面交差数 (outerplaner crossing number)と

いった別の名前でも研究が行われてきた [15]．1ページ交

差数とこれらの関係性は以下のように確認できる．グラフ

の頂点をある円盤の外周上の異なる点として配置し，各辺

をその円盤の内側に直線分として描画する．このような描

画における最小の辺交差数は 1ページ交差数と等しいこと

が知られている (図 1)．

円形交差数を小さくするような描画は Graphviz*1 や

yFiles*2 といった有名なグラフ描画ソフトウェアでも取り

扱われており，交差数の小さい円形描画を求める問題は重

要であると認識されている．また，Blinら [5]は 1ページ

交差数を小さいパラメータとしてふたつの mRNA列の類

似度を計算するアルゴリズムを提案しており，彼らの論文

の未解決問題として 1ページ交差数最小化問題を解くアル

ゴリズムが挙げられている．

*1 http://www.graphviz.org/
*2 https://www.yworks.com/

c⃝ 2017 Information Processing Society of Japan 1

Vol.2017-AL-161 No.3
2017/1/17



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

図 1 1 ページ描画と円盤上の描画の等価性

1ページ交差数を求める問題はMasudaら [18]によって

NP困難であることが示された．これまでに，いくつかの特

別なグラフに関する 1ページ交差数の研究 [12], [13]や，いく

つかのヒューリスティクスが提案されてきた [3], [17], [21]．

その一方で，[1] や [2] では固定パラメータ容易性 (fixed

parameter tractability)の観点から 1ページ交差数の計算

複雑性を議論した．特に，1ページ交差数が与えられたパ

ラメータ k以下であるかを判定する問題は固定パラメータ

容易 (fixed parameter tractable)である [1]．この結果にお

いては，木分解と Courcelleの定理 [9], [10]を用いている

ため，1ページ交差数が k以下であるような描画を求める

木分解上の動的計画法は陽には与えられていない．また，

アルゴリズムの実行時間における kに依存する指数関数は

非常に大きく，kが非常に小さい場合でも実用的なアルゴ

リズムとは言い難い．

本稿では，与えられたグラフ Gと非負整数 kにおいて，

Gの 1ページ交差数が k以下であるかを判定するアルゴリ

ズムを与える．また，その判定問題の答えが YESである

場合には，実際にその描画を求める．

定理 1. グラフ Gと非負整数 k が与えられたとき，Gの

1ページ交差数が k以下であるかどうかを判定する問題は

2O(k log k)n時間で判定可能であり，さらにその答えがYES

である場合には，同じ実行時間で 1ページ交差数が k以下

であるような描画を求めることができる．ここで nは G

の頂点数とする．

この結果は Bannisterと Eppstein [1]の結果と同様に，

外平面グラフの認識問題に対する線形時間アルゴリズ

ム [19], [22]の一般化としても見ることができる．

本稿で提案するアルゴリズムでは，[1]と同じくグラフの

木分解を用いる．具体的には，Gの 1ページ交差数が k以

下であるとき，Gの木幅は k の関数で上から抑えることが

できる (補題 3)．そのため，定理 1を示すためには，木分

解を用いた動的計画法を示せば十分である．動的計画法で

は単純に描画を扱おうとすると，頂点数に対して指数個の

可能性が出てきてしまうため，そのような状況を回避する

ために工夫が必要である．提案するアルゴリズムでは，描

画の「簡約化された表現」を用いることでこの問題を解決

している．この「簡約化された表現」の個数は交差数が k

以下である場合に kの関数で上から抑えることができ，さ

らにグラフの 2連結性より導かれる非自明な性質を用いる

ことで，その「簡約化された表現」は本質的に通常の描画

と等しいことがわかる．動的計画法では，この「簡約化さ

れた表現」をすべて考慮し，それぞれが実現可能であるか

どうかを YESまたは NOでテーブルに保存する．この動

的計画法は Dujmovićらの階層的グラフ描画問題に対する

動的計画法 [11]と近いアイデアを用いていることにも言及

しておく．

本稿の構成は以下のようである．次節においては，本稿

で使用する概念や記法および本結果に関わる基礎的な結果

について述べる．3節では定理 1を証明するための動的計

画法を与える．最後に，4節では本結果のまとめと未解決

問題について述べる．

2. 準備

本稿では，G を与えられたグラフとし，その頂点集合

を V (G)，辺集合を E(G)で表す．また，Gの頂点数は n

であるとする．頂点集合の部分集合 X ⊆ V (G)において，

G[X]で X によって誘導される Gの部分グラフを表す．

前節でも述べたように，1ページ交差数とグラフを円盤

上に描画した際の最小交差数は一致するため，本稿では交

差数が最小となるように円盤上に描画する問題に取り組む．

よって，Gの描画に関して言及するときは，つねにグラフ

を円盤上に描画することを指すとし，さらに交差について

言及するときは，つねに 1ページ交差に関して述べている

とする．Gの描画Dにおいて，Dが含む交差の数を cr(D)

で表し，グラフGの最小交差数を cr(G)と表記する．ここ

で，ある描画における交差数は頂点の円周上の位置に依存

するのではなく，円周上における順序に依存することが観

察できる．よって以下では，Gの描画を頂点の円順列とみ

なし，ふたつのGの描画が等価であるとは，その描画を定

義する円順列が等しいことを指す．Gの描画について述べ

るときには，暗黙的に V (G)の円順列を指すことがある．

Dを Gの描画とする．ふたつの異なる頂点 u, v ∈ V (G)

がDにおいて連続するとは，Dを定義する円順列上でそれ

らが隣り合うことを意味する．Dにおいて連続するふたつ
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の頂点 u, v ∈ V (G)がDにおいて連接するとは，Gにおい

て隣接するときである．文脈より D が明らかであるとき

は，単に uと vが連続するまたは連接するということもあ

る．頂点集合の部分集合 X ⊆ V (G)において，D|X で X

で誘導されるDの部分描画，つまりDにおいて V (G) \X
の頂点をすべて削除することによって得られる描画を表す．

Dに対して，円順列に新しい頂点をいくつか追加し，その

追加された頂点やすでに円順列上にあるいくつかの頂点と

の間に辺を加えることで得られる描画を Dの拡張と呼ぶ．

以下では，本稿で用いるいくつかの既存の概念やそれら

に関する事実について述べる．提案するアルゴリズムは，

グラフの木分解 (tree decomposition)を用いる．

定義 1. G の木分解 (T, {Xt : t ∈ V (T )}) とは，木 T と

T の各頂点 t ∈ V (T )（以下では G の頂点と区別するた

め，ノードと呼ぶ）について定義される V (G)の部分集合

Xt ⊆ V (G)の族で以下の 3つの条件を満たすものである．

( 1 )
∪

t∈V (T ) Xt = V (G)，

( 2 ) 任意の辺 {u, v} ∈ E(G)において，{u, v} ⊆ Xt を満

たす t ∈ V (T )が存在し，

( 3 ) 任意の u ∈ V (G)において，u ∈ Xtを満たすノードの

集合によって誘導される T の部分グラフは連結，つま

り部分木である．

混乱を生じさせない限り，木分解 (T, {Xt : t ∈ T})を単

に T と記述する．木分解 T の幅とは，T に含まれるノード

tにおいてXtの要素数の最大値から 1減じた値であり，G

の木幅 tw(G)とは，Gが幅 w の木分解を持つような最小

の整数 w であると定義する．以下では木分解 T が根ノー

ド rを持つと仮定する．

定義 2. 木分解 T が以下の条件を満たすとき，T が好適

(nice)であるという．

• 根ノード r ∈ V (T )において，Xr = ∅かつ任意の葉
ノード l ∈ V (T )において，Xl = ∅．

• すべての葉でないノード t ∈ V (T )は，以下のいずれ

かである．

導入ノード: ノード t はひとつの子 t′ を持ち，Xt =

Xt′ ∪{v}であるような v /∈ Xt′ が存在する．この

とき頂点 v はノード tで導入されるといい，tを

導入ノードと呼ぶ．

忘却ノード: ノード t はひとつの子 t′ を持ち，Xt =

Xt′ \ {v}であるような v ∈ Xt′ が存在する．この

とき v はノード tで忘却されるといい，tを忘却

ノードと呼ぶ．

結合ノード: ノード t はふたつの子 t1, t2 を持ち，

Xt = Xt1 = Xt2 である．このとき tを結合ノー

ドと呼ぶ．

好適な木分解 T とそのノード t ∈ V (T ) において，

Vt =
∪

t′∈V (Tt)
Xt′ とする．ここで Ttは tを根とする T の

部分木で極大なものと定義する．

補題 1 ([16]). グラフ Gと幅 k の木分解が与えられたと

き，幅が k 以下で好適な Gの木分解で O(kn)ノードを持

つものを O(k2n)時間で計算できる．

グラフの描画に関する事実として以下のことが知られて

いる．グラフが交差を含まない描画を持つことの必要十分

条件として以下の事実が知られている．

補題 2 ([4]). cr(G) = 0であることとGが外平面グラフで

あることは等価である．

任意の外平面グラフの木幅は 2以下であるため，明らか

に tw(G) = O(cr(G))である．さらにタイトな木幅と交差

数の関係として以下が知られている．

補題 3 ([1]). 任意のグラフGは tw(G) = O(
√

cr(G))を満

たす．

以下の補題はいくつかの既存の結果でも用いられている

が，陽に証明を与えている文献が見つからなかったため証

明を与える．

補題 4. グラフ Gの 2連結成分を G1, G2, . . . , Gt とする．

このとき，cr(G) =
∑

1≤i≤t cr(Gi)である．

証明. Gが 2連結であるとき，補題は明らかであるため，

以下では G が関節点 v を持つとする．G[V (G) \ {v}] の

連結成分を C1, C2, . . . , Cm とし，各 i(1 ≤ i ≤ m)につい

て Hi = G[Ci ∪ {v}]とする．Hi に帰納法を適用すること

で，Hi は Hi の各 2連結成分の交差数の総和と cr(Hi)が

一致するような描画 Di を持つ．Di を構成する円順列を

Di = (v, vi1, v
i
2, . . . , v

i
hi

)とすると，

D = (v, v11 , v
1
2 , . . . , v

1
h1
, v21 , . . . , v

2
h2
, . . . , vm1 , . . . , vmhm

)

は G の描画であり，異なる i ̸= j なる Hi と Hj におい

て e ∈ E(Hi) と f ∈ E(Hj) は D において交差しないた

め，cr(G) ≤ cr(D) =
∑

1≤i≤m cr(Hi) =
∑

1≤i≤t cr(Gi)

である．また，Gi は E(G) を分割するため，cr(G) ≥∑
1≤i≤t cr(Gi)である．よって補題が得られる．

3. 動的計画法

この節では，定理 1を証明するためにグラフGと正整数

kが与えられたとき，Gが交差数 k以下の描画を持つかど

うかを判定し，その判定の答えが YESであれば，交差数

が k 以下であるような描画を求める動的計画法を与える．

ここでは，与えられたグラフ Gは 2連結であると仮定し，

また，Gの好適な木分解 T が与えられたと仮定する．

3頂点以上の 2連結なグラフ Gが交差を含まない描画を

持つとき，補題 2より，その描画は 2連結外平面グラフの
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埋め込みであり，その描画を定義する円順列はハミルトン

閉路を誘導することが知られている [7]．この性質を局所

的に記述するために，以下の定義を用いる．Gの描画にお

いて，ある頂点 v ∈ V (G)が連鎖であるとは，その描画に

おいて vと連続であるふたつの頂点 u,w ∈ V (G)がどちら

も v と連接するときである．上で行った観察より，3頂点

以上の 2連結なグラフは交差の含まない描画においては，

すべての頂点が連鎖である．以下の補題は交差を含む描画

についても局所的に連鎖が生じることを示す．

補題 5. 3頂点以上の 2連結グラフ Gの任意の描画におい

て，交差を含む辺が接続されていない頂点は連鎖である．

証明. Gの任意の描画Dを固定する．vをDにおいて交

差を含む辺が接続されていない頂点とする．v と連続であ

るふたつの頂点を u,wとする．Gの 2連結性より，vの次

数は 2以上である．vが uと wのどちらとも隣接する場合

は補題が成り立つので，ここでは，vの隣接点で u,wでは

ない頂点 xが存在する場合を考える．辺 {v, x}は交差を含
まないため，uと wの間のふたつの内点素パス P1, P2は一

方が vを通り，もう一方が xを必ず通る．vを通るパスを

P1 とし，P1 が {u, v}を辺として含まないと仮定する．u

と vの間の P1の部分パスにおける vの隣接点を u′とする

と，辺 {u′, v}は P2 の辺と交差しなければならない．この

ことは vに接続される辺が交差を含まないことに矛盾する

ので，P1 は辺 {u, v}を含む．同じ議論を wに関しても行

うことで，辺 {v, w}が存在することが示される．よって補
題が得られる．

提案する動的計画法では，Gの好適な木分解 T と各ノー

ド t ∈ V (T )について G[Vt]の描画の集合を求める．ただ

し，そのような描画は数多くあるため，以下で定義する「簡

約された表現」を用いることで目的の実行時間を達成する．

3.1 簡約表現

Gを 2連結グラフとし，G[Vt]の描画Dに関する「簡約

化された表現」を与える．以降では，描画の各頂点と各辺

は彩色されている状況を考え，ふたつの描画が等価であっ

ても彩色が異なる場合にはそれらの描画を区別する．描画

Dの各辺は黒または白で彩色され，黒で彩色された辺を黒

辺と呼び，白で彩色された辺を白辺と呼ぶ．また，少なく

ともひとつの黒辺が接続される頂点は黒で彩色され，その

頂点を黒頂点と呼び，それ以外頂点は白で彩色され，白頂

点と呼ぶ．黒辺は交差を許容する辺であり，白辺は交差を

許容しない辺として理解し，交差は黒辺の間でのみ生じる

とする．このような頂点および辺に対する彩色において，

黒辺の数が 2k以下であるとき，その彩色をDに対する妥

当な彩色と呼ぶ．描画においては黒辺でのみ交差を許容す

るため，任意の交差数 k 以下の描画は妥当な彩色を持つ．

妥当な彩色をされた描画 Dが有効であるとは，Xt に含ま

れない任意の白頂点が Dにおいて連鎖を成すときである．

G[Vt]の描画Dを拡張してGの描画を構成するとき，Dが

有効でなければならないことは以下のように確認できる．

もし白頂点 v ∈ Vt \Xt が Dにおいて連鎖でないとき，そ

の後どのように V (G) \ Vt の頂点を D に追加しても，そ

の拡張において vは連鎖になれない．これはXtが Vt \Xt

と V (Gt) \ Vt の分離集合である事実より導かれる．Gの 2

連結性と補題 5より，D の拡張であるような Gの描画は

存在しないため，D は有効でなければならない．よって，

動的計画法においては有効な描画のみを考慮すれば十分で

ある．

妥当な彩色をされた有効な描画 Dにおいて，Xt に含ま

れないふたつの白頂点がDにおいて連接するとき，それら

を D の縮約可能対と呼び，それらの頂点の間の辺を縮約

し，多重辺を取り除いた上で，新しくできた頂点を白で彩

色する操作を縮約と呼ぶ．縮約操作においては，交差数や

各辺の色およびその妥当性を保存することに注意する．D

が含む全ての縮約可能対をすべて縮約することで得られる

描画を Dの tにおける簡約表現と呼ぶ (図 2)．tが文脈よ

り明らかなときには，単に簡約表現と呼ぶ．Dにおいて簡

約表現 Rはユニークに定まり，さらに Xt ⊆ V (R)である

ことに注意する．

簡約表現を用いることの直感的な正当性は以下のようで

ある．G[Vt]の有効な描画 D を拡張して Gの描画を構成

することを考える．このとき，Dの縮約可能対 (u, v)の間

に新たに頂点 wを追加して得られる拡張D′ は有効ではな

い．このことは，Dの有効性の議論と同様の理由により直

ちに分かる．そのため，Dを拡張する際には縮約可能対の

間に頂点が追加されることはないため，それらの頂点が縮

約されても D の拡張可能性に影響を与えないことがわか

る．また，Dの簡約表現 Rを拡張して Gの描画の簡約表

現 RG を得たとき，RG から交差数を増やすことなく Gの

描画を得ることができる．これは単純に縮約された頂点対

を元に戻すことによって得られる．つまり，G[Vt]の描画

D に頂点を追加して描画を拡張するとき，D が Gの交差

数 k以下の描画に拡張可能であることと，Dの簡約表現 R

をGの描画の簡約表現RGに拡張可能であることが等価で

ある．

定義 3. G[Vt] のふたつの有効な描画 D と D′ において，

それぞれの簡約表現を Rと R′ とする．Rと R′ の頂点集

合をそれぞれ V (R)と V (R′)，辺集合をそれぞれ E(R)と

E(R′)とする．このとき Rと R′ が等価であるとは，以下

の条件を満たす全単射 f : V (R) → V (R′)が存在するとき

である．

• 任意の v ∈ Xt において f(v) = v，

• 任意の v ∈ V (R)において vと f(v)の色は等しく，
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図 2 G[Vt] の描画 D(左図) とその簡約表現 R(右図)．Xt = {a, b, c, d, e, f, g} とし，黒色円
が黒頂点，白抜き円が白頂点を表し，黒色線が黒辺，灰色線が白辺を表す．D は４つの

縮約可能対を持ち，すべてを縮約した結果として簡約表現 R が得られる．

• {u, v} ∈ E(R)と {f(u), f(v)} ∈ E(R′)が等価であり，

さらにその色は等しく，

• R を構成する円順列 π と R′ を構成する円順列

π′ が f を通して等価である：ある v0 ∈ V (R) を

基点として，π = (v0, v1, . . . , v|V (R)|) としたとき，

π′ = (f(v0), f(v1), . . . , f(v|V (R)|))である．

定義 4. t ∈ V (T )において，

• Xt ⊆ V (R)，

• Rは妥当な彩色をされている，

• Xt に含まれない Rの白頂点は連鎖を成し，さらにそ

の連接する頂点は黒頂点か Xt の頂点のいずれか，

• |V (R)| ≤ f(k)，

• |E(R)| ≤ g(k)

のすべてを満たすような描画Rで互いに等価でないものの

集合を Rt とする．ここで，f(k)と g(k)は適切に選ぶこ

とによって，G[Vt]の有効な描画の簡約表現はRtの中に等

価な描画を持つことが証明できる．この事実の証明および

f(k)と g(k)の選び方は後に回す．

以下では，提案する動的計画法について，葉ノード，忘却

ステップ，導入ステップ，結合ステップに分けて説明する．

t ∈ V (T )において，R ∈ Rtを簡約表現に持つようなG[Vt]

の有効な描画が存在するかどうかを (t, R)をインデックス

とする表にYESまたはNOで記録する．tが葉ノードであ

る場合は Rt はだたひとつの空の描画のみであるため，以

下では t ∈ V (T )は葉ノード以外であると仮定する．

3.2 忘却ステップ

ここでは，t ∈ V (T ) を忘却ノードとし，t′ ∈ V (T ) を

tの唯一の子ノード，v ∈ Xt′ \ Xt を tで忘却された頂点

とする．ここで，G[Vt] = G[Vt′ ]であることに注意する．

R′ ∈ Rt′ を (t′, R′)においてYESであるような描画である

とする．以下では，R′ が与えられたときに，ある R ∈ Rt

を構成する手続きを与える．R′において，忘却頂点 vの色

が黒である場合は単に R := R′とする．以下では vの色が

白である場合を考える．R := R′ としたとき，Rが縮約可

能対を持つことがある．これは vが tにおいて忘却頂点で

ある事実からわかる．よってそれらの縮約可能対を縮約を

して得られる描画を Rとする．このとき，縮約は最大で 2

度起こりうることに注意する．そのようにして得られる R

において，Xtに含まれない白頂点で連鎖でないようなもの

が存在する場合は，そのような Rを破棄する．上のふたつ

の場合の操作により，Rは明らかに定義 4を満たすため，

R ∈ Rt である．このようにして定義される (t, R)を YES

にし，すべての R′ ∈ Rt′ から生成されなかったRt の描画

Rについては (t, R)を NOにする．

3.3 導入ステップ

ここでは，t ∈ V (T )を導入ノードとし，t′ ∈ V (T )を t

の唯一の子ノード，v ∈ Xt \Xt′ を tで導入された頂点と

する．R ∈ Rt をひとつ固定し，それが R′ ∈ Rt′ から vを

導入することによって得られるかを考える．ここで v ∈ Xt

であるため v ∈ V (R)であることに注意する．Rにおいて

導入された頂点 vと vを端点として持つRの辺すべて削除

して得られる描画を R′ := R|(Vt \ {v})とする．このとき，

Rにおいて vと連続な頂点はXt′ の頂点または黒頂点であ

る．これは，vがXt に含まれない白頂点 wと Rにおいて

連続であるとき，木分解の性質により，vとwは隣接しない

ため，これはRにおいて wが連鎖であることに反すること

からわかる．R′ は Rから v を削除することによって得ら

れた事実より，Xt′ = Xt \ {v} ⊆ V (R′)，V (R′) ⊆ V (R)，

E(R′) ⊆ E(R′)である．また，R′ における Xt′ に含まれ

ない白頂点はすべて連鎖であるため，R′ ∈ Rt′ である．こ

のようにして得られた (t′, R′)が YESであるならば，その

ときに限り (t, R)を YESにする．

3.4 結合ステップ

ここでは，t ∈ V (T )を結合ノードとし，t1, t2 ∈ V (T )

を t のふたつの子とする．結合ノードの定義より，

(Vt1 \ Xt) ∩ (Vt2 \ Xt) = ∅ である．R ∈ Rt が与えら
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れたとき，以下のようにふたつの描画 R1, R2 を構成でき

る．(V1, V2)を V (R)\Xtの 2分割で，その間に辺が存在し

ないようなものとする．ここで，V1 = ∅または V2 = ∅を許
すことに注意する．R1 := R|(V1 ∪Xt), R2 := R|(V2 ∪Xt)

とする．R1 は Rの部分描画であり，Xt = Xt1 であるた

め，Xt1 ⊆ V (R1)である．また，(V1, V2)の間に辺が存在

しないため，R1におけるXt1 に含まれない任意の白頂点は

連鎖であることがわかる．導入ステップと同じ議論により，

定義 4の他の条件もRt1 において満たすため，R1 ∈ Rt1 で

あることが得られる．同様の議論を用いて R2 ∈ Rt2 が得

られる．V (R) \Xtの 2分割 (V1, V2)は複数存在するため，

ある分割によって定義される R1, R2 が (t1, R1)と (t2, R2)

を同時に YESにするような分割が存在するとき，そのと

きに限り (t, R)を YESとする．

3.5 解析

補題 4より，交差数を求める問題は与えられたグラフ G

の 2連結成分ごとに独立に解くことができる．グラフの 2

連結成分分解は線形時間で求めることができる [14]．

Gの木幅がある定数 c > 0において c
√
k以上であれば，

補題 3より，交差数が k以下の描画を持たない．よって以

下では tw(G) = O(
√
k)であると仮定できる．幅が O(

√
k)

であるような木分解は Bodlaenderら [6] によって与えら

れた近似アルゴリズムによって計算する．このアルゴリズ

ムは 2O(k)n時間で実行できる．また，補題 1によって好

適な木分解を計算する．

補題 6. 定義 4における f, gを f(k) = O(k)，g(k) = O(k)

を満たし，G[Vt]の任意の有効な描画で交差数が k 以下で

あるものの簡約表現と等価な描画が Rt に含まれるように

関数 f, gが選べる．

証明. G[Vt]の任意の有効な描画の簡約表現 Rとする．R

が有効であるため，その彩色は妥当であるため，Rは高々

2kの黒辺，高々 4kの黒頂点を持つ．また，木幅が O(
√
k)

であるため，|Xt| = O(
√
k)である．白辺によって誘導さ

れる部分グラフは外平面グラフであるため，以下では白頂

点の個数の上界を考える．Rにおいて Xt に含まれない任

意の白頂点は連鎖を成し，簡約表現の定義より，そのよう

な白頂点は Xt の頂点または黒頂点のみに隣接する．この

ことは，そうでない場合にそれらが縮約可能対を成すこ

とからわかる．よって，白頂点で Xt に含まれないものは

高々 4k + |Xt|しか存在できないため，|V (R)| = O(k)か

つ |E(R)| = O(k)である．よって適切に f, gを選ぶことに

より，Rt が任意の Rを含むようにできる．

補題 7. t ∈ Vtにおいて各ステップの計算時間は 2O(k log k)

である．

証明. 補題 6 より，Rt に含まれる任意の描画 R は

|V (R)| = O(k) かつ |E(R)| = O(k) である．頂点数が p

で辺数が qであるようなグラフで互いの同型でないものの

総数は高々 (2q)p であり，そのような各グラフにおける妥

当な彩色の個数は高々 2q，p要素の円順列の総数は (p−1)!

であるため，|Rt| = 2O(k log k) である．また，ひとつの R

における各ステップの計算時間は 2O(k) であるため，補題

が得られる．

以上により，全体の実行時間は 2O(k log k)n であり，根

ノード r ∈ V (T )において (r,R) ∈ Rr が YESであり，か

つRの交差数が k以下であるものが存在する場合，判定問

題の答えを YESとする．

4. まとめ

本稿では，与えられたグラフの 1 ページ交差数がパラ

メータ k以下であるかを判定する動的計画法を与えた．こ

の結果は Bannisterと Eppstein [1]の結果を改善している．

特に，彼らの結果は Courcelleの定理 [9], [10]を用いたた

め，木分解上の動的計画法を陽に与えていない．また，そ

の実行時間は非常に大きく，実用的な観点からは非常に遠

いと考えられる．本結果の実行時間はそれと比べると非常

に小さく，幾分実用的であるといえるが，まだまだ改善の

余地がある．

最後に本研究に沿った未解決問題を幾つか示して本稿

を締めくくる．提案アルゴリズムの実行時間は 2O(k log k)n

時間を達成しているが，さらなる改善は興味深い問題で

ある．特に，ある定数 c > 0 において，1 ページ交差数

が k以下であるかを判定する cknO(1) 時間アルゴリズムが

存在するかどうかは今後明らかにすべき課題である．本

結果のボトルネックは Rt の大きさの上界 (補題 7) であ

り，それを改善できれば直ちに実行時間の改善が可能で

ある．また，1 ページ交差数に関する多項式カーネル化

(polynomial kernelization)の存在も興味深い問題である．

Bannisterら [2]の結果は交差数の上界ではないグラフの構

造的パラメータを用いることで，多項式サイズのカーネル

を与えたが，それらの結果を本問題の設定に適用しても，

有意義なカーネルサイズを得ることはできない．よって，

この目的のためにはさらなる研究が必要である．
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