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決定性有限オートマトンによる正規表現の貪欲な部分照合と
部分式による捕獲
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受付日 2016年3月14日,採録日 2016年9月6日

概要：決定性有限オートマトン（DFA）を用いて正規表現の貪欲な部分照合を実現する手法について述べ
る．通常の DFAの状態が NFAの状態の部分集合からなるのに対し，本手法における DFAの状態は重複
のない NFA状態の列とすでに終状態に達したか否かを表すフラグからなる．この DFAが貪欲な部分照合
と部分式による捕獲を正しく実現することを証明する．バックトラックによる試行を行う多くの実装では
照合に要する計算コストが最悪の場合，指数的に増大するのに対し，本手法の照合に要する最悪の時間計
算量は，DFAを漸進的に構築する場合では O(nm)，DFAをあらかじめ構築する場合では O(m)に抑えら
れる．ここで n は正規表現の部分式の個数，m は照合文字列の長さである．一方，照合結果から部分式
による捕獲を計算するのに要する時間計算量は O(mk)である．ここで k は捕獲に用いる部分式の個数で
ある．本手法の試験実装に基づき照合に要する計算時間を計測した結果，Googleの正規表現ライブラリ
RE2と比較してより良好な結果が得られた．古典的な文字列照合手法である KMPアルゴリズムあるいは
Aho-Corasickオートマトンとの関連にも言及する．
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Abstract: We present a DFA-based approach which enables greedy partial regular expression matching and
subterm addressing without relying on any backtrack search. Each state of our DFA consists, compared to
the standard construction regarding subsets of NFA-states as DFA-states, of an non-duplicating sequence
of NFA-states and a flag indicating whether the final state has been found or not. The worst case compu-
tational cost for matching is O(nm) in the case of on-the-fly construction of DFA, and O(m) if DFA has
been constructed in advance where n is the number of subexpressions in the regular expression and m the
length of the input string, while the cost for subterm addressing requires O(mk) where k is the number of
subexpression to be addressed. We prove the correctness of our algorithm with respect to a formalization of
matching semantics. Our experimental implementation shows certain improvement to Google RE2 library
for the test case they have given. We also mention a relation with a classical string matching algorithm given
by Knuth, Morris and Pratt, or Aho-Corasick automata.
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法は，コンパイラや形式言語の教科書（たとえば文献 [2]）

で一般的である．その一方で，実際的な正規表現と文字列

の照合処理には単なる認識問題にはない側面がある．第 1

に，文字列全体との照合（全体照合）だけでなくその一部

分との照合（部分照合）が許されること，第 2に，正規表

現の各部分式が文字列のどの位置に正確に照合されるのか

（以下，部分式による捕獲）を計算する必要があること，第

3に，前方参照（back reference）を含む正規表現が許され

ること等があげられる．このため，実用的な正規表現エン

ジンの実装では照合の解をバックトラックで探索する仮想

機械が用いられることが多い．

最初の 2つの特徴は，2通り以上の照合が可能であると

いう曖昧さをもたらす．この曖昧さを解消するために導入

されるのが，最左最長照合や貪欲照合といった制約である．

本論文では貪欲照合を対象とする．

前方参照を含む正規表現は一般に文脈依存言語を表す [4]

ため FAによる処理が不可能なのは当然であるが，前方参照

を含まない正規表現に対してはFAに基づく，より効率的な

手法が提案されている．Frischらは，貪欲な全体照合の定

式化に基づく 2パスアルゴリズムを与えている [11]．Cox

は Thompsonの古典的論文 [22]の現代的意義と，それを用

いた正規表現ライブラリ RE2の実装手法について述べて

いる [5], [6], [7], [8]．Grathwohlらは部分式による捕獲に

Nielsenらの最適化された方法 [17]を用いている [12], [13]．

いずれの手法も部分集合構成による決定性有限オートマト

ン（DFA）の漸近的な構築を用いており，非効率的なバッ

クトラックを回避しているが，そのアルゴリズムの正当性

については十分議論されていない（特にRE2ライブラリの

詳細はソースコードを参照するしかない）．Frischらの手

法とGrathwohlらの手法は全体照合のみを扱っており，こ

れらをいかに部分照合に適合させられるかはまったく明ら

かではない．また，新屋らは遷移モノイドのアイデアを取

り入れることで，投機的な並列実行に関わる処理を事前に

行うことで照合実行時の効率を大きく改善する手法を提案

しているが，部分式の捕獲には対応していない [20], [24]．

そこで，DFAを用いて貪欲な部分照合と部分式による捕

獲を可能にする手法を提示し，その正当性を示し，さらに

試験実装に基づいて実際的な照合効率を明らかにしようと

いうのが本論文である．

まず 2章で，Frischらの全体照合の意味論に基づき貪欲

な部分照合を定式化する．貪欲照合は実装主導に依るとこ

ろが大きく，微妙に異なる意味で用いられる場合がある．

このため本論文における貪欲照合の意味を厳密に規定して

おくことは，本論文全体の議論を正確にするために不可欠

な前提である．

次に 3章では，正規表現から Thompson構成により得ら

れた非決定性有限オートマトン（NFA）の経路が前章で定

式化した貪欲な部分照合の解と正確に対応していることを

示す．本章の所要の結果を得るためには，反復の実現に現

代の教科書等で一般的な構成法ではなくThompsonの原論

文 [22]で提示されている方法を用いる必要があることを指

摘する．

続く 4章では，3章の NFAから DFAを構築する手法に

ついて述べる．本論文で提案するDFAは，通常のDFAが

NFAの状態の部分集合を状態と見なすのに対し，NFAの

状態からなる重複のない列とすでに終状態に到達したか

否かを表すフラグの組を状態と見なす点が異なる．この

DFAにより貪欲な部分照合と部分式の捕獲が可能になる

ことを示し，照合アルゴリズムの計算量について論じる．

また，古典的な KMP文字列照合アルゴリズム [14]あるい

は Aho-Corasickオートマトン [1]との関連にも言及する．

5章では，提案する手法の試験実装に基づく照合実験の

結果について述べ，最後の章で結論を述べる．

本論文では以下の記法等を断りなく使用する．有限個の

要素 a1, . . . , an の列（並び）を場合によってはコンマを省

略して a1 . . . anのように表す．あるいは，リストの表記法

を用いて [a1, . . . , an]のように表す．要素 aが列 aに出現

するとき，集合の表記を流用して a ∈ aで表す．要素 a ∈ a

が要素 a′ ∈ aに先行して出現するとき a ≺a a′ と表す．列

uと v をこの順に連結したものを u, v あるいは単に uv と

書くか，リストの表記法を用いて u ++ vのように表す．空

列は ε，あるいはリストの表記を用いて []で表す．列 wを

n（≥ 0）個連結してできる文字列を wnで表す．列 wの長

さ（要素の数）を |w|で表す．集合 S の要素の（有限）列

（空列を含む）の集合を S∗ で表す．w ∈ S∗ の接頭辞の集

合 {u ∈ S∗ | ∃v ∈ S∗. uv = w}を ρ(w)で表す．wからそ

の接頭辞 uを除いた残りの部分を w/uで表す．sと tが互

いに他方の接頭辞でないとき，すなわち s /∈ ρ(t)∧ t /∈ ρ(s)

のとき，s��tで表す．

2. 正規表現の貪欲な部分照合

2.1 正規表現と照合

アルファベット Σ上の正規表現は以下の表現からなる．

r ::= 1 （空列）

| a (a ∈ Σ) （文字）

| (r+r) （和）

| (r·r) （連結）

| (r∗) （反復）

部分式による捕獲を考慮する場合には，結合順序が照合の

結果に微妙な違いをもたらす [10]．そのため，本論文では

和や連結に関して結合律を仮定しない．また，貪欲照合に

おいては和の交換律も仮定しないことに注意が必要であ

る．本論文では和，連結ともに右結合であると規定し，さ

らに通常通り反復は結合より強く，結合は和より強く結び
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付くとして適宜，括弧を省略する．また，空な言語を表す

正規表現（0）は使用しない．

Σ上の正規表現の集合を Reg(Σ)で表す．正規表現 rの

抽象構文木としての高さh(r)を，その部分木の高さの最大

値に 1を加えた値と定義する．1と aの高さは 1とする．

正規表現 r によって表現される文字列の集合を L(r)で

表す．

L(1) = {ε}
L(a) = {a} (a ∈ Σ)

L(r1+r2) = L(r1) ∪ L(r2)

L(r1·r2) = {w1w2 | w1 ∈ L(r1), w2 ∈ L(r2)}
L(r1∗) = L(r1)∗

アルファベットΣと文字列w ∈ Σ∗，正規表現 r ∈ Reg(Σ)

の組 〈Σ, w, r〉 を照合問題と呼び，w1w2w3 = w かつ

w2 ∈ L(r) となる文字列 w1, w2, w3 が存在するとき，r

は w に部分照合できるという．特に w1 = w3 = εである

とき，rは wに全体照合できるという．

全体照合は，どんな正規表現 rや照合文字列 wにも含ま

れない文字を rと wの前後に補って始点と終点を表すこと

で，部分照合の問題に容易に帰着可能である．そこで，以

下では部分照合のみを扱う．

正規表現 rが文字列wに部分照合できるとき，w1, w2, w3

の分割の仕方は必ずしも唯一に決まらないという意味で部

分照合は曖昧さをはらんでいる．また，正規表現の各部分

式による捕獲（各部分式ごとの照合）まで考慮すると，さら

に曖昧さが生じる．この曖昧さを正確に議論するために，

正規表現の各部分式と文字列の各部分がどのように対応す

るかを導出木（構文解析木）の概念を用いて表現する．正

確には正規表現 r 上の導出木の集合 D(r)を以下のように

定義する*1．

D(1) = {1}
D(a) = {a} (a ∈ Σ)

D(r1+r2) = {L(t) | t ∈ D(r1)} ∪ {R(t) | t ∈ D(r2)}
D(r1·r2) = {t1·t2 | t1 ∈ D(r1), t2 ∈ D(r2)}
D(r1∗) = {I(t) | t ∈ D(r1)∗}

D(r)の要素は，ドット（·），L，R，Iを分岐ノードとす

る木であり，葉は 1か文字か Iのいずれかである（Iが葉

として出現するのは tが空列のときであり，これを I()で

表す）．Iの子は 0個以上いくつあってもよいので，導出木

は一般にはランク不定木（unranked tree）である．

D(r)の要素 tの高さh(t)を tの直接の部分木の高さの最

大値に 1を加えた値と定義する．葉の高さは 1とする．ま
*1 本論文では，導出木を項として表す（導出木は項の抽象構文木と
して与えられる）．

た，D(r)の要素 tの大きさ|t|をそれに含まれるノード（葉
も含む）の総数と定義する．

導出木 tの葉における文字の出現を左から順に並べるこ

とで，tによって導出される文字列が得られる．これを d(t)

と書く．L(r) = {d(t) | t ∈ D(r)}が成り立つ．
導出木の概念を用いると，部分および全体照合は以下の

ように述べられる．

定義 1（照合の解） 照合問題 〈Σ, w, r〉 にたいして，
uw′v = w となる文字列 u, w′, v と d(t) = w′ となる導

出木 t ∈ D(r)が存在するとき照合問題 〈Σ, w, r〉は部分照
合可能であるといい，〈u, t〉をこの部分照合の解と呼ぶ．
部分照合の解は一般には唯一に決まらない．

例 1 照合問題 〈{a}, aa, a〉は部分照合可能で，その解は
〈ε, a〉と 〈a, a〉の 2つある．

さらに，正規表現の部分式の対応の仕方が一般に複数あ

ることも解が唯一に決まらない要因となる．

例 2 照合問題 〈{a, b, c}, abc, (a·b+a)·(b·c+c)〉は部分照
合可能で，その解は 〈ε, L(a·b)·R(c)〉と 〈ε, R(a)·L(b·c)〉の 2

つ存在する．

例 3 照合問題 〈{a}, a, (a+1)∗〉は部分照合可能で，その
解は無数に存在する．たとえば，

〈ε, I(L(a))〉, 〈ε, I(L(a), R(1))〉, 〈ε, I(L(a), R(1), R(1))〉, . . .

はすべてこの部分照合の解である．

2.2 貪欲照合

照合の解を唯一に決めるために広く用いられている戦略

の 1つが貪欲照合（greedy matching）である．貪欲照合の

基本的な考え方は実装主導であり，正規表現に対する導出

木をトップダウンに構築するアルゴリズムをバックトラッ

クを用いて実装した際に最初に発見される解を選出する．

この際，和 (r1+r2)の探索では r1 の探索が r2 の探索より

優先される．また，反復 r = r1∗は再帰的に r = r1·r+1

と見なしたうえで，やはり最初（左）の選択肢を優先して

（つまり，できるだけ多く反復するように）探索する（「貪

欲」の所以）．探索の結果最初に見つかる解が貪欲な照合

の解と見なされる．これを [11]に従い以下のように定式化

する．

定義 2（導出木間の優先順位） D(r)上の二項関係�rを

以下の条件を満たす最小の二項関係（すなわち以下の条件

を満たすすべての二項関係の交わり）として定義する．

(or 1) ∀s ∈ D(r1), t ∈ D(r2). L(s) �r1+r2 R(t)

(or 2) ∀s, t ∈ D(r1).(s �r1 t ⇒ L(s) �r1+r2 L(t))

(or 3) ∀s, t ∈ D(r2).(s �r2 t ⇒ R(s) �r1+r2 R(t))

(cat 1) ∀s1, t1 ∈ D(r1), s2, t2 ∈ D(r2).

(s1 �r1 t1 ⇒ s1·s2 �r1·r2 t1·t2)
(cat 2) ∀u1 ∈ D(r1), s2, t2 ∈ D(r2).

(s2 �r2 t2 ⇒ u1·s2 �r1·r2 u1·t2)
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(star 1) ∀s ∈ D(r1)+. (I(s) �r1∗ I())

(star 2) ∀s1, t1 ∈ D(r1), s, t ∈ D(r1)∗.

(s1 �r1 t1 ⇒ I(s1, s) �r1∗ I(t1, t))

(star 3) ∀u1 ∈ D(r1), s, t ∈ D(r1)∗.

(I(s) �r1∗ I(t) ⇒ I(u1, s) �r1∗ I(u1, t))

各項目で仮定に出現する�の両辺の項の大きさは結論に出

現する �の両辺の項の大きさより厳密に小さい．よって，

これは帰納的な定義になっている．文脈から明らかな場合

には添字を省略する．

二項関係 R（⊆ A×A）は，推移律（∀a, b, c ∈ A.(aRb∧
bRc ⇒ aRc)）と非反射律（¬∃a ∈ A.(aRa)）を満たすと

き厳格半順序（strict partial order）であるといわれ，さら

に ∀a, b ∈ A.(aRb ∨ bRa ∨ a = b)を満たすとき厳格全順序

（strict total order）であるといわれる．〈A, R〉はそれぞれ
厳格半（あるいは全）順序集合と呼ばれる．

命題 1 r を任意の正規表現とする．〈D(r), �r〉は厳格
全順序集合であり，任意の導出木 s, t ∈ D(r)に対して (a)

s = t, (b) s �r t, (c) t �r sのうち 1つだけが成り立つ（三

分律）．

証明は素直な帰納法で可能なので省略する（詳細な証明

は [25]を参照）．

直観的には，上記の順序でより小さい導出木ほど貪欲照

合としてよりふさわしい解を表している．しかしながら，

厳格順序集合 〈D(r), �r〉 には最小元は必ずしも存在しな
い．たとえば，例 3 において無限の下降列

I(L(a)) � I(L(a), R(1)) � I(L(a), R(1), R(1)) � . . .

が得られるので最小元は存在しない．

そこで D(r)への制限として正準（canonical）な導出木

の集合 C(r)（⊆ D(r)）を以下のように導入する．

C(1) = {1}
C(a) = {a} (a ∈ Σ)

C(r1+r2) = {L(t) | t ∈ C(r1)} ∪ {R(t) | t ∈ C(r2)}
C(r1·r2) = {t1·t2 | t1 ∈ C(r1), t2 ∈ C(r2)}
C(r1∗) = {I(t) | t ∈ (C(r1)\Dε(r1))∗}

ここで Dε(r) = {t ∈ D(r) | d(t) = ε}である．
さらに，C(r)の要素のうちでwの接頭辞を導出するもの

の集合を C(r, w)と書く（すなわち，C(r, w) = {t ∈ C(r) |
d(t) ∈ ρ(w)}）．
命題 2 任意の正規表現 rと文字列wにたいして，C(r, w)

は有限集合である．

証明 C(r, w) の任意の要素 t について h(t) ≤ h(r) が成

り立つ．次に，t の各ノードの子の数がたかだか |w| + 2

であることを示す．I 以外のノードの子の数は 2 以下な

ので，どのような w に対しても |w| + 2 以下になる．一

方，ノード I の子の数を n とすると，正準の条件より

n ≤ |d(I(t1, . . . , tn)| ≤ |w|．したがって，すべてのノード
の子の数はたかだか |w| + 2である． �
文献 [11]では正準でない導出木のことを問題の生じる事

例（problematic case）と呼んでいる．文献 [18]では最左

最長照合の場合の正準な導出木を定式化しているが，そこ

ではノード Iの直接の部分木が 2つ以上ある場合にのみ

各部分木が導出する文字列が非空であることを要求してい

る．同じく最左最長照合を扱った [21]では，導出木の順序

付けを厳しくすることで問題の生じる事例を実質的に除外

している．貪欲照合を扱う本論文における正準の定義はそ

れらより条件がやや厳しい．

なお，与えられた正規表現をあらかじめ反復標準形（star

normal form）[3]に変換すれば，問題の生じる事例は除外

できる．しかし，与えられた正規表現の形が変化するため，

本論文の目的である部分式による捕獲が不可能になる．

照合問題 〈Σ, w, r〉の部分照合解のうち正準な導出木を与
えるものの集合をM(r, w)と置く．すなわち，

M(r, w) = {(u, t) | u ∈ ρ(w), t ∈ C(r, w/u)}.

命題 2 より，M(r, w)は有限集合である．次に，定義 2 の

順序を以下のように辞書式順序に拡大する．

(u1, t1) �r (u2, t2) ⇔ |u1| < |u2| ∨ u1 = u2 ∧ t1 �r t2.

〈C(r, w), �〉は厳格全順序なので，〈M(r, w), �r〉も厳格全
順序である．よって，以下の系を得る．

系 1 照合問題 〈Σ, w, r〉に対して 〈M(r, w), �r〉は最小
要素を持つ．

M(r, w)の最小要素を貪欲な（greedy）部分照合の解と呼ぶ．

3. 貪欲な部分照合を実現するNFA

3.1 Thompson NFA

正規表現 rと p ∈ {1, 2}∗に対して部分式のポジションの
集合 Pos(r, p)（⊆ {1, 2}∗ ∪ {p | p ∈ {1, 2}∗}）を以下のよ
うに定義する．

Pos(1, p) = {p, p}
Pos(a, p) = {p, p}
Pos(r1+r2, p) = {p, p} ∪ Pos(r1, p1) ∪ Pos(r2, p2)

Pos(r1·r2, p) = {p, p} ∪ Pos(r1, p1) ∪ Pos(r2, p2)

Pos(r1∗, p) = {p, p, p2} ∪ Pos(r1, p1)

直観的には，p, pは rの各部分式に明示的に括弧を補った

際の括弧の対に対応しているが，r1∗の場合のみ余分な要
素 p2を加えている点に注意が必要である．また，εと εと

が区別されることにも注意されたい．Pos(r) = Pos(r, ε)

と略記する．

5つ組 〈Σ, Q, I, F, Δ〉を正規表現 r ∈ Reg(Σ)とポジショ

ンの集合Pos(r, p)から作られるThompson NFA（TNFA）
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と呼び TA(r, p)（p = εのときは TA(r)）と表記する．た

だし，Q = Pos(r, p)であり，I = p，F = p，Δ = Δ(r, p)

とする．ここで Δ(r, p)は r の構造に従い以下のように帰

納的に定義される．

Δ(1, p) = {p ε→ p}
Δ(a, p) = {p a→ p} (a ∈ Σ)

Δ(r1+r2, p) = Δ(r1, p1) ∪ Δ(r2, p2)

∪ {p L→p1, p
R→p2, p1 ε→p, p2 ε→p}

Δ(r1·r2, p) = Δ(r1, p1) ∪ Δ(r2, p2)

∪ {p ε→p1, p1 ε→p2, p2 ε→p}
Δ(r1∗, p) = Δ(r1, p1)

∪ {p ε→p2, p2 L→p1, p2 R→p, p1 ε→p2}

Iを始状態，Fを終状態と呼ぶ．またΔの要素 q
a→ q′を a

による qから q′への遷移と呼び，特に q
x→ q′, x ∈ {ε, L, R}

を空遷移と呼ぶ．

図 1 に反復の構成法を図式的に示す．省略されたラベル

はすべて εである．図中の反復の構成法は [22]に由来し，

現在の教科書等で一般的なもの（図 2）と異なる．この構

成法を採用する理由については 3章の定理 1 の後で述べ

る．

図 3 に TA((ab+a∗)∗)を例示する．
有向グラフとしてみたとき，各状態 q ∈ Qに入る（か

ら出る）空遷移の数を in(q)（out(q)）で表す．Qに対して

QS = {q ∈ Q | in(q) = 0}，QT = {q ∈ Q | out(q) = 0}
と表記する．特に I ∈ QS , F ∈ QT である．また，TA(a)

（a ∈ Σ）においては，I ∈ QT , F ∈ QS も成り立つ．任意

の q ∈ QS\{I}に対して q′ a→ q となる q′ が唯一存在する

が，その q′を src(q)で表す．同様に，任意の q ∈ QT \{F}
に対して，q

a→ q′ となる q′ を dest(q)で表す．明らかに

src(dest(q)) = q, dest(src(q)) = qである．

図 3 (ab + a∗)∗ から構築した Thompson NFA

Fig. 3 The Thompson NFA constructed from (ab + a∗)∗.

q
L→ q1, q

R→ q2 となる状態の組 〈q, q1, q2〉を分岐と呼ぶ．
TNFAにおいて分岐が出現するのは和と反復においてそれ

ぞれ一カ所のみである．図 3 の例では分岐は以下の 3つで

ある．

〈2, 1, F〉, 〈1, 11, 12〉, 〈122, 121, 12〉

直観的には，和における分岐は正規表現の照合における左

右の部分式の選択に対応しており，反復における分岐は

（さらに）反復するか否かの選択に対応している．

3.2 ステップと経路

TNFA M = 〈Σ, Q, I, F, Δ〉 が与えられたとする．Q の

状態の重複のない非空の並び q1, . . . , qn が qi
x→ qi+1 ∈ Δ

（1 ≤ i < n, x ∈ {ε, L,R}）を満たし q1 ∈ QS , qn ∈ QT で

あるとき，この並びをM のステップと呼ぶ．ステップ s

図 1 反復に対する Thompson NFA

Fig. 1 An Thompson NFA for repetitions.

図 2 反復の別の構成法

Fig. 2 Another construction of an NFA for repetitions.
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の起点（あるいは終点）にある状態を head(s)（あるいは

tail(s)）で表す．さらに，ステップの列 s = s1, . . . , sn に

対して head(si)（あるいは tail(si)）（1 ≤ i ≤ n）をこの

順に並べたものを Heads(s)（あるいは Tails(s)）で表す．

q ∈ Qを起点とするM のステップの集合を StepM (q)と書

く（文脈から明らかな場合添字M は省略）．明らかにこれ

は有限集合である．

さらに，Σ の要素で区切られた 1 つ以上の M のス

テップの並び α = s0, a1, s1, . . . , an, sn ∈ (Q ∪ Σ)∗ が

tail(si−1)
ai→ head(si) ∈ Δ（1 ≤ i ≤ n）を満たすとき

αをM における経路と呼ぶ．head(s0)をこの経路の始点，

tail(sn)を終点と呼ぶ．Σの要素を 1つも含まない単一の

ステップもM の経路である．M の経路 αにおける Σの

要素の出現をこの順に並べてできる文字列を αから導出さ

れる文字列と呼び，d(α)で表す．最後に，TA(r, p)におけ

る始点が qで終点が q′であるすべての経路からなる集合を

Pathp
q,q′(r)と表記する．Pathε

q,q′(r)をPathq,q′(r)と略記す

る．また，Pathp
q,F(r)をPathp

q(r)と略記し，さらにPathp
I (r)

を Pathp(r)と略記する．Pathp
q,q′(r)の要素のうちで wの

接頭辞を導出するものの集合を Pathp
q,q′(r, w)と書く．す

なわち，Pathp
q,q′(r, w) = {π ∈ Pathp

q,q′(r) | d(π) ∈ ρ(w)}．
経路を構成する各ステップにおいて状態の重複が許さ

れないことに注意が必要である．たとえば，図 3 におい

て，I, 2, 1, 12, 122, 12, 1, 2,Fは 2が重複しているので経路で

はない．一方，I, 2, 1, 12, 122, 121, a, 121, 122, 12, 1, 2, Fは

2つのステップから成り，各ステップにおいては状態の重

複がないので経路である．

3.3 貪欲照合の意味論との対応

TNFA M の異なるステップ s, t ∈ StepM (q)を考える．

ρ(s) ∩ ρ(t)の要素のうち最長のもの（最長共通接頭辞）を

u と置く．s��t なので，s/u も t/u も空列ではない．ま

た，head(s) = q = head(t)なので uも空列ではない．そ

こで，〈tail(u), head(s/u), head(t/u)〉 がM の分岐である

とき s � tと定義すると，Δの定義より 〈StepM (q), �〉は
厳格全順序集合である．

さらに，α �� β であるような経路 α, β ∈ Pathp,q(r, w)

が最初に異なるステップ（それぞれ順に s, tと置く）を考え

ると，Pathp,q(r, w)上の二項関係 α � β ⇔ α �� β ∧ s � t

が定義できる．

命題 3 正規表現 r から作られる TNFA TA(r) =

〈Σ, Q, I, F, Δ〉が与えられている．任意の p, q ∈ Q, w ∈ Σ

に対して 〈Pathp,q(r, w), �〉は厳格半順序集合である．特
に 〈Pathp(r, w), �〉は厳格全順序集合である．
証明 非反射律を満たすことは明らか．推移律を満たすこ

とは，〈StepM (q), �〉の推移性に帰着できる．TA(r)には

Fからの遷移は存在しないので，Pathp(r, w)の相異なる経

路 α, β は α �� β を満たす．よって，〈Pathp(r, w), �〉が

全順序であることは 〈StepM (q), �〉が全順序であることに
帰着できる． �
次に，正規表現 r と p ∈ {1, 2}∗ にたいして写像 Φp

r :

C(r) → (Q ∪ Σ)∗ を以下のように定義する．

Φp
1(1) = [p, p]

Φp
a(a) = [p, a, p] (a ∈ Σ)

Φp
r1+r2

(L(t)) = [p]++Φp1
r1

(t)++[p]

Φp
r1+r2

(R(t)) = [p]++Φp2
r2

(t)++[p]

Φp
r1·r2

(t1·t2) = [p]++Φp1
r1

(t1)++Φp2
r2

(t2)++[p]

Φp
r1∗(I()) = [p, p2, p]

Φp
r1∗(I(t1, . . . , tn))

= [p, p2]++Φp1
r1

(t1)++[p2]++Φp1
r1

(t2)

. . . [p2]++Φp1
r1

(tn)++[p2, p]

Φε
r(t)を Φr(t)と略記する．さらに文脈から明らかな際に

は添字 rも省略する．

直観的には，Φ(t)は導出木 tを根から出発して巡回しつ

つ根に戻る過程を表している．ただし，根のラベルが Iで

あるような木に関しては，余分のノードを根の直下に補っ

たうえで反復的に巡回するように扱っている．余分なノー

ドを補うのは，後述する TA(r)の経路との対応のためのテ

クニカルな要請からきている．

写像 f : C(r) → (Q ∪ Σ)∗ は d(t) = d(f(t))を満たすと

き導出を保存する（derivation-preserving）という．

補題 1 写像 Φp
r : C(r) → (Q ∪ Σ)∗ は導出を保存する．

証明 rの構造に関する帰納法による． �
補題 2 Φp

r の値域は Pathp(r)である．

証明 R = {Φp
r(t) | t ∈ C(r)}と置く．R = Pathp(r)であ

ることを r の構造に関する帰納法で示す．以下，r = r1∗
の場合のみ扱い，ほぼ自明なその他の場合は省略する．

[Pathp(r) ⊆ Rの証明] Pathp(r1∗)の要素のうち [p, p2, p]

については t = I()とすればただちに題意が得られる．そ

れ以外の要素は，

[p, p2]++α1++[p2] . . . [p2]++αn++[p2, p]

の形をしている．ただし αi ∈ Pathp1(r1)かつ d(αi) �= ε

（1 ≤ i ≤ n）である（さもないと p2が重複して出現し，ス

テップの定義に反する）．r1に帰納法の仮定を適用すれば，

ある ti ∈ C(r1)（1 ≤ i ≤ n）に対して

[p, p2]++Φp1
r1

(t1)++[p2] . . . [p2]++Φp1
r1

(tn)++[p2, p]

を得る．補題 1 より ti �∈ Dε(r1)（1 ≤ i ≤ n）であるので，

t = I(t1, . . . , tn)とおけば t ∈ C(r)であり，写像 Φの定義

より上式は Φp
r(t)に等しい．

[R ⊆ Pathp(r) の証明] Φp
r(I()) ∈ Pathp(r1∗) は明らか．

Φp
r(I(t1, . . . , tn))のとき，I(t1, . . . , tn)が正準であることと
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補題 1 より d(Φp
r1

(ti))（1 ≤ i ≤ n）が非空であることが分

かる．よって，Φp
r1∗(I(t1, . . . , tn)) ∈ Pathp(r1∗)であるこ

とが帰納法の仮定より確認できる． �
二項関係α（⊆ A×A），β（⊆ B×B）が与えられていると

する．写像 f : A → B が ∀a, a′ ∈ A.(aαa′ ⇒ f(a)βf(a′))

を満たすとき f は 〈A,α〉から 〈B, β〉への準同型写像（ho-

momorphism）であるといわれる．

補題 3 Φp
r は 〈C(r), �r〉から 〈Pathp(r), �〉への準同型

写像である．

証明 順序関係 �r の定義（定義 2）に従い，rの構造に関

する帰納法で証明する．以下，定義 2 の場合分けのうち重

要な (or1)と (star1)の場合のみ扱う（残りの場合は帰納法

の仮定に素直に従う）．

[L(s)�r1+r2 R(t)の場合] α = Φp
r1+r2

(L(s)) = [p]++Φp1
r1

(s)

++[p], β = Φp
r1+r2

(R(t)) = [p]++Φp2
r2

(t)++[p]と置くと分

岐 〈p, p1, p2〉が存在するので α �r1+r2 β を得る．

[I(s1, . . . , sn) �r1∗ I() の場合] α = Φp
r1∗(I(s1, . . . , sn))

（n > 0）と β = Φp
r1∗(I())には分岐 〈p2, p1, p〉が存在する

ので α �r1∗ β を得る． �
〈A, α〉, 〈B, β〉は，準同型写像 f : A → B, g : B → Aが

存在して ∀a ∈ A.(g(f(a)) = a), ∀b ∈ B.(f(g(b)) = b)とな

るとき，同型であるといい 〈A, α〉 ∼= 〈B, β〉と表す．特に
〈A,α〉と 〈B, β〉の両方が厳格全順序集合の場合には，準同
型写像 f が全射でありさえすれば 〈A, α〉 ∼= 〈B, β〉となる．
以下は本論文の最初の主要な結果であり，TA(r)におけ

る経路の集合を 2章で導入した正準導出木を用いた貪欲照

合の意味論と関連付けている．

定理 1 任意の正規表現 r ∈ Reg(Σ)と文字列 w ∈ Σ∗に

たいして 〈C(r, w), �〉 ∼= 〈Path(r, w), �〉が成り立つ．
証明 命題 3，1 より，〈C(r, w), �〉と 〈Path(r, w), �〉は共
に厳格全順序集合である．よって，Φr が 〈C(r, w), �〉から
〈Path(r, w), �〉への全射準同型写像であることを示せばよ
いが，これは補題 1，2，3 にただちに従う． �
すなわち，Path(r, w)上の順序構造は C(r, w)上の順序

構造と正確に対応している．特に，命題 2 より Path(r, w)

も C(r, w)も最小の要素を持つが，Path(r, w)における最

小の経路は C(r, w)における最小の導出木に対応している．

この定理は，図 1 の反復の構成の代わりに図 2 を用いる

と成立しないことに注意が必要である．実際，C(a∗∗, ε)は
I()だけからなる一元集合だが，図 1 の反復の構成の代わ

りに図 2 を用いて作られる NFAでは Path(a∗∗, ε)は I, F

と I, 1, 1, Fからなるので同型にはなり得ない．

本定理と同様の結果は [12], [13]にも見られる．そこで

は，Thompson NFAの一種（Augumented NFA）の経路

と 2進列として符号化された導出木の対応を論じている．

本論文との（部分照合と全体照合の違い以外の）大きな違

いは，NFAの構成において正規表現の連結を結合的に取り

扱っている*2点にある．これは入力文字列に対して漸近的

に導出列を生成するストリーム的な処理の最適化を可能に

するためである（その代償として，一般に通用している部

分式の捕獲との整合性を欠き，たとえば RE2等と異なる

捕獲結果になる場合がある）．

次章以降では C(r, w)の要素と Path(r, w)の要素を適宜

混同し，導出木に対して定義された概念を経路に対しても

流用する．たとえば，M(r, w)の要素として組 〈u, t〉の代
わりに 〈u,Φr(t)〉を用いる．

4. 部分照合と部分式による捕獲を実現する
DFA

貪欲照合の最も広く用いられている実現方法は，正規表

現から作られる NFA上での遷移を左の分岐を優先しつつ

深さ優先探索で行うことである．遷移先がなければ直近の

分岐までバックトラックし，他方を探索しなおす．さらに

すべての探索に失敗した場合は与えられた文字列上で次の

文字にシフトし再び初期状態から遷移を試みる．この手法

では，最悪の場合には与えられた文字列長に対して指数的

に探索空間が増大することになる．

それに対して部分集合構成[19]（subset construction）を

用いて決定性有限オートマトン（DFA）を構築する手法が

ある．あらかじめ DFAを構築しようとすれば最悪の場合

には NFAの状態数に対して指数的な計算コストが必要で

あるが，与えられた文字列の照合に必要な DFAの一部分

のみを構築する（いわゆる on-the-fly方式）[2]ことで，文

字列長に比例する計算コストで解を求めることが可能で

ある．

TNFAから部分照合と部分式による捕獲を実現するDFA

を構築するときも，部分集合構成と同様の方法を用いる．

ただし，DFAの状態として，NFAの状態の集合の代わり

に NFAの状態の列を用いることで経路間の優先順序を表

現する．

4.1 有効なステップ

一般的な部分集合構成では，NFA状態の集合の各要素

から空遷移により到達可能なすべての NFA状態をまとめ

た集合を，DFAの状態とする．TNFA M = 〈Σ, Q, I, F, Δ〉
から部分照合と部分式による捕獲を実現する DFAを構築

するときには，ステップの列の終点である NFA状態の列

をもとに DFAの状態を作る．このとき，経路間の優先順

位を保存するために，以下の順序を導入する．

QS の要素の重複のない列 q = q1, . . . , qn に対して，

StepM (q) =
⋃

1≤i≤n StepM (qi)とする．StepM (q)上の二

項関係 �q を

*2 したがって，文献 [13] では導出木の集合とその 2 進符号の集合
は同型であると述べているが，これは誤りであろう．
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図 4 Effective(q1, . . . , qn) と Closure(q1, . . . , qn) の計算

Fig. 4 The computation of Effective(q1, . . . , qn) and

Closure(q1, . . . , qn).

s �q t ⇔ head(s) ≺q head(t) ∨
(head(s) = head(t) ∧ s � t)

のように定義する．�q は StepM (q)上の厳格全順序であ

る．StepM (q)の要素を �q に関して昇順に整列した列を

作る．この列に終点が同じステップが複数現れるとき，

最初に現れるものだけを残して得られるステップの列を

s = s1, . . . , smと置く（すなわち，任意の s ∈ StepM (q)に

ついて，集合 {t ∈ StepM (q) | tail(s) = tail(t)}中の �q

に関する最小要素だけが sに含まれる）．sの異なる要素

s, s′が tail(s) = tail(s′)となることはないので，s1, . . . , sm

の要素 s のうち tail(s) = F となるものはたかだか 1 つ

である．この要素の添字を i（1 ≤ i ≤ m）とする（なけ

れば i = m とする）とき，列 s1, . . . , si を q からの有効

（effective）なステップの並びと呼び EffectiveM (q)で表す．

Tails(EffectiveM (q))（∈ (QT )∗）を ClosureM (q) と略記

し，qの有効な閉包と呼ぶ．文脈から明らかな場合には添

え字M は省略する．Effective(q)は相異なるステップの

列であり，Closure(q)もまた相異なる状態の列になってい

る．E = Effective(q)と置くとき，q ∈ Closure(q)に対し

て tail(s) = qとなる E の唯一の要素 sを E(q)で表す．

図 4 に Effective(q)と Closure(q)を計算するアルゴリ

ズムを示す．これは終状態が見つかればただちに計算を

終了すること（10行目）を除けば，基本的に有向グラフ

を左の分岐から深さ優先探索（depth-first search）し全域

木（spanning tree）を求めるアルゴリズムである．11行目

から始まる for文中において q
R→ q′ は q

L→ q′ より先にス

タック frontier にプッシュされるので，左の分岐から先

に探索されることになる．

6行目から始まるループの冒頭の時点で frontierに格納

されている要素を e1, . . . , en（n ≥ 1，e1がスタックの頂点）

とすると，以下の不変条件（loop invariant）が成り立って

いる（Dom(prev)は二項関係 prevの定義域を意味する）．

( 1 ) ∀ 1 ≤ i ≤ n. (ei �∈ visited)

( 2 ) Dom(prev) ⊆ {e1, . . . , en} ∪ visited

( 3 ) ∀ 1 ≤ i, j ≤ n. (i �= j ⇒ ei �= ej)

( 4 ) ∀ 2 ≤ i ≤ n. (ei ∈ QS ∨ ∃ e′i. (e′i
R→ ei ∧ e′i ∈ visited))

( 5 ) ∀ q ∈ Dom(prev). ((q, q1), (q, q2) ∈ prev ⇒ q1 = q2)

初めてループに入る時点では prev と visited は空で，

frontierは QS の相異なる状態からなるので，これらの条

件は自明である．次にループの冒頭（6行目）でこれらの条

件を仮定する．8行目で e1が visitedに加えられるが，条件

( 3 )より e1 �∈ {e2, . . . , en}なので，10行目でループを抜け

たときにも全条件が成り立つ．また，12行目の if文の条件

が一度も成立しないなら，次回も全条件が成り立つ．一方，

if文の条件が一度でも成り立つときは，TNFAの構成より，

次回の frontierは eεe2 . . . enか eLeRe2 . . . en（e1
x→ exと

する）のいずれかである．前者ではDom(prev)に eεが，後

者では eL と eR が追加される．このとき，仮定と 12行目

の条件および 14行目より次回も条件 ( 1 )( 2 )が成り立つ．

次に，任意の x ∈ {ε, L,R}について ex �∈ {e2, . . . , en}を示
す．ex = ek（2 ≤ k ≤ n）とすると，ek �∈ QS となるので，

TNFAの構成とループ冒頭での条件 ( 4 )より，6行目の時

点で e1
R→ ek と e1 ∈ visitedが成立しなければならない．

しかし，これはループ冒頭での条件 ( 1 )より e1 �∈ visited

であることと矛盾する．TNFAの構成より eL �= eR なの

で，上の結果と合わせると，次回も条件 ( 3 )が成り立つ．

条件 ( 4 )は，e1
R→ eR と e1 ∈ visitedおよび仮定より次

回も成り立つ．条件 ( 5 )は，12行目の if文の条件と，条

件 ( 3 )が次回も成り立つことから分かる．以上より，条件

( 1 )から ( 5 )は確かに不変条件である．

不変条件 ( 1 )より |visited|は反復ごとに厳密に増加する
ので，このループはたかだか |Q|回反復される．よって，この
アルゴリズムの時間計算量は（集合 visitedへの要素の読み

書きをO(1)で実現して）O(n)（nは与えられたTNFAの状

態数）である．最終的に nextにClosure(q1, . . . , qn)が得ら

れる．また，不変条件 ( 5 )より prevは関数である．関数 f

の冪（power）fn（n ≥ 0）を f0(x) = x; fn+1(x) = f(fn(x))

と定義する．nextの任意の要素 q に対して重複のない状

態の列 prev0(q), prev1(q), . . . を考えると q1, . . . , qn のい

ずれかに到達する列が得られるが，これが q で終わる

Effective(q1, . . . , qn)の要素を（逆順に）与えている．

4.2 DFAの構築

TNFAから DFAを構築する際，NFA状態の重複のない

列とすでに NFAの終状態に達したか否かを表す真偽値の

フラグの組を DFAの状態とし，フラグの値が偽の場合の

みNFA状態の列の末尾に Closure([I])を加えることで，部
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図 5 proceed 関数

Fig. 5 The function proceed.

分照合を効率的に実現する．この考え方を形式化すると以

下のようになる．

M = 〈Σ, Q, I, F,Δ〉を正規表現 r ∈ Reg(Σ)から作られ

る TNFAとするとき，6つ組 〈Σ, Q′, I ′, E0, QF , Δ′〉を rか

らつくられる貪欲なDFA（greedy DFA, GDFA）と呼び，

GA(Σ, r)で表す．ここで Q′ は，Qの相異なる要素の 1つ

以上の並び qと真偽値 f の対 〈q, f〉の集合であり，これ
を GDFAの状態と呼ぶ．真偽値は真を T，偽を Fで表す．

I ′ = 〈Closure([I]),F ∈ Closure([I])〉であり，これを始状態
と呼ぶ．E0 = Effective([I])とする．QF は F ∈ qを満た

すGDFA状態 〈q, f〉（これを終状態と呼ぶ）の集合である．
最後にΔ′は 4つ組 〈〈q, f〉, a, E, 〈q′, f ′〉〉の集合である．た
だし，〈q, f〉, 〈q′, f ′〉 ∈ Q′, a ∈ Σである．E,q′, f ′ は以下

で与えられる．

• E = Effective([q′ | q ∈ q, q
a→ q′] ++[I | f = F])

• q′ = Tails(E)

• f ′ = f ∨ F ∈ q′

Δ′ の要素 〈t, a, E, t′〉を t
a→E t′ と表す．

上記の定義中では Haskell等の関数型言語で一般的なリ

スト内包表記を流用しており，[q′ | q ∈ q, q
a→ q′] は q

の各要素 q を q
a→ q′ となる q′ でこの順に置換して得ら

れる列を表す（そのような q′ がない q は取り除かれる）．

[q′ | q ∈ q, q
a→ q′] ++[I | f = F]が相異なる要素の列であ

ることは，TNFAの構成法より明らかである．

図 5 にΔ′ を計算するアルゴリズムを示す．t
a→E t′ ⇔

〈t′, E〉 = proceed(t, a)である．

図 6 はGA({a, . . . , z}, (ab+a∗)∗)を例示している（始状
態は左端の状態 q1．これ以降の図でも GDFAの始状態は

左端に書く）．破線で示された状態 q4 = 〈ε, T〉は，他の状
態へ至る経路のない状態，いわゆるシンク（sink）*3であ

る．[a − z]でラベル付けされた矢印のところには実際は

a, b, . . . , z の各文字に対応する遷移がある（[b − z], [c − z]

についても同様）．E0, E1, E2, E3 の要素は見やすいように

有向グラフとして表示している．

*3 一般には死状態（dead state）とも呼ばれるが，本論文の枠組み
では死状態への到達は照合の成功を意味するので，誤解のないよ
うにシンクと呼ぶ．実際，GDFA 状態 〈[], F〉 は決して出現しな
い．

図 6 (ab+a∗)∗ から構築した GDFA

Fig. 6 The GDFA constructed from (ab+a∗)∗.

次に，本手法における部分照合の様子を見るために，

Σ = {a, b}で正規表現が単なる文字列 ababbaaaである場

合を例として取り上げる．図 7 の (a)は TA(ababbaaa)で

ある．ただし，議論の本筋と無関係な連続する ε-遷移を 1

つにまとめ，状態には通し番号を振っている．(b)はこれ

から生成されたGDFAである（ただし，終状態から出る遷

移は除く）．この GDFAは文字列 ababbaaaから作られる

Aho-Corasickオートマトン（以下，ACオートマトン）[1]

（ただし，終状態から出る遷移は除く）と同型である．AC

オートマトンは古典的な文字列照合アルゴリズムKMP [14]

と密接に関連している．実際，Morris-Pratt（MP）アル

ゴリズムの後戻り表から ACオートマトンの遷移を構築す

ることや，逆に ACオートマトンの遷移から MPアルゴ

リズムの後戻り表を得ることが可能である（たとえば，文

献 [9]）．このことは，GDFAにおける部分照合が KMPア

ルゴリズムと同様のアイデアであることを意味している．

正規表現が任意の文字列として与えられた場合にGDFAと

ACオートマトンが同型になることについては文献 [23]で

議論している．文献 [16]では ACオートマトン構築におけ
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図 7 ababbaaa から構築した Thompson NFA と GDFA

Fig. 7 The Thompson NFA and GDFA constructed from ababbaaa.

るトライ木（trie）を任意の DFAに一般化しているが，こ

れを GDFAの枠組みに適合させ，全体照合を行う GDFA

から部分照合を行うGDFAを（部分集合構成を用いるより

も）効率的に生成できるかどうかは興味深い問題である．

GDFA M = 〈Σ, Q, I, E0, QF , Δ〉を考える．与えられた
文字列 w = a1 . . . an に対して

• t0 = I,

• ti−1
ai→Ei

ti ∈ Δ（1 ≤ i ≤ n），

であるとき，列E0, t0, a1, . . . , En−1, tn−1, an, En, Tnを（入

力文字列 a1 . . . an に対する）M のトレース（trace）と呼

ぶ．正規表現 r ∈ Reg(Σ)から作られたGDFAのトレース

Π = E0, 〈q0, f0〉, a1, . . . , an, En, 〈qn, fn〉

に関していくつか表記と定義を設ける．以下では，0 ≤ i ≤ n

とする．まず，Heads(Ei)を Π(i)で表す．状態 q ∈ Π(i)

に対して，Pathq(r, ai+1 . . . an)を FollowΠ
i (q)で表す（明

らかなとき Π は省略）．fi が真であるか，あるいは

FollowΠ
i (q) �= ∅ となる q ∈ Π(i) が存在するとき，Π(i)

は活性（active）であるという（活性でない Π(i)は不活性

と呼ばれる）．このとき，FollowΠ
i (q) �= ∅となる Π(i)の最

初の状態 qをΠ(i)の主要な状態（principal state）と呼ぶ．

補題 4 M を TNFA M ′ から作られる GDFA，Πを入

力 a1 . . . anに対するM のトレースとし，任意の 0 ≤ i < n

を考える．Π(i)が活性であるならば Π(i + 1)も活性であ

る．さらに，M ′ の初期状態 Iが Π(i + 1)の主要な状態に

なることはない．

証明 fiが真の場合には題意は自明．そこで fiは偽と仮定

すると，GDFAの遷移の定義より F �∈ Tails(Ei)である．

よって，Π(i)に主要な状態があれば Π(i + 1)には I以外の

主要な状態が存在しなければならない． �
補題 5 M を GDFA，Π = E0, t0, a1, . . . , an, En, tn を

M のトレースとし，任意の 0 ≤ i < n を考える．q

が Π(i + 1) の主要な状態で，かつ，q �= I であるなら

ば，q′ = head(Ei(src(q))) も Π(i) の主要な状態である．

さらに，α が FollowΠ
i+1(q) の最小の経路であるならば

Ei(src(q))ai+1αも FollowΠ
i (q′)の最小の経路である．

証明 q �= I かつ FollowΠ
i+1(q) �= ∅ より，M の構成

から FollowΠ
i (q′) �= ∅ を得る．よって，q′ が Π(i) の

主要な状態であることを示すには，q′′ ≺Π(i) q′ かつ

FollowΠ
i (q′′) �= ∅ を満たす q′′ ∈ Π(i) が存在しないこ

とを示せばよい．そのような q′′ の存在を仮定する．

head(s) = q′′ となる任意のステップ s を考えると，Ei

の構成より q′′ ≺Π(i) q′ ならば tail(s) ≺Tails(Ei) src(q)．

よって tail(s) �= F である．このことから，tail(s)
ai+1→

dest(tail(s))，FollowΠ
i+1(dest(tail(s))) �= ∅と head(s) = q′′

を満たすステップ s が存在する．dest(tail(s)) ≺Π(i+1)

dest(src(q)) = qなので，これは qが主要な状態であるとい

う前提に反する．よって，q′ は Π(i)の主要な状態である．

次に，β = Ei(src(q))ai+1αが FollowΠ
i (q′)の最小経路で

あることを示す．βが最小経路でないと仮定すると，β′
�β

かつ β′ の最初のステップ β1 が β1 ∈ Ei を満たす β′ ∈
FollowΠ

i (q′)が存在する．すると tail(β1) ≺Tails(Ei) src(q)

となるので，tail(β1) �= F．q′′ = dest(tail(β1))と置くと

FollowΠ
i+1(q

′′) �= ∅を得る．q′′ ≺Π(i+1) qなので，これは q

が Π(i + 1)の主要な状態であるという前提に反する．よっ

て β は FollowΠ
i (q′)の最小経路である． �

以上をふまえ，与えられた経路 α ∈ FollowΠ
i (q)に対して

M(r, a1 . . . an)の要素 solΠi (α)を以下のように定義する．
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solΠi (α) =

⎧⎨
⎩
〈a1 . . . ai, α〉 (q = I)

solΠi−1(Ei−1(src(q))aiα) (q �= I)

補題 6 正規表現 r ∈ Reg(Σ) を考え，Π を入力 w =

a1 . . . an に対する GA(Σ, r)のトレースとする．Π(i)（0 ≤
i ≤ n）の主要な状態 qが存在し αが FollowΠ

i (q)の最小経

路であるならば，solΠi (α)はM(r, w)の最小解である．

証明 i に関する数学的帰納法による．i = 0 の場合は

Π(0) = Iであり，solΠi (α) = 〈ε, α〉が最小解であることは
自明．以下 i > 0とし，qが Iか否かで場合分けする．

[1]（q = Iの場合）補題 4 より Π(j)（0 ≤ j < i）はすべて

不活性であるので，〈a1 . . . aj , β〉（0 ≤ j < i）という形の解

はあり得ない．よって solΠi (α) = 〈a1 . . . ai, α〉が M(r, w)

の最小解である．

[2]（q �= I の場合）Π = E0, t0, a1, . . . , an, En, tn，およ

び，q′ = head(Ei−1(src(q)) と置くと，補題 5 より q′ は

Π(i − 1) の主要な状態であり α′ = Ei−1(src(q))aiα は

Follow i−1(q′)の最小経路である．よって帰納法の仮定より

solΠi−1(α
′)はM(r, w)の最小解である．定義より q �= Iの

とき solΠi (α) = solΠi−1(α
′)なので，題意が示された． �

次の定理は本論文の第 2の主要結果であり，GDFAを用

いて貪欲な部分照合の解が得られることを述べている．

定理 2 正規表現 r ∈ Reg(Σ)と入力 w = a1 . . . an を考

え，Π = E0, t0, a1, . . . , an, En, tn を w に対する GA(Σ, r)

のトレースとする．ti（0 ≤ i ≤ n）の中に終状態があ

ると仮定し，その最大の添え字を m とする．このとき，

solΠm(Em(F))（Fは TA(r)の終状態）はM(r, a1 . . . an)の

最小解を与える．

証明 tm を 〈q1 . . . qk, f〉と置くと，tm ∈ QF より qk = F，

qj �= F（1 ≤ j < k）である．i > mのとき ti �∈ QF なの

で，q′′ ∈ Π(m + 1)ならば Followm+1(q′′) = ∅．よって，
q′ = head(Em(F))と置くと，head(Em(qj)) �= q′を満たすど

の qj（1 ≤ j < k）に対しても Followm(head(Em(qj))) = ∅
が得られる．したがって，q′はΠ(m)の主要な状態である．

さらに head(s) = q′ と s � Em(F)を満たす任意のステッ

プ sは，ある j (1 ≤ j < k)について tail(s) = qj を満たす

ので，Followm+1(qj) = ∅より，saiα ∈ Followm(q′)を満

たす αはない．よって，Em(F)は Followm(q′)の最小経路

であり，補題 6 から solΠm(Em(F ))はM(r, a1 . . . an)の最

小解である． �
図 8 に GDFAを漸進的に構築しつつ部分照合を行うア

ルゴリズムを示す．これは，実質的に与えられた文字列に

対するトレースを構築しているにほかならない．ただし，

NFA状態の列 Qが空になった場合には計算を打ち切って

いる．このとき必然的に foundF が真であることが容易に

分かる．Qが空になったか，あるいは，与えられた文字列

を最後まで読み終えたときに foundF が真ならば終状態に

到達したことになり，部分照合の解が存在することを意味

図 8 部分照合手続き（漸進的に GDFA を構築）

Fig. 8 The partial match procedure by constructing

a GDFA incrementally.

する．foundF が偽であれば，解がないことを意味する．5

行目の proceed関数の時間計算量が O(n)（nは TNFAの

状態数，あるいは正規表現の部分式の総数）なので，この

照合アルゴリズムの時間計算量は O(nm)（mは照合文字

列の長さ）である．

例として部分照合問題 〈{a, b}, abaaabaa, (ab+a∗)∗〉を考
える．図 8 のアルゴリズムによって，図 6 の GDFA（の

実線で記した部分）が構築され，接頭辞 abaaabに対して

シンクに至るトレース

E0, q1, a, E1, q2, b, E4, q1, a,

E1, q2, a, E2, q3, a, E3, q3, b, E, q4

（ただし，E = 〈[],T〉）が得られる．よってこの照合は解を
持つ．最後に出現する終状態 q3に定理 2 を適用して最小

の（すなわち貪欲な）解 〈ε, α〉が得られる．ここで αは以

下の経路である．

I, 2, 1, 11, 111, a, 111, 112,

b, 112, 11, 1, 2, 1, 12, 122, 121,

a, 121, 122, 121,

a, 121, 122, 121,

a, 121, 122, 12, 1, 2, F

定理 1 によれば，これは以下の導出木に相当する．

I(L(a·b), R(I(a, a, a)))

すなわち，正規表現全体は与えられた文字列 abaaabaaの

[0, 5) の範囲（最初の 5 文字分）を捕獲し，ポジション

1, 11, 111, 112, 12, 121における各部分式はそれぞれ以下の

範囲を捕獲することが分かる．

1: [0, 2), [2, 5) 112: [1, 2)

11: [0, 2) 12: [2, 5)

111: [0, 1) 121: [2, 3), [3, 4), [4, 5)

ここで [i, j)（i, j ≥ 0）は i以上 j 未満の範囲を表す．

上の経路 αから上記の各範囲を求めるには経路全体を一
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図 9 あらかじめ GDFA を構築

Fig. 9 The construction procedure of a GDFA.

図 10 部分照合手続き（事前構築した GDFA を使用）

Fig. 10 The partial match procedure using a GDFA

constructed beforehand.

度走査すればよい．各ステップの長さは部分式の数，よっ

て TNFAの状態数 nに比例するので，この時間計算量は

O(mn) である（m は与えられた文字列の長さ）．一般に

は，捕獲したい部分式は部分式のごく一部だけである．そ

こで，あらかじめ捕獲したい部分式のポジションのみを走

査できるようにしておけば，これはO(mk)になる（kは捕

獲したい部分式の個数）．

本アルゴリズムはシンクが出現するか入力文字列の最後

に到達するまで走査を完了して初めて逆方向にトレースを

辿り捕獲を計算するので，文献 [12]のように漸近的に捕獲

を計算することはできない．これは，本研究がより一般的

な部分照合を扱うためであり，文献 [12]の最適化されたス

トリーム処理が部分照合の場合に一般化できるかどうかは

明らかではない．

GDFAの状態数が多くない場合には，GDFA全体をあら

かじめ構築しておく方法も有効である．図 9 にそのアル

ゴリズムを示す．図 10 の照合アルゴリズムは，全体の構

造は図 8 と同じだが，各ステップで proceed関数を呼ぶ代

わりに，あらかじめ構築しておいた GDFAを参照してい

る点が異なる．このため，この照合アルゴリズムの時間計

算量は TNFAの状態数（あるいは，正規表現の部分式の総

数）には無関係でO(m)（mは照合文字列の長さ）である．

図 11 正規表現 a に対する GDFA

Fig. 11 The GDFA for regular expression a.

図 12 正規表現 a+aa に対する GDFA

Fig. 12 The GDFA for regular expression a+aa.

GDFAの遷移の定義において仮に [I | f = F]を [I]で置

き換えつねに始状態 Iを付加することにすれば，定理 2 は

もはや成り立たなくなることに注意が必要である．部分照

合問題 〈{a, b}, aba, a〉を例として考えると，正規表現 aか

ら構築したGDFA（図 11 の (a)，図では各遷移における有

効なステップの表示は省略）を用いるとシンクに至る経路

〈[I],F〉 a→ 〈[F],T〉 b→ 〈[],T〉

が得られ，定理 2 より貪欲な部分照合の解 〈ε, a〉が得られ
る．一方，フラグを用いずにつねに始状態を付加すれば同

図 (b)の GDFAより経路

[I] a→ [F] b→ [I] a→ [F]

が得られ，これに定理 2 を適用すると誤った（最小でない）

解 〈ab, a〉が得られてしまう．よって，すでに終状態に到達
したことがあるか否かを表すフラグを GDFA状態に付加

することは重要である．

また，有効なステップの計算においては終状態に至るス

テップを発見次第，それ以降のステップの計算を打ち切る

（図 4 の関数 effective()の 10行目）が，仮に打ち切らない

ことにすれば定理 2 はもはや成り立たなくなる．実際，部

分照合問題 〈{a, b}, aaa, a+aa〉を考えると，提案する構築
法で得られた GDFA（図 12 (a)）では経路

〈[1, 21], F〉 a→ 〈[F],T〉 a→ 〈[],T〉
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図 13 本手法と Google RE2 の照合・部分式の捕獲時間．正規表現：(a+1)nan (n =

1, 10, 20, . . . , 100)，文字列：an (n = 1, 10, 20, . . . , 100)

Fig. 13 Comparison of the partial matching and capturing of subexpressions be-

tween the proposed method and Google RE2. regular expression: (a+1)nan

(n = 1, 10, 20, . . . , 100), string: an (n = 1, 10, 20, . . . , 100).

が得られ，定理 2 より貪欲な部分照合の解 〈ε, L(a)〉が得ら
れるが，終状態に至るステップで計算を打ち切らない場合

には同図 (b)の GDFAから経路

〈[1, 21],F〉 a→ 〈[F, 22, 1, 21],T〉 a→ 〈[F, 22],T〉 a→ 〈[F],T〉

が得られ，定理 2 を適用すると誤った（最小でない）解

〈a, R(a·a)〉が得られてしまう．終状態に至るステップより
大きいステップを有効なステップから除外することには単

に無駄な探索を除外する最適化以上の意味があることが分

かる．

5. 照合に要する時間の計測

提案手法の実際的な効果を確認するために，C++によ

る試験実装を行い，GDFA構築と照合に要する計算時間

および GDFAの状態数を計測した．計測に用いた計算機

の CPUは Intel Core i5 2557M 1.7 GHz，メモリは 4 GB

1,333MHz DDR3であり，コンパイラは clang++ 3.5（最

適化オプション-O3）を使用した．計算時間の計測には，

10,000回反復実行した際の CPU時間を累積し 10,000で

割った値を用いた．

5.1 正規表現エンジンRE2との比較

まず，正規表現 (a+1)nan と文字列 an（n > 0）の照合

および部分式の捕獲に要する計算時間を nを増やしつつ

計測し，正規表現エンジン RE2（20140304版）との比較

を行った．この例は RE2の開発者が [5]で取り上げている

もので，バックトラックに基づく従来型の正規表現エンジ

ンでは計算時間が急激に増大し事実上計算不可能な例であ

る．RE2は照合問題ごとに最適化された複数のアルゴリ

ズムからなるが，そのうちの部分照合と部分式による捕獲

を行う関数 RE2::PartialMatchN を用いて計測を行った．

また，捕獲はすべての部分式について行った．その結果を

図 13 に示す．

左のグラフは図 8 のアルゴリズムによる照合と部分式の

捕獲に要する時間を RE2と比較したもので，全般に本手

法のほうがより高速であることが見て取れる．問題のサイ

ズ nが増大するにつれ両者の差は拡大し，n = 100の場合

で本手法は RE2の 8倍程度高速であることが分かる．

右のグラフは図 9 のアルゴリズムを用いてあらかじめ

構築したGDFAに図 10 のアルゴリズムを用いた場合の照

合と部分式による捕獲に要する時間を計測したものである

（GDFA構築に要する時間は含まれていない）．当然ながら

GDFAを漸進的に構築しつつ照合する場合と比較して高速

（n = 100の場合で 20倍程度）である．

5.2 部分照合に要する時間の計測

次に，KMP的な部分照合の効果を確認するために，正規

表現 a∗cと文字列 anbc（n > 0）の部分照合に要する時間

を nの値を増やしつつ計測し Perl（5.16.2）および Python

（3.4.2）の正規表現エンジンを用いた場合と比較した．そ

の結果を図 14 に示す．左のグラフは Perl（左軸）および

Python（右軸）の照合に要する時間を示している．およそ

N の自乗で計算時間が増大している．一方，右のグラフ

は図 8 のアルゴリズムを用いた場合（On-the-fly）と図 9

のアルゴリズムで構築した GDFAに図 10 を用いた場合

（DFA）の照合に要する時間を示している（GDFA構築に

要する時間は含まれていない）．いずれも nに関して線形

に増大しており，提案手法により効率的な部分照合が可能

であることを示している．

5.3 オートマトンの状態数

以下の (1)から (5)までの 5つの正規表現から構築され

る TNFAおよび GDFAの状態数を表 1 に示す．

( 1 ) [0-9]{3}-[0-9]{4}
( 2 ) ([a-zA-Z][a-zA-Z0-9]∗) : //([ˆ /]+)(/[ˆ ]∗)?
( 3 ) ([ˆ @]+)@([ˆ @]+)

c© 2016 Information Processing Society of Japan 2781



情報処理学会論文誌 Vol.57 No.12 2769–2783 (Dec. 2016)

図 14 本手法（DFA，On-the-fly）と Perl，Python（Backtrack）の照合時間．正規表現：a∗c，
文字列：anbc

Fig. 14 Comparison of matching between the proposed method (DFA and On-the-fly)

and Perl, Python (Backtrack). regular expression: a∗c, string: anbc.

表 1 オートマトン（TNFA，GDFA）の状態数

Table 1 The number of states in the TNFA and GDFA.

(1) (2) (3) (4) (5)

TNFA 30 40 14 44 85

GDFA 10 8 5 12 1537

( 4 ) ([0-9][0-9]?)/([0-9][0-9]?)/([0-9][0-9]([0-9][0-9])?)

( 5 ) (a|b)∗a(a|b){9}
表記の簡略化のため（前章までと異なり）POSIXの正規表

現の表記を用いている．( 1 )から ( 4 )は実用的な正規表現

の例（順に郵便番号，URI，メールアドレス，日付を簡略

化したもの）で，( 2 )から ( 4 )はベンチマークサイト [15]

で取り上げられているものである．( 5 )は状態数が指数的

に爆発する作為的な例である．この結果をみる限りでは状

態数が爆発する作為的な例 ( 5 )を除けば GDFAの状態数

はそれほど多くはなっていない．このことから現実的な方

法として（1）あらかじめ設定した状態数を超えるまでは，

あらかじめGDFAを構築しておき，（2）設定値を超えた場

合は残りの部分を照合実行時に漸進的に構築するという折

衷案が有効であろうと考えられる．

6. おわりに

本論文では，正規表現の貪欲な部分照合と部分式による

捕獲を効率的に行う新たな DFA構築法について述べ，部

分照合の貪欲な解が得られることを証明した．また，本手

法による部分照合の計算コストについて論じ，最悪の場合

でも与えられた文字列に比例することを述べた．さらに

試験実装に基づき，最新の正規表現エンジンの 1 つであ

る RE2等と比較してより良好な結果が得られることを示

した．また，本研究の手法と古典的な KMP文字列照合お

よび Aho-Corasickオートマトンとの関連についても言及

し，正規表現が単なる文字列である場合，本手法によって

Aho-Corasickオートマトンと同型の DFAが得られること

を例示した．

貪欲照合に関する先行研究がもっぱら全体照合のみを

扱っているのに対し，部分照合を含めて議論し手法の正し

さの証明を与えている点は本研究の新規な点である．本論

文では手法を厳密に定式化し，その正しさの証明に議論の

多くを割いているが，これは今後さらに増えるであろう

DFAに基づく正規表現エンジンの実装に対し，その基本的

な手法の正当性の根拠を与えたという点に意義がある．

今後の研究の方向としては，Boyer-Moore法を始めとす

る文字列の部分照合の手法の導入を検討し，さらなるアル

ゴリズムの改良を試みることがあげられる．
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