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分枝限定法による最大辺重みクリーク抽出法

清水 悟司1,a) 山口 一章1,b) 増田 澄男1,c)

概要：辺に重みが付与された無向グラフが与えられたとき，辺の重みの和が最大のクリークを求める問題
を最大辺重みクリーク問題という．最大辺重みクリーク問題は NP困難である．従来，最大辺重みクリー

ク問題に対し，0-1整数計画問題や二次計画問題へと定式化を行い，数理計画ソルバを用いて厳密解を求め

るアプローチが研究されてきた．本稿では，分枝限定法に基づく最大辺重みクリーク問題の厳密解法を提

案する．提案法は従来の方法に比べ，非常に短い計算時間で厳密解が得られることを計算機実験により確

認した．
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A branch-and-bound algorithm
for the maximum edge-weight clique problem

Satoshi Shimizu1,a) Kazuaki Yamaguchi1,b) Sumio Masuda1,c)

Abstract: Given an edge-weighted undirected graph, to find the clique of maximum edge-weight sum is
called the maximum edge weight clique problem(MEWCP). The MEWCP is NP-hard. Previous studies
formulate the MEWCP as the 0-1 integer programming or the quadratic programming. And they use math-
ematical programming solvers to obtain exact solutions. In this paper, we propose an exact algorithm based
on branch-and-bound for MEWCP. By some numerical experiments, we confirm our proposal algorithm is
greatly faster than previous methods.
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1. まえがき

無向グラフG = (V,E)において，V ′ ⊆ V によるGの頂

点誘導部分グラフをG(V ′)と記す．G(V ′)に存在する辺の

集合を E(V ′)と記す．頂点 v ∈ V に隣接する頂点の集合

を N(v)と記す．各頂点に与えられた非負の重みを wv(·)，
各辺に与えられた非負の重みを we(·, ·)と記す．Wv(V

′) =∑
v∈V ′ wv(v)と定め，We(V

′) =
∑

(v,u)∈E(V ′) we(v, u)と

定める．

V の部分集合 C について，G(C)が完全グラフである

とき，すなわち全頂点間に辺が存在するとき，C をクリー
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クと呼ぶ．要素数最大のクリークを求める問題は，最大

クリーク問題 (MCP)と呼ばれる．Wv(C)が最大となるク

リークを求める問題を最大重みクリーク問題 (MWCP)と

呼ぶ．We(C)が最大となるクリークを求める問題を最大辺

重みクリーク問題 (MEWCP)と呼ぶ．MCPは NP困難で

あることが知られている [1]．MWCPおよびMEWCPは

MCPを一般化した問題であり，同様に NP困難である．

また，MEWCPに類似する問題としてMaximum diver-

sity problem(MDP) がある．MDPは，入力として完全グ

ラフ G = (V,E)，辺重み we(·, ·)およびパラメータ bが与

えられたとき，|C| ≤ b を満たし，We(C) が最大となる

C ⊆ V を出力する問題である．MDPは b-clique問題とも

呼ばれる．

MCPやMWCPに対しては，分枝限定法を元にした厳密
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解法が多数提案されている [2], [3], [4], [5], [6]．また，MDP

に対しては，分枝カット法によるアルゴリズム [7]や，分

枝限定法によるアルゴリズム [8]が提案されている．

一方，MEWCPに対する厳密解法は，MEWCPを数理

計画問題へと定式化し，数理計画ソルバによって厳密解を

得る方法 [9]しか見当たらなかった．本稿では，MEWCP

に対する，分枝限定法による厳密解法を提案する．計算機

実験により，提案法は非常に短い時間で厳密解を得られる

ことを確認した．

本稿の構成は以下の通りである．2で各問題の数理計画

問題での定式化について述べる．3でMWCPの分枝限定

法について述べる．4で提案法 EWCLIQUEについて述べ

る．5で計算機実験の結果を示す．最後に 6で本稿の結果

をまとめる．

2. 数理計画問題での定式化

本節では，MWCP，MEWCPおよびMDPを数理計画

問題で定式化した際の違いについて述べる．MWCPは整

数計画問題 (IP) での定式化が可能である．MDP および

MEWCPは，整数計画問題 (IP)および二次計画問題 (QP)

での定式化が可能である．IPと QPでは定式化した際の

変数の数が異なる．

2.1 MWCPの定式化

MWCPは以下のように IPで定式化できる．

maximize :
∑
vi∈V

wv(xi) (1)

s.t. : xi + xj ≤ 1, ∀(vi, vj) /∈ E (2)

xi ∈ {0, 1}, ∀vi ∈ V (3)

頂点 vi がクリークに含まれるとき，バイナリ変数 xi は 1

となる．制約式 (2) は，非隣接な 2 頂点は同時にクリー

クに含まれることはできないという制約を意味する．

∀v ∈ V,wv(v) = 1とすると，MCPと等価になる．

2.2 MEWCPの定式化

MEWCPは IPと QPで定式化できる．ここで紹介する

定式化の他に，グラフGの最大クリークのサイズの上界が

与えられた場合に，それを用いて定式化する方法が提案さ

れているが [9]，本稿では扱わない．

2.2.1 二次計画問題 (QP)での定式化

MEWCPは，以下のように QPで定式化できる．

maximize :
∑

(vi,vj)∈E

we(vi, vj)xixj (4)

s.t. : xi + xj ≤ 1, ∀(vi, vj) /∈ E (5)

xi ∈ {0, 1}, ∀vi ∈ V (6)

MEWCPの QPでの定式化と，MWCPの IPでの定式化

は，目的関数のみ異なり，制約式は同じである．

2.2.2 整数計画問題 (IP)での定式化

MEWCPは，以下のように IPで定式化できる．QPで

の定式化と異なり，目的関数が線形であるが，変数の数が

QPに比べて |E|個多くなる．

maximize :
∑

(vi,vj)∈E

we(vi, vj)yij (7)

s.t. : yij ≤ xi, yij ≤ xj , ∀(vi, vj) ∈ E (8)

xi + xj ≤ yij + 1, ∀(vi, vj) ∈ E (9)

xi + xj ≤ 1, ∀(vi, vj) /∈ E (10)

xi ∈ {0, 1}, ∀vi ∈ V (11)

yij ∈ {0, 1}, ∀(vi, vj) ∈ E (12)

頂点 vi がクリークに含まれるとき，バイナリ変数 xi は 1

となる．制約式 (8)および (9)により，頂点 viおよび vj の

両方がクリークに含まれるとき，バイナリ変数 yiは 1とな

る．制約式 (10)はMWCPの制約式 (2)と同じく，非隣接

な 2頂点は同時にクリークに含まれることはできないとい

う制約を意味する．

2.3 MDPの定式化

MDPは IPと QPで定式化できる．

2.3.1 二次計画問題 (QP)での定式化

MDPは，以下のように QPで定式化できる．

maximize :
∑

(vi,vj)∈E

we(vi, vj)xixj (13)

s.t. :
∑
vi∈V

xi ≤ b (14)

xi ∈ {0, 1}, ∀vi ∈ V (15)

MEWCPのQPでの定式化と，MDPのQPでの定式化は，

制約条件のみ異なり，目的関数は同じである．制約式 (14)

は，出力される頂点集合のサイズは b以下であるという制

約を意味している．

2.3.2 整数計画問題 (IP)での定式化

MDPは，以下のように IPで定式化できる．QPでの定

式化と異なり，目的関数が線形であるが，変数の数が QP

に比べて |E|個多くなる．

maximize :
∑

(vi,vj)∈E

we(vi, vj)yij (16)

s.t. : yij ≤ xi, yij ≤ xj , ∀(vi, vj) ∈ E (17)

xi + xj ≤ yij + 1, ∀(vi, vj) ∈ E (18)∑
vi∈V

xi ≤ b (19)

xi ∈ {0, 1}, ∀vi ∈ V (20)

yij ∈ {0, 1}, ∀(vi, vj) ∈ E (21)

目的関数は，MEWCPの IPでの定式化と同じである．制

約条件は MEWCPに比べ，制約式 (10)と (19)のみ異な
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る．制約式 (19)は MDPの QPでの定式化の制約式 (14)

と同じく，出力される頂点集合のサイズは b以下であると

いう制約を意味している．

3. MWCPに対する分枝限定法

MWCPに対する従来法を紹介する．提案法はこれらの

アルゴリズムを改変し，MEWCPを解くために利用する．

MWCPに対する分枝限定法で扱う部分問題を Pv(C, S)

と記す．C はクリークであり，S はクリークに加える頂点

の候補集合を意味する．S は ∀v ∈ S,C ⊆ N(v)を満たす．

入力グラフ G = (V,E)に対応する部分問題は Pv(∅, V )で

ある．

分枝限定法は各部分問題に対し，分枝操作と限定操作を

行う．分枝操作では，部分問題 Pv を |S|個の問題に分割
し，深さ優先で再帰的に探索を行う．限定操作では，各部

分問題に対して実行可能解の重みの上界を計算し，不要な

探索の枝刈りを行うことによって，計算時間を削減する．

分枝限定法では，分枝操作における部分問題の分割方法や，

限定操作における上界計算の精度および計算時間が性能を

決める重要な要素である．

3.1 Österg̊ardのアルゴリズム

Österg̊ard によって，MWCP に対する分枝限定ア

ルゴリズムが提案されている [4]．Österg̊ard のアル

ゴリズムでは，はじめに何らかの方法でソートを行

い，頂点系列 [vn, vn−1, · · · , v1] を得る．その頂点系列
に対し，頂点集合 {vi, vi−1, · · · , v1} を Vi と記す．以降，

Pv(∅, V1), Pv(∅, V2), · · · , Pv(∅, Vn)の順に，部分問題の最適

解を分枝限定法で求める．このとき，求められた各Pv(∅, Vi)

の最適解の重みは，配列 c[i]に保存される．Vn = V であ

るため，Österg̊ardのアルゴリズムは最終的に Pv(∅, V )の

最適解，すなわち入力グラフの最適解を得ることができる．

配列 c[·]は限定操作で上界として利用される．部分問題
Pv(C,S)から得られる任意の実行可能界を F とする．ま

た i = max{j | vj ∈ S}とする．このとき，S ⊆ Vi である

ため，

Wv(F ) = Wv(C ∩ F ) +Wv(S ∩ F )

= Wv(C) +Wv(S ∩ F )

≤ Wv(C) +Wv(Vi ∩ F )

≤ Wv(C) + c[i]

が成立する．各 Pv(C, S)に対する分枝操作では，上界で

ある Wv(C) + c[i]をできるだけ小さくするために，イン

デックスが大きい頂点を C に含む部分問題から順に探索を

行う．

3.2 最長路法

MWCPに対する上界計算法として，最長路法が提案さ

れている [5]。ここでは，文献 [5]で提案されている方法の

うち，本稿の提案法で用いる部分のみ説明する．部分問題

Pv(C, S)に対し，頂点誘導部分グラフ G(S)の各辺を，任

意の向きの有向辺に置き換えたグラフを D⃗(G(S))とする。

“路の長さ”を，路上の頂点の重みの和と定める。D⃗(G(S))

の最長路の長さを LP (D⃗(G(S)))と記す。Pv(C,S)の任意

の実行可能解を F とする。D⃗(G(S))には，F ∩ S の全頂

点を通る路が必ず存在するため，以下の関係が成り立つ。

Wv(F ) = Wv(C ∩ F ) +Wv(S ∩ F )

= Wv(C) +Wv(S ∩ F )

≤ Wv(C) + LP (D⃗(G(S)))

よって，最長路を計算することにより，部分問題の実行可

能解の重みの上界を得ることができる。[5]では，最長路の

長さを短くするための，効率のよい D⃗(G(S))の作成方法

などが提案されている。

4. 提案法EWCLIQUE

提案法は，分枝限定法に基づくアルゴリズムである．提

案法を Algorithm 1,2,3に示す．MEWCPに対する分枝限

定法で扱う部分問題を Pe(C, S)と記す．MWCPの部分問

題と同様，Cはクリークであり，Sはクリークに加える頂点

の候補集合を意味する．S は ∀v ∈ S,C ⊆ N(v)を満たす．

入力グラフ G = (V,E)に対応する部分問題は Pe(∅, V )で

ある．

提案法は，はじめに小さい部分問題を解き，次にそれよ

りも少し大きい部分問題を解き，という操作を繰り返し，

最終的に元の問題の解を得る．限定操作では，一部の辺の

重みを仮の頂点重みに変換し，複数の上界計算法を組み合

わせることで，実行可能解の重みの上界を得る．

4.1では提案法の分枝操作について述べ，4.2で提案法の

限定操作について述べる．

Algorithm 1 EWCLIQUE

INPUT: G = (V,E), we(·, ·)
OUTPUT: the maximum edge-weight clique Cmax

GLOBAL VARIABLES: Cmax, c[·]
1: Calculate

∑
u∈N(v) we(v, u) for all v ∈ V .

2: Create a vertex sequence of nonincreasing
∑

u∈N(v) we(v, u).

3: Cmax ← ∅
4: for i from 1 to n do

5: expand(∅, Vi)

6: c[i]←We(Cmax) ▷ After expand(∅, Vi), Cmax is the

maximum edge-weight clique of G(Vi).

7: end for

8: return Cmax
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Algorithm 2 Solving a subproblem

INPUT: a subproblem Pe(C, S)

OUTPUT: Update Cmax if better cliques are found.

GLOBAL VARIABLES: Cmax, c[·]
1: procedure expand(C, S)

2: lp[·] = longestpath(C, S)

3: while S �= ∅ do

4: i ← max{j | vj ∈ S}
5: if We(C) + c[i] + lp[i] ≥ We(Cmax) then

6: expand(C ∪ {vi}, S ∩N(vi))

7: end if

8: S ← S \ {vi}
9: end while

10: if We(C) > We(Cmax) then

11: Cmax ← C

12: end if

13: end procedure

4.1

MWCP Österg̊ard

[4]

V v v
∑

u∈N(v) we(v, u) (Algorithm 1, 1 )
∑

u∈N(v) we(v, u)

[vn, vn−1, · · · , v1]
Österg̊ard

Pe(∅, V1), Pe(∅, V2), · · · , Pe(∅, Vn)

Pe(∅, Vi)

c[i]

Pe(C, S)

C

(Algorithm 2, 6 )

4.2

Algorithm 2 5

Pe(C, S) F

We(F ) = We(C ∩ F ) +We(S ∩ F )

+
∑

u∈C∩F

∑

v∈S∩F

we(u, v)

= We(C) +We(S ∩ F ) +
∑

u∈C

∑

v∈S∩F

we(u, v)

F We(F )

1 3

We(C)

We(F ) 2

1 We(S ∩ F )

2
∑

u∈C

∑
v∈S∩F we(u, v)

We(F )

1 4.2.1 2

S F C 

Σu C Σv S F we(u, v) We(C) We(S F)

edges

+ +

1 Components of W (F ) calculation

4.2.2

4.2.1 1: W (S ∩ F )

Pe(C, S) i = max{j | vj ∈ S} S ⊆ Vi

We(S ∩ F ) ≤ We(Vi ∩ F ) ≤ c[i]

c[i] 1

4.2.2 2:
∑

u∈C

∑
v∈S∩F we(u, v)

Pe(C, S) v ∈ S

ρ(C, v) =
∑

u∈C we(v, u) ρ(C, v)

v u ∈ C

(pseudo vertex weight) v

Wρ(V
′) =

∑
v∈V ′ ρ(C, v)

Wρ(S ∩ F ) =
∑

u∈C

∑

v∈S∩F

we(u, v)

MWCP

2

MWCP [5]

2 (Algorithm 3)

�D(G(S))

(vi, vj) i < j

vi vj

∑

u∈C

∑

v∈S∩F

we(u, v) = Wρ(S ∩ F )

≤ LP ( �D(G(S)))

LP ( �D(G(S))) 2

vi ∈ S

LP ( �D(G(S ∩N(vi)∩ Vi))) lp[i]

(Algorithm 2, 2 )

lp[·] (Algorithm 2,

5 )
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Algorithm 3 Calculate longest path

INPUT: a subproblem Pe(C, S)

OUTPUT: an array lp[·] that contains length of longest path

1: procedure longestpath(C, S)

2: S′ ← S

3: while S′ ̸= ∅ do
4: i← min{j | vj ∈ S′}
5: if S ∩N(vi) ∩ Vi = ∅ then
6: lp[i]← ρ(C, vi)

7: else

8: lp[i]← ρ(C, vi) + max{lp[u] | u ∈ S ∩N(vi) ∩ Vi}
9: end if

10: S′ ← S′ \ {vi}
11: end while

12: return lp[·]
13: end procedure

5. 計算機実験

提案法EWCLIQUEをC++で実装し，計算機実験を行っ

た．比較対象は，MEWCPを二次計画問題と整数計画問題

で定式化し，それぞれを IBMの数理計画ソルバ CPLEX

12.5で解いたものである．

5.1 実験環境

使用したコンパイラは g++ 5.4.0，最適化オプションは

-O2である．実験に使用した計算機の OSは Linux 4.4.0，

CPUは Intel R⃝CoreTMi7-6700 CPU 3.40 GHz，メモリは

16GBである．

実験に用いた入力は，一様ランダムグラフである．辺の

重みは 1から 10の整数値とした．全ての条件で，乱数の

種の異なるグラフを 10個ずつ生成し，それらを解く計算

時間の平均値を計測した

5.2 実験結果

表 1にランダムグラフに対する実験結果を示す．表中の

dは辺密度 |E|
|V |C2

= 2|E|
|V |(|V |−1) を表す．提案法はMEWCP

を解く分枝限定アルゴリズムであり，CPLEXは数理計画

問題を解く分枝カットアルゴリズムであるため，直接の比

較はできないが，参考のため，探索木のサイズも表 1 に

示す．

全ての条件で，提案法はCPLEX(IP)およびCPLEX(QP)

に比べ，非常に短い時間で厳密解を得ることができた．

CPLEXが数百秒かかるインスタンスでも，提案法は，数

十ミリ秒で解いている．また，CPLEXは |V |が数百程度
のインスタンスしか解くことができないが，辺密度 dが小

さい場合，提案法は |V | = 15000のインスタンスでも解を

得ることができた．以上より，提案法はMEWCPを数理

計画問題に定式化して，解く方法に比べ，非常に性能が良

いと言える．

6. まとめ

本稿では，MEWCPに対する分枝限定アルゴリズムEW-

CLIQUE を提案した．EWCLIQUEは部分問題の一部の

辺の重みを仮の頂点重みに変換する．残った辺の重みと，

仮の頂点重みのそれぞれに対して上界を計算することで，

最大辺重みクリークの重みの上界を得る．

MEWCPを数理計画問題に変換して数理計画ソルバに

解かせる方法と，提案法 EWCLIQUEを計算機実験によっ

て比較し，提案法の性能が優れていることを確認した．
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表 1 CPU time for randomgraphs[sec]

Computation time [sec] Number of Search tree nodes

|V | d EWCLIQUE CPLEX(IP) CPLEX(QP) EWCLIQUE CPLEX(IP) CPEX(QP)

300 0.1 less than 0.01 124.94 313.46 2043.2 77165.7 193796.7

350 0.1 less than 0.01 258.84 706.68 2991.8 102579.4 308754.9

15000 0.1 455.00 over 1000 over 1000 720818041.5 - -

250 0.2 less than 0.01 315.26 250.55 7405.5 704421.5 438526.7

280 0.2 less than 0.01 664.09 417.06 10504.1 1243089.2 636879.1

5500 0.2 443.50 over 1000 out of memory 1556794986.6 - -

200 0.3 less than 0.01 470.07 154.74 17218.1 1375256.2 923563.2

250 0.3 0.02 over 1000 531.50 39760.2 - 2301720.2

2500 0.3 482.60 over 1000 out of memory 1951311370.4 - -

160 0.4 0.01 528.41 97.61 35977.1 2058272.9 1563023.3

200 0.4 0.02 over 1000 428.47 89147.9 - 4983953.9

1400 0.4 777.40 over 1000 over 1000 3063389386.8 - -

140 0.5 0.02 556.29 111.73 111264.0 2933500.6 3028762.4

170 0.5 0.07 over 1000 498.58 274576.5 - 9767768.2

750 0.5 650.30 over 1000 over 1000 2586024061.7 - -

120 0.6 0.07 405.38 129.01 341565.5 3274026.2 4976548.2

130 0.6 0.10 634.81 256.59 452163.7 4496672.8 8570931.1

450 0.6 758.70 over 1000 over 1000 2843290969.5 - -

100 0.7 0.17 262.75 125.42 724350.4 3213925.0 6703943.1

110 0.7 0.37 557.70 356.28 1654286.2 5078319.2 15772011.0

270 0.7 713.75 over 1000 over 1000 2605915210.5 - -

80 0.8 0.43 135.77 71.41 1970465.6 2107836.8 5237500.2

90 0.8 1.14 386.01 266.13 4790318.1 5293378.0 16189357.9

160 0.8 471.24 over 1000 over 1000 1662516877.7 - -

70 0.9 3.87 50.80 16.69 16770613.2 993629.0 1335799.1

80 0.9 22.97 181.36 118.65 93445789.5 2941909.6 7694204.9

100 0.9 518.21 over 1000 over 1000 1900897874.9 - -
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