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1 はじめに

劣モジュラ関数は集合関数のクラスであり，その

代表例はグラフのカット関数とマトロイドの階数関

数である．劣モジュラ関数の最小化は多項式回の関

数値呼び出しで達成できることが知られている [1]．

また，劣モジュラ関数は凸関数と類似する性質を示

すことが知られている [3]．

凸関数の変数に対してアフィン変換を行っても凸

性は保存される．したがって，変数変換前の関数，

変換後の関数のどちらにも凸関数に対する最小化

アルゴリズムを適用することができる．一方，劣モ

ジュラ関数について同様の性質はあまり知られてい

ない．

本稿では，基準集合との対称差で定められる変数

変換（対称差変換）を考える．劣モジュラ関数を対

称差変換した関数の最小化問題を考え，この問題が

一般には解けないことを示す（4節）．一方，変換前

の関数が狭義劣モジュラ関数のとき，対称差変換の

基準集合が求まることを示す（3節）．

2 準備

V を有限集合とし，n = |V | とする．関数
f : 2V → R が任意の X,Y ⊆ V について，

f(X) + f(Y ) ≥ f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y )

を満たすとき，f を劣モジュラ関数という．劣モ

ジュラ関数 f が，X ̸⊆ Y，Y ̸⊆ X を満たす任意の

X,Y ⊆ V について，

f(X) + f(Y ) > f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y )

を満たすとき，f を狭義劣モジュラ関数という．

集合 S ⊆ V の特性ベクトル χS ∈ {0, 1}V を

χS(u) =

{
1 (u ∈ S),

0 (u /∈ S)

と定義する．集合 X,Y ⊆ V の対称差 X △ Y を，

X △ Y = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y )

と定義する．集合 X ⊆ V の補集合 Xc を Xc =

V \X とする．集合関数の変数変換を次のように定
義する．

定義 2.1 (対称差変換). 集合関数 g : 2V → R を集
合 S0 ⊆ V との対称差によって変数変換した関数 f

を，
f(X) = g(X △ S0)

とする．

劣モジュラ性はこの変換によって保存されない．

したがって，劣モジュラ関数を変換した関数に対し

て劣モジュラ関数最小化アルゴリズムを用いること

はできない．そのため，変換後の関数から変換前の

劣モジュラ関数を求める問題を考える．

問題 2.2. 入力: 関数 f : 2V → R の関数値オラ
クルを入力とする．ただし，関数 f は，ある劣

モジュラ関数 g : 2V → R と集合 S0 ⊆ V の組

について f(X) = g(X △ S0) を満たす．

出力: 次の条件を満たす集合 S ⊆ V を出力する．

関数 h(X) = f(X △ S) は劣モジュラ関数で

ある．

問題 2.2の出力となり得る集合 S ⊆ V を，関数

f の基準集合と呼ぶことにする．
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3 狭義劣モジュラ関数に対する解法

本節では，問題 2.2を狭義劣モジュラ関数に限定

した次の問題について考える．

問題 3.1. 入力: 関数 f : 2V → R のオラクルを
入力とする．ただし，関数 f は，ある狭義劣モ

ジュラ関数 g : 2V → R と集合 S0 ⊆ V の組に

ついて f(X) = g(X △ S0) を満たす．

出力: 次の条件を満たす集合 S ⊆ V を出力する．

関数 h(X) = f(X △ S) は狭義劣モジュラ関

数である．

集合 V のすべての部分集合の組について劣モ

ジュラ性を調べると，指数回の関数値呼び出しが必

要になる．これを避けるために，空集合の近傍での

関数 f の値から，基準集合を求める方法を考える．

元の対 u, v ∈ V (u ̸= v) について，f({u}) +
f({v}) と f({u, v}) + f(∅) の大小関係と，u, v と

S0 の包含関係に着目する．

f({u}) + f({v}) > f({u, v}) + f(∅) のとき，
{u, v} ⊆ S0 または {u, v} ⊆ Sc

0 が成り立つ．一

方， f({u}) + f({v}) < f({u, v}) + f(∅) のとき，
u ∈ S0 かつ v /∈ S0，または，u /∈ S0 かつ v ∈ S0

のいずれかが成り立つ．

すなわち，{u} と {v} に関する劣モジュラ不等
式が成立すれば，u と v は S0 と Sc

0 のうち同じ集

合に属す．一方，劣モジュラ不等式が成立しなけれ

ば u と v は S0 と Sc
0 の異なる集合に属す．この

事実に基づき，問題 3.1に対するアルゴリズムを設

計する．

入力として与えられる関数 f について，GF(2)

上の連立方程式 Bnx = b を定義する．行列 Bn ∈
{0, 1}(

V
2)×n の {u, v} ∈

(
V
2

)
行は

Bn({u, v}) = χT
{u,v}

とし，ベクトル b ∈ {0, 1}(
V
2) の {u, v} ∈

(
V
2

)
成

分は

b({u, v}) =

{
0 f({u}) + f({v}) > f({u, v}) + f(∅),
1 f({u}) + f({v}) < f({u, v}) + f(∅)

とする．ただし，
(
V
2

)
= {T ⊆ V | |T | = 2}とする．

アルゴリズム 1は問題 3.1を解くアルゴリズムで

ある．以後，アルゴリズム 1の正しさを示す．

アルゴリズム 1

1: 与えられた関数 f について，方程式 Bnx = b

をたてる．

2: 方程式の解を一つの解 χS を求める．

3: χS を特性ベクトルとする集合 S を出力する．

補題 3.2. アルゴリズム 1が出力した集合を S ⊆ V

とし，関数 h を h(X) = f(X △ S) と定義する．h

が狭義劣モジュラ関数ならば，BnχS = b が成り

立つ.

証明. 証明は二つの元 u, v ∈ V に対する場合分け

による．

u, v /∈ S のとき，関数 h の定義から，

f({u}) = h(S ∪ {u}), f({v}) = h(S ∪ {v}),
f({u, v}) = h(S ∪ {u, v}), f(∅) = h(S).

hの劣モジュラ性より，

h(S ∪ {u}) + h(S ∪ {v}) > h(S ∪ {u, v}) + h(S).

よって，f({u})+f({v}) > f({u, v})+f(∅). したが
って，ベクトル bの定義から，b({u, v}) = 0．一方，

χS(u) = χS(v) = 0だから，χS(u) + χS(v) = 0．

u, v ∈ S のとき，

f({u}) = h(S \ {u}), f({v}) = h(S \ {v}),
f({u, v}) = h(S \ {u, v}), f(∅) = h(S).

hの劣モジュラ性より，

h(S \ {u}) + h(S \ {v}) > h(S \ {u, v}) + h(S).

よって，f({u})+ f({v}) < f({u, v})+ f(∅). した
がって，b({u, v}) = 0．一方，χS(u) = χS(v) = 1

だから，χS(u) + χS(v) = 0．

u /∈ S, v ∈ S のとき，

f({u}) = h(S ∪ {u}),
f({v}) = h(S \ {v}),

f({u, v}) = h((S ∪ {u}) \ {v}),
f(∅) = h(S).
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((S ∪ {u}) \ {v}) ∪ S = S ∪ {u},
((S ∪ {u}) \ {v}) ∩ S = S \ {v}

と hの劣モジュラ性より，

h(S∪{u})+h(S\{v}) < h((S∪{u})\{v})+h(S).

よって，f({u}) + f({v}) < f({u, v}) + f(∅)．
したがって，b({u, v}) = 1．一方，χS(u) = 0，

χS(v) = 1だから，χS(u) + χS(v) = 1．

補題 3.3. 関数 g : 2V → R を劣モジュラ関数と
する．関数 gc : 2V → R を，任意の X について

gc(X) = g(Xc) と定義するとき，gc は劣モジュラ

関数である．

証明. 任意の X,Y ⊆ V について，ド・モルガン則

より，

gc(X ∪ Y ) = g((X ∪ Y )c) = g(Xc ∩ Y c),

gc(X ∩ Y ) = g((X ∩ Y )c) = g(Xc ∪ Y c).

g の劣モジュラ性より，

g(Xc) + g(Y c) ≥ g(Xc ∪ Y c) + g(Xc ∩ Y c).

よって，

gc(X) + gc(Y ) ≥ gc(X ∩ Y ) + gc(X ∪ Y ).

補題 3.4.

rankBn = n− 1.

証明. 帰納法により証明する．

rankB2 = rank
(
1 1

)
= 1.

k− 1 (k > 2)のとき，rankBk−1 = k− 2と仮定

する．行列 Bk の定義より，

Bk =


1 1 0 0 . . . 0
1 0 1 0 . . . 0

...
1 0 0 0 . . . 1
0 Bk−1

 .

行列の 1行目を 2行目から k − 1行目へ加えると，
1 1 0 0 . . . 0
0 1 1 0 . . . 0

...
0 1 0 0 . . . 1
0 Bk−1


=

1 1 0 . . . 0
0 Bk−1

0 Bk−1

 .

よって，rankBk = rankBk−1 + 1 = k − 1．

補題 3.2，3.3，3.4より，次の定理を得る．この

定理はアルゴリズム 1の正しさを保障する．

定理 3.5. 集合 S ⊆ V について，h(X) = f(X △
S) が狭義劣モジュラ関数であるとき，かつ，その

ときに限り BnχS = bが成り立つ．

証明. 必要性は補題 3.2による．

補題 3.4より，方程式 Bnx = b の解の自由度は

1 である．GF(2) 上での方程式を考えているので，

方程式の解はちょうど 2 つになる．補題 3.2，3.3

より，BnχS0
= b，BnχSc

0
= b が成り立つ．した

がって，十分性が成り立つ．

3.1 アルゴリズムの計算量の改善

アルゴリズム 1では，n 変数の問題に対して
(
n
2

)
個の方程式を立てており，明らかに冗長である．こ

の冗長さを回避する方法を考える．

集合関数 f : 2V → R に関する無向グラフ G =

(V,E) を定義する．辺集合 E は，

E =
{
{u, v} ∈ (V2) |
f({u}) + f({v}) ̸= f({u, v}) + f(∅)}

とする．辺 {u, v} ∈ E に対するラベルを b({u, v})
と定義する．ベクトル b は前の節で定義したベク

トルである．

問題 3.1 は，定理 3.5 より，グラフ G とベクト

ル b に関する次の問題に置き換えることができる．

問題 3.6. グラフ G = (V,E) 上の頂点を黒と白

の二色に塗り分けよ．ただし，辺 e ∈ E につい
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て，b(e) = 0 ならば e の両端点を同じ色で塗り，

b(e) = 1 ならば e の両端点を異なる色で塗る．

この問題において，G が連結であるとき，ある頂

点 v0 ∈ V の色を決定すれば，残りの頂点の色が一

意に定まる．

アルゴリズム 1では，任意の二頂点間を結ぶ辺の

ラベルの値を求めていた．これを，グラフ G の全

域木 T = (V,E′) について，E′ に含まれる辺のラ

ベルのみを求めるように変更する．この変更を行う

と，立てる方程式の数が n− 1 に改善される．

次に，問題 3.1を解くためのアルゴリズムを用い

て，問題 2.2を解くことができるか検討する．入力

として与えられる関数 f のグラフが連結であれば，

問題の解が 2つに定まり，問題 3.1と同様のアルゴ

リズムで解くことができる．完全グラフ Kn から，

辺を取り除く操作を考えると，n− 2 本まではどの

ように辺を除去しても連結性が保たれる．したがっ

て，次の系が得られる．

系 3.7. 問題 2.2 において，X ̸⊆ Y，Y ̸⊆ X と，

f(X) + f(Y ) = f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) を満たす

X,Y ⊆ V の組の個数を k とする．k ≤ n− 2 のと

き，問題 2.2は問題 3.1と同様の方法で解くことが

できる．

4 基準集合発見問題の計算困難さ

本節では，問題 2.2を多項式回の関数値呼び出し

のみで解くアルゴリズムが存在しないことを示す．

証明では，次の関数 ĝ : 2V → R を用いる．

ĝ(X) =

{
−1 (X = V ),

0 (X ̸= V ).

補題 4.1. 関数 ĝ は劣モジュラ関数である．

証明. 集合 X,Y ⊆ V について，ĝ が劣モジュラ不

等式が満たすことを示す．X = V のとき，Y ⊆ V

であるから劣モジュラ不等式は等号で成り立つ．

X ̸= V，Y ̸= V のとき，ĝ の定義から，ĝ(Y ) =

ĝ(X ∩ Y ) と ĝ(X ∪ Y ) ≤ ĝ(X ∩ Y ) が成り立つ．

したがって，

ĝ(X) + ĝ(Y ) = ĝ(X) + ĝ(X ∩ Y )

≥ ĝ(X ∪ Y ) + ĝ(X ∩ Y ).

よって，ĝ は劣モジュラ関数である．

補題 4.2. 関数 f : 2V → R を，集合 S ⊆ V を用

いて，f(X) = ĝ(X △ S) と定義する．関数 f が劣

モジュラ関数ならば，S = ∅ または S = V である．

証明. S = ∅ のとき，任意の X ⊆ V について

f(X) = ĝ(X) であり，f は劣モジュラ関数であ

る．S = V のとき，任意の X ⊆ V について

f(X) = ĝ(V \X) である．補題 3.3 より，f は劣

モジュラ関数である．

S ̸= ∅ かつ S ̸= V のとき，X = S，Y = V \ S
とする．

f(X) + f(Y ) = ĝ(∅) + ĝ(V ) = −1,

f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) = ĝ(V \ S) + ĝ(∅) = 0.

したがって，f(X)+f(Y ) < f(X ∪Y )+f(X ∩Y )

であり，f は劣モジュラ関数ではない．

補題 4.3. 関数 f : 2V → R を，集合 S ⊆ V を用

いて，f(X) = ĝ(X △ S) と定義する．関数 f の基

準集合は S と Sc のみである．

証明. 補題 4.2より f の基準集合 T は，S △ T = ∅
と S △ T = V のどちらかを満たさなくてはならな

い．前者を満たす集合は S のみであり，後者を満

たす集合は Sc のみである．

定理 4.4. 問題 2.2を多項式回の関数値呼び出しの

みで解くアルゴリズムは存在しない．

証明. 多項式回の関数値呼び出しで解くアルゴリズ

ム AL が存在すると仮定する．すなわち，ある正の

定数 c と d，n0 が存在し，n ≥ n0 を満たす任意の

n について，AL は高々 cnd 回の関数値呼び出しで

基準集合を発見できる．

集合 S ⊆ V との対称差によって ĝ を変数変換し

た関数を ĝS で表す．ĝ を変数変換した関数すべて

の集合を Φ = {ĝS | S ⊆ V } とする．
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ĝS ∈ Φ の関数値オラクルが与えられたとき，AL

が行う関数値呼び出しの回数を ℓ(S) とする．AL

が評価した関数値の列を σS = a1a2 . . . aℓ(S) とす

る．AL の定義から，σS はすべて 0 の列か，0 とた

だ 1つの −1からなる列である．AL が行う関数値

呼び出しの回数は高々 cnd 回なので，ℓ(S) ≤ cnd

である．よって，AL が出力することができる解は

高々
∑cnd

k=0(k + 1) = (cnd + 2)(cnd + 1)/2 通りし

か存在しない．

一方，補題 4.3 より，AL が出力するべき解は

2n−1 通り存在するため矛盾する．

5 まとめ

本稿では，劣モジュラ関数に対する変数変換を定

義し，変数変換後の関数から変換前の関数を求める

問題について考察を行った．問題を狭義劣モジュラ

関数に限定した問題を解くアルゴリズムを提案し

た．さらに，問題を多項式回の関数値呼び出しのみ

で解くアルゴリズムが存在しないことを示した．

今後の課題は，多項式回の関数値呼び出しのみで

解くことのできる関数のクラスを決定することで

ある．
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