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概要：本稿では，有限体上定義された Anick automorphism，及び Nagata-Anick automorphismの置換と

しての符号を調べる．Anick automorphism，及び Nagata-Anick automorphismが標数 2の素体上定義さ

れている場合，Anick automorphism，及び Nagata-Anick automorphismによって誘導される置換は奇置

換であり，そうでなければ偶置換であることを証明する．
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Abstract: In this paper, we investigate the sign of permutations induced by Anick automorphisms and
Nagata-Anick automorphisms over finite fields. We shall prove that if Anick automorphisms and Nagata-
Anick automorphisms are defined over a prime field of even characteristic, the permutations induced by Anick
automorphisms and Nagata-Anick automorphisms are odd, and otherwise, the permutations are even.
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1. はじめに

k を体，X1, . . . , Xn を不定元とし，k[X1, . . . , Xn]を体

k 上の n 変数多項式環，k⟨X1, . . . , Xn⟩ を体 k 上の n 変

数多項式の自由結合的代数（変数が非可換である多項

式代数）とする．fi ∈ k[X1, . . . , Xn] (1 ≤ i ≤ m) とし,

任意の (a1, . . . , an) ∈ kn に対し，n 個の多項式 fi の組

F = (f1, . . . , fm)は，

F (a1, . . . , an) := (f1(a1, . . . , an), . . . , fm(a1, . . . , an))

(1.1)

と定義することによって，knから kmへの写像とみなすこ

とができる．F は多項式写像と呼ばれる．m = nかつ全単

射な多項式写像であって，その逆写像もまた多項式写像で
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あるものを多項式同型写像という．多項式同型写像全体の

集合は写像の合成に関して群をなす．特別な多項式同型写

像として，アフィン自己同型写像と基本自己同型写像が知

られており，これらの多項式同型写像全体で生成される多

項式同型写像全体の群の部分群は順部分群と呼ばれ，その

元は順自己同型写像と呼ばれる．順自己同型写像は有限個

のアフィン自己同型写像と基本自己同型写像の合成の形で

あり，与えられた順自己同型写像を，上記の合成の形に分

解することを tame decompositionと呼ぶ．多変数多項式

暗号（[3]）の一方式である Tame Transformation Method

（[14]，[15]）は，tame decompositionの求解問題に安全性

の根拠を置いており，Tame Transformation Methodの安

全性については，[1]，[4]，[5]，[8]，[16]などの結果が知ら

れているが，一般の tame decompositionの求解問題が計

算量的に困難であるかどうかは知られていない．

体 kが要素数 qの有限体 Fqであるとき，多項式同型写像

は有限体 Fq 上の有限次元線形空間上の置換とみなすこと

ができる．有限体 Fq 上の順部分群を，Fq 上の有限次元線
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形空間上の対称群の部分群（置換群）とみなすと，どのよう

な群になるか，という問題は数学的に自然である．この問

題に対し，Maubachは，n ≥ 2かつ q = 2ならば順部分群

は交代群であり，n ≥ 2かつ q ̸= 2ならば順部分群は対称群

である，という結果を証明している（[12], Theorem 2.3）．

つまり，n ≥ 2かつ q = 2ならば順自己同型写像は，置換と

して偶置換になることも奇置換になることもあるが，n ≥ 2

かつ q ̸= 2ならば常に偶置換になる，と言い換えることが

できる．

この結果を受け，多項式同型写像の研究に多くの示唆（cf.

[6]，[19], [20]）を与えている Nagata automorphism [17]，

Anick automorphism, Nagata-Anick automorphism [2] な

どの具体的な有限体 Fq 上の多項式同型写像に対し，その置

換としての符号を調べることは数学的に自然である．また，

上述したように，有限体の多項式同型写像は多変数多項式

暗号の構成要素としても利用されており，多項式同型写像

の置換としての符号に関する情報は，多変数多項式暗号の

観点，特に tame decompositionの困難性を評価する際に

も有用な情報を与えてくれる可能性がある（cf. [11]）．そ

こで本稿では，有限体上定義された Anick automorphism，

及び Nagata-Anick automorphismの置換としての符号を

調べる．

2. 記法・数学的準備

ここでは，本稿で使用する記法，及び数学的背景につい

て説明する．多項式同型写像に関する詳細については，例

えば [2]，[7]などを参照されたい．

N := {1, 2, . . .}を自然数全体の集合とする．k∗ := k\{0}
とする．MAn(k)で knから knへの多項式写像全体の集合

を表し，Maps(kn, kn)で kn から kn への写像全体の集合

を表す．すると，(1.1)より，自然な写像

π : MAn(k) → Maps(kn, kn) (2.1)

が存在する．MAn(k)，Maps(kn, kn))は写像としての合成

により半群であり，これらの半群はそれぞれ恒等写像を単

位元とする monoidであり，写像 π は monoidの間の準同

型写像である．MAn(k)の元であって，逆元を持つ元全体

の集合を GAn(k)と書く．GAn(k)の元を多項式同型写像

という．各 i = 1, . . . , nに対して deg fi = 1であるとき，

多項式同型写像 F = (f1, . . . , fn)はアフィン自己同型写像

と呼ばれる．以下の形の多項式写像 Eai

Eai = (X1, . . . , Xi−1, Xi + ai, Xi+1, . . . , Xn),

ai ∈ k[X1, . . . , X̂i, . . . , Xn]

= k[X1, . . . , Xi−1, Xi+1, . . . , Xn],

(2.2)

は多項式同型写像であり，その逆元 E−1
ai
は E−1

ai
= E−ai

である．(2.2)の形の多項式同型写像 Eai は基本自己同型

写像と呼ばれる．

アフィン自己同型写像全体の集合を Aff(k, n)，基本

自己同型写像全体の集合を E(k, n) とおき，Aff(k, n) と

E(k, n)はそれぞれGAn(k)の部分集合である．T (k, n) :=

⟨Aff(k, n), E(k, n)⟩ とおく．ここで，⟨H1,H2⟩ は部分群
H1,H2 ⊂ G によって生成される G の部分群を表す．

T (k, n)も GAn(k)の部分群であり，順部分群と呼ばれる．

ϕ ∈ T (k, n)のとき，ϕは順自己同型写像（tame automor-

phism）であるといい，そうでないとき（ϕ ∈ GAn(k)\T (k, n)
のとき）ϕは野生（wild automorphism）であるという．任

意の順自己同型写像 ϕ ∈ T (k, n)に対し，ある自然数 l ∈ N，
ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}, σi ∈ Aff(k, n) (1 ≤ i ≤ l+1)，σi ̸∈ E(k, n)

(1 ≤ i ≤ l + 1)，τi ∈ E(k, n) (1 ≤ i ≤ l)，τi ̸∈ Aff(k, n)

(1 ≤ i ≤ l)が存在し，

ϕ = σϵ1
1 ◦ τ1 ◦ σ2 ◦ · · · ◦ σl ◦ τl ◦ σϵ2

l+1 (2.3)

が成り立つ．式 (2.3) を ϕ ∈ T (k, n)の tame decomposi-

tionと呼ぶ．体上の 2変数の順自己同型写像については [9]，

Kulk53による有名な結果が知られている．

体 k に対し，k の標数を p = char(k)と書く．体 k が要

素数 q の有限体 Fq（p = char(Fq), q = pm, m ≥ 1）のと

き，(2.1)の写像 πを πq と書くことにする：

πq : MAn(Fq) → Maps(Fn
q ,Fn

q ). (2.4)

写像 πq は群の準同型写像

πq : GAn(Fq) → Sym(Fn
q ) (2.5)

を引き起こす，ここで Sym(S)は有限集合 S 上の対称群を

表す．

写像 sgn

sgn : Sym(S) → {±1} (2.6)

を符号関数とする．符号関数 sgn は群準同型であり，

Ker(sgn) = Alt(S)である，ここで，Alt(S)は S 上の交代

群を表す．部分群 G ⊆ GAn(Fq)に対し，πq (G)は対称群

Sym(Fn
q )の部分群である．

対称群 Sym(Fn
q )の部分群 πq (TAn(Fq))の代数的構造を

調べることは数学的に自然であり，Maubachによる以下の

結果（[12], Theorem 2.3）が知られている：

定理 1. ([12], Theorem 2.3) n ≥ 2 とする．q が奇

数，または q = 2ならば πq (TAn(Fq)) = Sym(Fn
q )である．

q = 2m，m ≥ 2ならば πq (TAn(Fq)) = Alt(Fn
q )である．

写像 π，πq に関する諸性質については [13]を参照され

たい．

以下，本稿では，体 k上の 3変数多項式環を k[x, y, z]，体 k

上の 4変数多項式環を k[w, x, y, z]と書く．k⟨X1, . . . , Xn⟩
上の自己同型群を Autk k⟨X1, . . . , Xn⟩と書く．このとき，
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自然な群準同型写像

θ : Autk k⟨X1, . . . , Xn⟩ → GAn(k) (2.7)

が存在する（[2], pp.397–398）．多項式自己同型写像

δ := (x+ y (xy − yz) , y, z + (xy − yz) y)

∈ Autk k⟨x, y, z⟩
(2.8)

は Anick automorphismと呼ばれ，多項式自己同型写像

ρ := (w, x+ (wx− yz) z, y + w (wx− yz) , z)

∈ Autk k⟨w, x, y, z⟩
(2.9)

は Nagata-Anick automorphismと呼ばれる（[2], p.398）．

3. 主結果 1

ここでは，Anick automorphismの置換としての符号に

関する主結果（主定理 1）を示す．次の補題（補題 1）は，

Anick automorphism θ (δ)の tame decompositionである．

補題 1. (Anick automorphism θ (δ)の tame decom-

position) 基本自己同型写像 ϕ, τ を

ϕ := (x, y, z − x) , τ :=
(
x− y2z, y, z

)
∈ E (k, 3)

とする．このとき，

θ (δ) = ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ (3.1)

が成り立つ．

Proof.

τ ◦ ϕ =
(
x− y2z, y, z

)
◦ (x, y, z − x)

=
(
x− y2 (z − x) , y, z − x

)
= (x+ y (xy − yz) , y, z − x)

であり，ϕ−1 = (x, y, z + x)だから

ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ = (x+ y (xy − yz) , y,

z − x+ x+ y (xy − yz))

= (x+ y (xy − yz) , y, z + y (xy − yz))

となる．よって，θ (δ) = ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕが成り立つ．

主定理 1の証明のため，次の補題（補題 2）を用意する．

この補題は，補題 1で示した基本同型写像 τ の置換として

の符号に関する結果である．

補題 2. (置換 πq (τ)の符号)

sgn (πq (τ)) =

1 (q :奇数 または q = 2m,m ≥ 2) ,

−1 (q = 2) ,

(3.2)

が成り立つ．

Proof. 任意の y0, z0 ∈ F∗
q を取り，固定する．写像

τ(y0,z0) : F3
q → F3

q を

τ(y0,z0) : F3
q −→ F3

q

∈ ∈

(x, y, z) 7−→ (x− y2z, y, z),

y = y0かつ z = z0のとき,

(x, y, z) 7−→ (x, y, z),

その他のとき,

(3.3)

で定義する．写像 (3.3)の定義より，τ(y0,z0)は明らかに F3
q

上の置換である．

B
(
τ(y0,z0)

)
:= {(x, y, z) ∈ F3

q |

τ(y0,z0)(x, y, z) ̸= (x, y, z)}

とおく．(y0, z0) ̸= (y′0, z
′
0)なる (y′0, z

′
0) ∈ F∗

q × F∗
q に対し，

B
(
τ(y0,z0)

)
∩B

(
τ(y′

0,z
′
0)

)
= ∅ だから

τ =
∏

y0,z0∈F∗
q

τ(y0,z0) (3.4)

であり，式 (3.4)は τ を共通部分のない置換の積に分解し

ている．

次に，各置換 τ(y0,z0)（y0, z0 ∈ F∗
q）を共通部分のない巡

回置換の積に分解する．そのために，x, x′ ∈ Fq に対し，同

値関係
(τ)∼ を以下で定義する：ある l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}が

存在し，x′ = x− ly20z0と書けるとき，x
(τ)∼ x′．関係

(τ)∼ が
同値関係であることは明らかである．

C(τ)
x := {x′ ∈ Fq | x (τ)∼ x′} (3.5)

とおく．Rτ を Fq の同値関係
(τ)∼ に関する完全代表系とす

る．♯Rτ = q/p = pm/p = pm−1 であることに注意しよう．

任意の x0 ∈ Rτ に対し，写像 τx0,(y0,z0) : F3
q → F3

q を

τx0,(y0,z0) : F3
q −→ F3

q

∈ ∈

(x, y, z) 7−→ (x− y2z, y, z),

x ∈ C
(τ)
x0 かつ y = y0かつ z = z0のとき,

(x, y, z) 7−→ (x, y, z),

その他のとき,

(3.6)

で定義する．写像 (3.6)の定義より，τx0,(y0,z0) は F3
q 上の

巡回置換であり，x′0 ∈ Rτ が x′0 ̸∈ C
(τ)
x0 を満たすならば

C
(τ)
x0 ∩ C(τ)

x′
0

= ∅であるから，

τ(y0,z0) =
∏

x0∈Rτ

τx0,(y0,z0) (3.7)

であり，式 (3.7)は置換 τ(y0,z0)を共通部分のない巡回置換

の積に分解している．

最後に，巡回置換 τx0,(y0,z0) を互換の積に分解する．
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u ∈ {1, . . . , p−1}なる uに対し，写像 τ
(u)
x0,(y0,z0)

: F3
q → F3

q

を

τ
(u)
x0,(y0,z0)

: F3
q −→ F3

q

∈ ∈

(x, y, z) 7−→ (x− uy2z, y, z),

(x, y, z) = (x0, y0, z0)のとき,

(x, y, z) 7−→ (x+ uy2z, y, z),

(x, y, z) = (x0 − uy20z0, y0, z0)のとき,

(x, y, z) 7−→ (x, y, z),

その他のとき,

(3.8)

で定義する．写像 (3.8)の定義より，τ (u)x0,(y0,z0)
は (x0, y0, z0)

と
(
x0 − uy20z0, y0, z0

)
のみを入れ替え，その他の F3

q の元

を入れ替えないから確かに互換である．すると，

τx0,(y0,z0) = τ
(p−1)
x0,(y0,y0)

◦ · · · ◦ λ(1)x0,(y0,z0)
(3.9)

であり，式 (3.9)は巡回置換 τx0,(y0,z0)を互換の積に分解し

ている．式 (3.4)，式 (3.7)，式 (3.9)より，

τ =
∏

y0,z0∈F∗
q ,x0∈Rτ

τ
(p−1)
x0,(y0,z0)

◦ · · · ◦ τ (1)x0,(y0,z0)
(3.10)

を得る．よって，τ は (p− 1)× pm−1 × (q − 1)
2 個の互換

の積で表される．以上より，

sgn (πq (τ)) = (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2

(3.11)

である．q が奇数ならば p − 1 ≡ 0 mod 2，q − 1 ≡ 0

mod 2 となり，pm−1 (p− 1) (q − 1)
2 ≡ 0 mod 2 であ

る．q = 2m，m ≥ 2 ならば pm−1 ≡ 0 mod 2 となり，

pm−1 (p− 1) (q − 1)
2 ≡ 0 mod 2である．したがって，q

が奇数，または q = 2m，m ≥ 2ならば sgn (πq (τ)) = 1で

ある．q = 2ならば pm−1 (p− 1) (q − 1)
2
= 20×1×12 = 1

だから sgn (πq (τ)) = −1である．よって，式 (3.2)が成り

立つ．

補題 2，及び補題 1より，次の主結果（主定理 1）を得る．

主定理 1. (Anick automorphism θ (δ) ∈ GA3(Fq)の置

換としての符号) q が奇数，または q = 2m，m ≥ 2なら

ば πq (θ (δ)) ∈ Alt(F3
q)であり，q = 2ならば πq (θ (δ)) ∈

Sym(F3
q) \Alt(F3

q)である．つまり，

sgn (πq (θ (δ))) =

1 (q :奇数 または q = 2m,m ≥ 2) ,

−1 (q = 2) ,

(3.12)

である．

Proof. 補題 1と写像 sgn, πq がそれぞれ群準同型である

ことから

sgn (πq (θ (δ))) = sgn
(
πq

(
θ
(
ϕ−1 ◦ τ ◦ ϕ

)))
= sgn

(
πq

(
ϕ−1

)
πq (τ)πq (ϕ)

)
= sgn

(
πq

(
ϕ−1

))
sgn (πq (τ)) sgn (πq (ϕ))

= sgn (πq (ϕ))
−1

sgn (πq (τ)) sgn (πq (ϕ))

= sgn (πq (τ))

となる．補題 2より，

sgn (πq (τ)) =

1 (q :奇数 または q = 2m,m ≥ 2) ,

−1 (q = 2) ,

であるから，式 (3.12)を得る．

[6], p.660では，式 (2.8)における不定元 y, zを入れ替え

た多項式自己同型写像

ω := (x+ y (xy − yz) , y, z + (xy − yz) y)

∈ Autk k⟨x, y, z⟩
(3.13)

を Anick automorphismと呼んでいる．2つの多項式自己

同型写像 θ (δ), θ (ω)の間には

θ (ω) = ψ ◦ θ (δ) ◦ ψ (3.14)

なる関係がある，ここで，ψ = (x, z, y) ∈ Aff(k, 3)である．

主定理 1と式 (3.14)より，以下の系を得る．

系 1. (θ (ω) ∈ GA3(Fq) の置換としての符号) δ ∈
AutFq Fq⟨x, y, z⟩を式 (2.8)で定義された Anick automor-

phism，ω ∈ AutFq Fq⟨x, y, z⟩ を式 (3.13) で定義された

Anick automorphismとする．このとき，

sgn (πq (θ (δ))) = sgn (πq (θ (ω))) (3.15)

が成り立つ．つまり，Anick automorphism θ (δ)の置換と

しての符号は Anick automorphism θ (ω)の置換としての

符号と等しい．

4. 主結果 2

ここでは，Nagata-Anick automorphismの置換としての

符号に関する主結果（主定理 2）を示す．まず，以下の準

備を行う．

tを不定元とし，有限体 Fq 上の一変数多項式 f(t)を

f(t) :=
∏
c∈F∗

q

(t− c) ∈ Fq[t]

で定義する．g ∈ F∗
q を乗法群 F∗

q の生成元（すなわち

F∗
q = ⟨g⟩）とすると，

f (α) =

0
(
α ∈ F∗

q

)
,

(−1)q−1
∏q−2

i=0 g
i (α = 0) ,

=

0
(
α ∈ F∗

q

)
,

(−1)q−1g(q−2)(q−1)/2 (α = 0) ,
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である．

c0 := f(0) = (−1)q−1g(q−2)(q−1)/2

とおく．c0 ∈ F∗
q であることに注意されたい．h(t) :=

c−1
0 × f(t) ∈ Fq[t]とおくと，

h (α) =

0
(
α ∈ F∗

q

)
,

1 (α = 0) ,
(4.1)

である．

次の補題（補題 3）は，ある tame decompositionとNagata-

Anick automorphism θ (ρ) が置換として等しいことを示し

ている．

補題 3. (Nagata-Anick automorphism θ (ρ)と置換と

して等しい tame automorphism) 基本自己同型写像 ψ,

ξ, λを

ψ :=
(
w, x, y − wxzq−2, z

)
∈ E (Fq, 4) ,

ξ :=
(
w, x− yz2, y, z

)
∈ E (Fq, 4) ,

λ :=
(
w, x, y + w2xh(z), z

)
∈ E (Fq, 4)

とする．このとき，

πq (θ (ρ)) = πq
(
λ ◦ ψ−1 ◦ ξ ◦ ψ

)
(4.2)

が成り立つ．

Proof.

πq (ξ ◦ ψ)

= πq
((
w, x− yz2, y, z

)
◦
(
w, x, y − wxzq−2, z

))
= πq

((
w, x−

(
y − wxzq−2

)
z2, y − wxzq−2, z

))
= πq

((
w, x+ (wx− yz) z, y − wxzq−2, z

))
である．上の等式変形において，最後の式を導出す

る際に q 乗 Frobenius 写像の性質を用いた．ψ−1 =(
w, x, y + wxzq−2, z

)
∈ E (Fq, 4)だから

πq
(
ψ−1 ◦ ξ ◦ ψ

)
= πq

((
w, x, y + wxzq−2, z

)
◦
(
w, x+ (wx− yz) z, y − wxzq−2, z

))
= πq

((
w, x+ (wx− yz) z, y − wxzq−2

+w (x+ (wx− yz) z) zq−2, z
))

= πq
((
w, x+ (wx− yz) z, y + w (wx− yz) zq−1, z

))
である．したがって，

πq
(
λ ◦ ψ−1 ◦ ξ ◦ ψ

)
= πq

((
w, x, y + w2xh(z), z

)
◦
(
w, x+ (wx− yz) z, y + w (wx− yz) zq−1, z

))
= πq

((
w, x+ (wx− yz) z, y + w (wx− yz) zq−1

+w2 (x+ (wx− yz) z)h(z), z
))

= πq (θ (ρ))

となる．上の等式変形において，最後の式を導出する際に，

式 (4.1)を用いた．よって，式 (4.2)が成り立つ．

注意 1. Anick automorphismの場合，多項式同型写像と

して式 (3.1)が成り立つのに対し，Nagata-Anick automor-

phismの場合には，多項式同型写像としては

θ (ρ) ̸= λ ◦ ψ−1 ◦ ξ ◦ ψ

である．式 (4.2)は，F4
q 上の置換として等しい，という点

に注意されたい．

補題 3，及び補題 1 と同様の議論を用いて次の主結果

（主定理 2）を証明する．

主定理 2. (Nagata-Anick automorphism θ (ρ) ∈
GA4(Fq)の置換としての符号) qが奇数，または q = 2m，

m ≥ 2ならば πq (θ (ρ)) ∈ Alt(F4
q)であり，q = 2ならば

πq (θ (ρ)) ∈ Sym(F4
q) \Alt(F4

q)である．つまり，

sgn (πq (θ (ρ))) =

1 (q :奇数 または q = 2m,m ≥ 2) ,

−1 (q = 2) ,

(4.3)

である．

Proof. 補題 3と写像 sgn, πq がそれぞれ群準同型である

ことから

sgn (πq (θ (ρ)))

= sgn
(
πq

(
θ
(
λ ◦ ψ−1 ◦ ξ ◦ ψ

)))
= sgn

(
πq (λ)πq

(
ψ−1

)
πq (ξ)πq (ψ)

)
= sgn (πq (λ)) sgn

(
πq

(
ψ−1

))
sgn (πq (ξ)) sgn (πq (ψ))

= sgn (πq (λ)) sgn (πq (ψ))
−1

sgn (πq (ξ)) sgn (πq (ψ))

= sgn (πq (λ)) sgn (πq (ξ)) (4.4)

となる．したがって，sgn (πq (λ))，及び sgn (πq (ξ))の値

を調べればよい．

まず，sgn (πq (λ))の値を調べる．任意の w0, x0 ∈ F∗
q を

取り，固定する．写像 λ(w0,x0) : F4
q → F4

q を

λ(w0,x0) : F4
q −→ F4

q

∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y + w2xh(z), z),

(w, x, z)(w0, x0, 0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.5)

で定義する．写像 (4.5)の定義より，λ(w0,x0) は明らかに

F4
q 上の置換である．
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B
(
λ(w0,x0)

)
:= {(w, x, y, z) ∈ F4

q |

λ(w0,x0)(w, x, y, z) ̸= (w, x, y, z)}

とおく．(w0, x0) ̸= (w′
0, x

′
0)なる (w′

0, x
′
0) ∈ F∗

q × F∗
q に対

し，B
(
λ(w0,x0)

)
∩B

(
λ(w′

0,x
′
0)

)
= ∅ だから

λ =
∏

w0,x0∈F∗
q

λ(w0,x0) (4.6)

であり，式 (4.6)は λを共通部分のない置換の積に分解し

ている．

次に，各置換 λ(w0,x0)（w0, x0 ∈ F∗
q）を共通部分のない

巡回置換の積に分解する．そのために，y, y′ ∈ Fq に対し，

同値関係
(λ)∼ を以下で定義する：ある l ∈ {0, 1, . . . , p − 1}

が存在し，y′ = y+ lw2
0x0と書けるとき，y

(λ)∼ y′．関係
(λ)∼

が同値関係であることは明らかである．

C(λ)
y := {y′ ∈ Fq | y (λ)∼ y′} (4.7)

とおく．Rλ を Fq の同値関係
(λ)∼ に関する完全代表系とす

る．♯Rλ = q/p = pm/p = pm−1 であることに注意しよう．

任意の y0 ∈ Rλ に対し，写像 λy0,(w0,x0) : F4
q → F4

q を

λy0,(w0,x0) : F4
q −→ F4

q

∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y + w2xh(z), z),

(w, x, z) = (w0, x0, 0)かつ y ∈ C
(λ)
y0 かつ z = 0のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.8)

で定義する．写像 (4.8)の定義より，λy0,(w0,x0) は F4
q 上の

巡回置換であり，y′0 ∈ Rλ が y′0 ̸∈ C
(λ)
y0 を満たすならば

C
(λ)
y0 ∩ C(λ)

y′
0

= ∅であるから，

λ(w0,x0) =
∏

y0∈Rλ

λy0,(w0,x0) (4.9)

であり，式 (4.9)は置換 λ(w0,x0) を共通部分のない巡回置

換の積に分解している．

最後に，巡回置換 λy0,(w0,x0) を互換の積に分解する．

u ∈ {1, . . . , p−1}なる uに対し，写像 λ
(u)
y0,(w0,x0)

: F4
q → F4

q

を

λ
(u)
y0,(w0,x0)

: F4
q −→ F4

q

∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y + uw2x, z),

(w, x, y, z) = (w0, x0, y0, 0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y − uw2x, z),

(w, x, y, z) = (w0, x0, y0 + uw2
0x0, 0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.10)

で定義する．写像 (4.10) の定義より，λ(u)y0,(w0,x0)
は

(w0, x0, y0, 0) と
(
w0, x0, y0 + uw2

0x0, 0
)
のみを入れ替え，

その他の F4
q の元を入れ替えないから確かに互換である．

すると，

λy0,(w0,x0) = λ
(p−1)
y0,(w0,x0)

◦ · · · ◦ λ(1)y0,(w0,x0)
(4.11)

であり，式 (4.11)は巡回置換 λy0,(w0,x0)を互換の積に分解

している．式 (4.6)，式 (4.9)，式 (4.11)より，

λ =
∏

w0,x0∈F∗
q ,y0∈Rλ

λ
(p−1)
y0,(w0,x0)

◦ · · · ◦ λ(1)y0,(w0,x0)
(4.12)

を得る．よって，λは (p− 1)× pm−1 × (q − 1)
2 個の互換

の積で表される．以上より，

sgn (πq (λ)) = (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2

(4.13)

である．

sgn (πq (λ)) の場合と同様の手順で sgn (πq (ξ)) の値を

調べる．任意の y0, z0 ∈ F∗
q を取り，固定する．写像

ξ(y0,z0) : F4
q → F4

q を

ξ(y0,z0) : F4
q −→ F4

q
∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x− yz2, y, z),

(y, z) = (y0, z0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.14)

で定義する．写像 (4.14)の定義より，ξ(y0,z0) は明らかに

F4
q 上の置換である．

B
(
ξ(y0,z0)

)
:= {(w, x, y, z) ∈ F4

q |

ξ(y0,z0)(w, x, y, z) ̸= (w, x, y, z)}

とおく．(y0, z0) ̸= (y′0, z
′
0)なる (y′0, z

′
0) ∈ F∗

q × F∗
q に対し，

B
(
ξ(y0,z0)

)
∩B

(
ξ(y′

0,z
′
0)

)
= ∅ だから

λ =
∏

y0,z0∈F∗
q

λ(y0,z0) (4.15)

であり，式 (4.15)は ξを共通部分のない置換の積に分解し

ている．

次に，各置換 ξ(y0,z0)（y0, z0 ∈ F∗
q）を共通部分のない巡

回置換の積に分解する．そのために，x, x′ ∈ Fq に対し，同

値関係
(ξ)∼ を以下で定義する：ある l ∈ {0, 1, . . . , p− 1}が

存在し，x′ = x− ly0z
2
0 と書けるとき，y

(ξ)∼ y′．関係
(ξ)∼ が

同値関係であることは明らかである．

C(ξ)
x := {x′ ∈ Fq | x (ξ)∼ x′} (4.16)

とおく．Rξ を Fq の同値関係
(ξ)∼ に関する完全代表系と
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する．♯Rξ = q/p = pm/p = pm−1 であることに注意し

よう．任意の x0 ∈ Rξ と任意の w0 ∈ Fq に対し，写像

ξ(w0,x0),(y0,z0) : F4
q → F4

q を

ξ(w0,x0),(y0,z0) : F4
q −→ F4

q

∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x− yz2, y, z),

(w, y, z) = (w0, y0, z0)かつ x ∈ C
(ξ)
x0 のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.17)

で定義する．写像 (4.17)の定義より，ξ(w0,x0),(y0,z0) は F4
q

上の巡回置換であり，x′0 ∈ Rξ が x′0 ̸∈ C
(ξ)
x0 を満たすなら

ば C
(ξ)
x0 ∩ C(ξ)

x′
0
= ∅であるから，

ξ(y0,z0) =
∏

w0∈Fq

x0∈Rξ

ξ(w0,x0),(y0,z0) (4.18)

であり，式 (4.18)は置換 ξ(y0,z0) を共通部分のない巡回置

換の積に分解している．

最後に，巡回置換 ξ(w0,x0),(y0,z0) を互換の積に分解する．

u ∈ {1, . . . , p−1}なる uに対し，写像 ξ
(u)
(w0,x0),(y0,z0)

: F4
q →

F4
q を

ξ
(u)
(w0,x0),(y0,z0)

: F4
q −→ F4

q

∈ ∈

(w, x, y, z) 7−→ (w, x− uyz2, y, z),

(w, x, y, z) = (w0, x0, y0, z0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x+ uyz2, y, z),

(w, x, y, z) = (w0, x0 − uy0z
2
0 , y0, z0)のとき,

(w, x, y, z) 7−→ (w, x, y, z),

その他のとき,

(4.19)

で定義する．写像 (4.19) の定義より，ξ(u)(w0,x0),(y0,z0)
は

(w0, x0, y0, z0)と
(
w0, x0 − uy0z

2
0 , y0, z0

)
のみを入れ替え，

その他の F4
q の元を入れ替えないから確かに互換である．

すると，

ξ(w0,x0),(y0,z0) = ξ
(p−1)
(w0,x0),(y0,z0)

◦ · · · ◦ ξ(1)(w0,x0),(y0,z0)

(4.20)

であり，式 (4.20)は巡回置換 ξ(w0,x0),(y0,z0) を互換の積に

分解している．式 (4.15)，式 (4.18)，式 (4.20)より，

λ =
∏

w0∈Fq,x0∈Rξ

y0,z0∈F∗
q

ξ
(p−1)
(w0,x0),(y0,z0)

◦ · · · ◦ ξ(1)(w0,x0),(y0,z0)

(4.21)

を得る．よって，ξ は (p− 1) × pm−1 × (q − 1)
2 × q 個の

互換の積で表される．以上より，

sgn (πq (ξ)) = (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2q

(4.22)

である．

式 (4.13)，及び式 (4.22) を式 (4.4) に代入することに

より，

sgn (πq (θ (ρ)))

= sgn (πq (λ)) sgn (πq (ξ))

= (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2 × (−1)

pm−1(p−1)(q−1)2q

= (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2+pm−1(p−1)(q−1)2q

= (−1)
pm−1(p−1)(q−1)2(q+1)

(4.23)

を得る．qが奇数ならば p−1 ≡ 0 mod 2，q−1 ≡ 0 mod 2,

q+1 ≡ 0 mod 2となり，pm−1 (p− 1) (q − 1)
2
(q + 1) ≡ 0

mod 2 である．q = 2m，m ≥ 2 ならば pm−1 ≡ 0

mod 2 となり，pm−1 (p− 1) (q − 1)
2
(q + 1) ≡ 0 mod 2

である．したがって，q が奇数，または q = 2m，m ≥
2 ならば sgn (πq (θ (ρ))) = 1 である．q = 2 ならば

pm−1 (p− 1) (q − 1)
2
(q + 1) = 20 × 1 × 12 × 3 = 3 だ

から sgn (πq (θ (ρ))) = −1である．よって，式 (4.3)が成

り立つ．

主定理 1 と主定理 2 より，Anick automorphism と

Nagata-Anick automorphism の置換としての符号の関係

について以下の系（系 2）を得る．

系 2. (Anick automorphism と Nagata-Anick au-

tomorphism の置換としての符号の関係) δ ∈
AutFq Fq⟨x, y, z⟩を式 (2.8)で定義された Anick automor-

phism，ρ ∈ AutFq
Fq⟨w, x, y, z⟩ を式 (2.9) で定義された

Nagata-Anick automorphismとする．このとき，

sgn (πq (θ (δ))) = sgn (πq (θ (ρ))) (4.24)

が成り立つ．つまり，Anick automorphism θ (δ)の置換と

しての符号は，Nagata-Anick automorphism θ (ρ)の置換

としての符号と等しく，等式 (4.24)は有限体の要素数 qに

依らない．

5. まとめ

本稿では，有限体上定義された Anick automorphism，

及び Nagata-Anick automorphism について考察を行い，

Anick automorphismの tame decomposition，及び Anick

automorphismの置換としての符号を明らかにした．また，

Nagata-Anick automorphismと置換として等しい tame de-

composition，及び Nagata-Anick automorphismの置換と

しての符号を明らかにした．さらに，Anick automorphism

の置換としての符号は，有限体の要素数に依らず，Nagata-

Anick automorphismの置換としての符号と等しいことを

示した．
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