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確率的なグラフ連結性判定アルゴリズム

池 田 諭† 品 野 勇 治† 中森 眞理雄†

与えられたグラフ G = (V, E) が連結か否かを判定することを考える．グラフ全体の構造を保持
すれば，O(|V | + |E|) の手間で連結性を判定できることが Tarjan によって示されている．本論文
では，グラフ全体の構造は保持しないで，グラフの各頂点をある規則に従ってランダムウォークする
ことによりグラフの連結性を判定するアルゴリズムを扱う．無向グラフを対象として，時間計算量
O(|V ||E| log |V |)，空間計算量 O(log |V |) でグラフの連結性を判定するランダムウォークに基づく
アルゴリズムが，Aleliunasらにより開発されている．本論文では，簡単な前処理をすることが可能な
状況ならば，時間計算量 O(|V |2 log |V |) で無向グラフの連結性が判定できることを示す．また，有
向グラフの場合もグラフの直径と正の次数に上界を仮定すると，連結性が多項式オーダで判定できる
ことを示す．

A Probabilistic Algorithm for the s-t Connectivity Problem

Satoshi Ikeda,† Yuji Shinano† and Mario Nakamori†

This paper investigates a certain version of the s-t connectivity problem for a directed or
undirected graph G = (V, E). In 1979, Aleliunas, et al. proposed the “random walk”-based
probabilistic algorithm of time complexity O(|V ||E| log |V |) and space complexity O(log |V |).
This work presents a variant of that algorithm. The mean hitting time of random walks is
analyzed and our algorithm variant is shown to improve the time complexity to O(|V |2 log |V |)
for an undirected graph. The same time complexity O(|V |2 log |V |) holds for a directed graph,
where the implied constant multiplier depends only on the diameter and the degree of the
graph.

1. は じ め に

与えられたグラフ G = (V,E) が連結か否かを判

定することを考える．グラフ全体の構造を保持すれ

ば，O(|V | + |E|) の手間で連結性を判定できること
が Tarjan2)によって示されている．しかし，インター

ネット上での現在 20億近くある9) といわれているサ

イトの接続関係をモデル化したようなグラフを対象と

する場合，グラフ全体の構造を抽出すること自体が困

難である．さらに，グラフの構造そのものも時事刻々

と変化する．したがって，Tarjanによって示されるア

ルゴリズムは適さない．

本論文では，グラフ全体の構造は保持せず，グラフ

の頂点をある規則に従って，ランダムウォークする

ことでグラフの連結性を判定するアルゴリズムを扱

う．1979 年に論文 3)の中で，Aleliunasらは，長さ

O(|V ||E| log |V |)のランダムウォークによって，無向
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グラフの連結性が判定できることを主張している．彼

らの手法では，無向グラフの頂点 s，t が連結かどう

かの判定は，次のように行う．頂点 s から出発して

図 1のように，隣接する頂点を等確率で選んで移動す

るという操作を繰り返す．そして，十分な操作を繰り

返しても頂点 t に到達できないならば頂点 s と頂点

t は連結でないと判定する．誤った結論を導く可能性

もあるが，その確率が十分小さいならば実用上は問題

がないと考えられる．

本論文では，簡単な前処理をすることが可能な状況

ならば，O(|V |2 log |V |)の手間で彼らと同様な主張が
できることを示す．また，モデルが有向グラフの場合

は，グラフの直径と正の次数に上界を仮定すれば，論

文 3)の手法によりグラフの連結性を多項式オーダで判

定できることを示す．このような仮定は，必ずしも非

現実的なものではない．たとえば，先のインターネッ

ト上でのサイトの接続関係をモデル化したようなグラ

フを考えると，現在，その強連結成分の直径は 20以

下といわれている9)．つまり，グラフの頂点に対応す

る 20億のサイト数に対して，グラフの直径の上界と
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図 1 隣接する頂点を等確率で探索する
Fig. 1 Each neighbor has the same probability for being

selected.

して十分に小さい数を仮定しても非現実的ではない．

2. 記号の定義

グラフ G = (V,E) は，有向グラフまたは無向グラ

フであるものとする．いずれの場合も，グラフ G は

多重辺は持たないが自己ループを持つことは許される

ものとする．

G = (V,E)が有向グラフならば，u ∈ V に対して，

N+(u) =
{
v : (u, v) ∈ E

}
,

N−(u) =
{
v : (v, u) ∈ E

}
と記す．また，

deg+(u) = |N+(u)|,
deg+(G) = max

u∈V

{
deg+(u)

}
および

deg−(u) = |N−(u)|,
deg−(G) = max

u∈V

{
deg−(u)

}
と記す．このとき，deg+(u)，deg−(u) をそれぞれ

u ∈ V の正の次数，負の次数，deg+(G)，deg−(G)

をグラフ G の正の次数，負の次数という．

G = (V,E)が無向グラフならば，u ∈ V に対して，

N(u) =
{
v : (u, v) ∈ E

}
と記す．また，u ∈ V の次数 deg(u) およびグラフ G

の次数 deg(G) を

deg(u) = |N(u)|, deg(G) = max
u∈V

deg(u)

と定める．

グラフ Gの最も離れた 2頂点の距離をグラフ Gの

直径と呼び D(G) と記す．すなわち，

D(G) = max
u,v∈V

D(u, v)

とする．ただし，u, v ∈ V に対して u �= v であるな

らば

D(u, v) = inf
{
� ∈ N

∣∣∣ u = v0, v = v�,

{vi, vi+1} ∈ E for i = 0, 1, · · · , �− 1
}

とし，u = v であれば D(u, v) = 0 とする．

3. ランダムウォークに基づく連結性判定アル
ゴリズム

ランダムウォークに基づく，無向グラフ上の頂点 s，

t 間の連結性判定アルゴリズムを以下に示す．
Algorithm s-t connectivity

begin

r := s;

for i = 0 to f(|V |, |E|) do

begin

for all j ∈ N(r) do

begin

deg(j) を求める;

end;

ある選択基準で k ∈ N(r) を選ぶ;

r := k;

if r = t then 連結と判定;

end;

非連結と判定;

end;

ここで，f(|V |, |E|) は，繰返し回数を与える関数
である．r 更新時の選択基準と，各選択基準による

f(|V |, |E|)を決定するための解析については次節以降
で述べる．論文 3)との違いは，deg(j) を求める部分

が必要なことだけである．つまり，本論文でのアルゴ

リズムは，前処理として r に隣接する各頂点の次数を

知る必要がある．この処理を加えることで，r 更新時

に隣接する頂点を選択する際，隣接する各頂点の次数

の情報を利用できる．有向グラフの場合には，N(r)

が N+(r) となり，deg(j)が deg+(j) となる．

上記のアルゴリズムでは，r が更新されるときに，

N(r) に関する情報のみを参照する．具体的には，r

到達時において，r に隣接する各頂点の次数さえ得

られればよく，グラフ全体の構造を保持する必要がな

い．この事実により，上記のアルゴリズムに対応する

次のような分散アルゴリズムが考えられる．各プロセ

ス（またはサイト）では，以下のアルゴリズムが動作

する．
プロセス Pr での Algorithm

while Receive(Origin, Message, Tag) do

begin

case Tag of

Token:
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begin

if Message.step> f(|V ||E|) then

非連結と判定して終了;

if Message.t = r then

連結と判定して終了
else

begin

s := Message.s;

t := Message.t;

step := Message.step + 1;

if Pr は初期化されていない
then

begin

for all j ∈ N(r) do

begin

Send(j, NULL,

DegreeRequest);

end;

end

else

begin

ある選択基準に従って，
k ∈ N(r) を選択;

Message.s := s;

Message.t := t;

Message.step := step;

Send(k, Message, Token);

end;

end;

end;

DegreeRequest:

begin

Send(Origin, deg(r),

DegreeReply);

end;

DegreeReply:

begin

if N(r) の全部から DegreeReply

を得た then

begin

Pr の初期化完了 (すべての隣接
する頂点の次数を得た）;

ある選択基準に従って，
k ∈ N(r) を選択;

Message.s := s;

Message.t := t;

Message.step := step;

Send(k, Message, Token);

end;

end;

end;

ここで，Receive(origin, message, tag)は，送り元

originから，tagで示される種類のメッセージを受け取

り，メッセージ内容を messageに含む関数である．ま

た，Send(destination, message, tag)は，送り先 des-

tinationへ，tagで示される種類のメッセージを送り，

メッセージ内容を messageに含む関数である．Token

メッセージには，始点 s，終点 tと，ランダムウォーク

した長さを示す stepを含む．DegreeReply メッセー

ジには，メッセージを返した Pj における deg(j) が

含まれる．

アルゴリズムは，始点となるプロセスが，自分自身

に対して，s，t と step=0を含む Token メッセージ

を送出することで開始する．

4. アルゴリズムの解析

4.1 モデルの定式化

頂点の片側無限列の集合を Ω = V N∪{0} とする

（ただし，N は自然数の集合とする）．Ω はグラフ

上の辺に沿って，グラフ上をランダムウォークする

際の頂点列を表している．すなわち，集合 Ω の元を

ω = (ω0, ω1, · · ·) と表記するとき，ω は頂点 ω0 か

ら出発して，頂点 ω0, ω1, · · · をこの順番で遷移する
ランダムウォークのパスを意味している．次に，ω の

i+ 1 番目の要素 ωi のことを Xi(ω) と記す．すなわ

ち，ω = (ω0, ω1, · · ·) ∈ Ω，n ∈ N ∪ {0} に対して，
Xn : Ω → V, Xn(ω) = ωn

とする．

集合 Ω 上のマルコフ測度全体の集合を M(Ω)

とする．マルコフ測度 µ ∈ M(Ω) は，初期分布

q(0) = (q
(0)
v ) ∈ [0, 1]V と遷移確率行列 Q = (quv) ∈

[0, 1]V ×V を持つものとする．すなわち，任意の v ∈ V

に対して

µ(X0(ω) = v) = q(0)
v かつ

∑
v∈V

q(0)
v = 1.

また，任意の i ∈ N と u, v, x0, x1, · · · , xi−1 ∈ V に

対して，

µ(Xi+1(ω) = v|X0(ω) = x0, · · · ,Xi(ω) = u)

= µ(Xi+1(ω) = v|Xi(ω) = u) = quv

かつ，任意の u ∈ V に対して∑
v∈V

quv = 1

が成り立つ．

ここで，Ωの元は，G = (V,E)上のランダムウォー

クのパスなので，一般性を失うことなく次の 2つの条

件を仮定できる：

v ∈ N(u) =⇒ quv > 0
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かつ

v /∈ N(u) ∪ {u} =⇒ quv = 0.

よって，以後は扱う測度のクラスを

M+(Ω) =
{
µ ∈ M(Ω)

∣∣ quv > 0 if v ∈ N(u)

かつ quv = 0 if v /∈ N(u) ∪ {u}
}

に制限して議論する．定義により，任意の µ ∈ M+(Ω)

に対して，

µ
({

ω = (ω0, ω1, · · ·) ∈ Ω
∣∣ ∃k ∈ N

such that (ωk−1, ωk) /∈ E
})

= 0

が成立する．すなわち，途中で隣接しない頂点が並ぶ

ω 全体の測度は 0 である．

ω = (ω0, ω1, · · ·) ∈ Ω と v ∈ V に対して

σv(ω) = inf
{
i ∈ N | Xi(ω) = v

}
とする．定義よりすべての µ ∈ M+(Ω) と v ∈ V に

対して，

µ
(
{ω ∈ Ω | σv(ω) < ∞}

)
= 0

が成立する．以上の定義に基づき，与えられたグラ

フ G = (V,E) と µ ∈ M+(Ω) に対して s から

t(s, t ∈ V )への mean hitting time Hµ(s, t) を次の

ように定義する．

Hµ(s, t) = Eµ

[
σt(ω) | X0(ω) = s

]
.

このとき，Hµ(s, t) < ∞ である．また，一般に

Hµ(s, t) �= Hµ(t, s) である．

4.2 アルゴリズムの評価手法

アルゴリズムの評価には，マルコフの不等式8)を用

いる．グラフ G = (V,E) と s, t ∈ V，r > 0 に対し

て，マルコフの不等式により，

µ|s
(
{ω ∈ Ω | σt(ω) ≥ rHµ(s, t)}

)
≤ 1

r

が成立する．ただし，µ|sは µを {ω ∈ Ω |X0(ω) = s}
へ制限した確率測度とする．f を，頂点数 |V |と辺の
数 |E|で決まるランダムウォークの繰返し回数を与え
る関数とする．このとき，

Hµ(s, t) ≤ f(|V |, |E|) for any s, t ∈ V (1)

が成り立つならば，2頂点が連結かどうかを任意の精度

で判定するのに必要な計算量は O(f(|V |, |E|) log |V |)
である3)．よって，本論文では，式 (1)が成り立つとき

に，単に，頂点 s，tの連結性は，O(f(|V |, |E|) log |V |)
で判定可能という．

4.3 ランダムウォークの遷移規則

本論文では，遷移確率 P = (puv) ∈ [0, 1]V ×V，
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(a) µ̃ (b) µ̂

図 2 2 つの遷移規則
Fig. 2 Two transition rules.

P̂ = (p̂uv) ∈ [0, 1]V ×V がそれぞれ

puv =

{
1/deg(u) if v ∈ N(u),

0 otherwise,
(2)

p̂uv

=




min
{

1

deg(u)
,

1

deg(v)

}
if v ∈ N(u),

1− ∑
w∈N(u)

p̂uw if u = v,

0 otherwise.

(3)

で与えられる 2 種類のランダムウォークを扱う．た

だし，初期分布はそれぞれ p(0) = (p
(0)
v ) ∈ [0, 1]V，

p̂(0) = (p̂
(0)
v ) ∈ [0, 1]V とおく．また，式 (3)は無向

グラフの場合のみを扱うが，式 (2)に関しては，有向

グラフの場合も扱う．有向グラフの場合，式 (2)の設

定は次のように解釈する．

puv =

{
1/deg+(u) if v ∈ N+(u),

0 otherwise.
(2′)

以後，遷移確率が式 (2)または式 (2′)で与えられるマ

ルコフ測度を µ̃と記す．また，式 (3)で与えられるマ

ルコフ測度を µ̂ と記す．明らかに µ̃, µ̂ ∈ M+(Ω) で

ある．本質的でない議論を避けるため，以降の議論で

は遷移確率行列が非周期的な場合のみを扱う．式 (2)

および式 (2′) は隣接する頂点へ等確率で遷移すると

いうもので，グラフ上のランダムウォークを扱う場合

に標準的に使われる設定3)∼8) である．一方，式 (3)

は，文献 10)で扱われた設定で，図 2 のように遷移

確率がつねに対称になるように式 (2)へ修正を加えた

ものである．

定義から明らかなように，P̂ は重確率行列になる．

それゆえ，式 (3)の設定では定常分布がつねに一様に

なる10)．

4.4 無向グラフの場合

設定 (2)に対して，次の事実が知られている3),6),8)．

定理 1 G = (V,E) を連結な無向グラフとする．

このとき，任意の s, t ∈ V に対して，
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Hµ̃(s, t) ≤ |V ||E|
が成り立つ．

定理 1 は O(|V |3 log |V |) の試行で，2 頂点の連

結性が判定できることを意味している．次に，設定

(3)の遷移規則を用いた場合の mean hitting timeの

評価行う．文献 10)の中で，同じ遷移規則での cover

time3)∼5),8),10) の評価を行っているが mean hitting

time Hµ̂(s, t) に関する評価は，著者らが知りうる限

りは存在しない．

定理 2 G = (V,E)を連結な無向グラフとする．こ

のとき，任意の s, t ∈ V に対して，

Hµ̂(s, t) ≤ 2|V |(3|V | − 2)

が成り立つ．

定理 2 は O(|V |2 log |V |) の試行で，2頂点の連結

性が判定できることを意味している．よって時間計算

量に関しては，Aleliunasらが提案する遷移規則 (2)

より (3)の方が有利である．

定理 2 の証明 Hµ̂(u, v) の定義から，

Hµ̂(u, v) =
∑
w∈V

p̂uwHµ̂(w, v)

−p̂uvHµ̂(v, v) + 1 (4)

が成り立つ．P̂ が重確率行列であることから，∑
u∈V

Hµ̂(u, v)

=
∑
u∈V

∑
w∈V

p̂uw(1 +Hµ̂(w, v))

−
∑
u∈V

p̂uvHµ̂(v, v)

=
∑
u∈V

∑
w∈V

p̂uw +
∑
w∈V

Hµ̂(w, v)−Hµ̂(v, v)

なので，任意の v ∈ V に対して

Hµ̂(v, v) =
∑
u∈V

∑
w∈V

p̂uw = |V | (5)

が成り立つ．式 (4) において，u = v とすると，

w /∈ N(v) ∪ {v} のとき p̂vw = 0 であるから，

Hµ̂(v, v) = 1 +
∑

w∈N(v)

p̂vwHµ̂(w, v)

>
∑

w∈N(v)

p̂vwHµ̂(w, v)

が成り立つ．よって，u ∈ N(v) ならば，

Hµ̂(v, v)

> p̂vuHµ̂(u, v)

=
(
max

{
deg(u),deg(v)

})−1

Hµ̂(u, v)

を得る．a, b > 0 ならば max{a, b} ≤ a + b だから，

式 (5)とあわせて，任意の v ∈ N(u) に対して

Kn/2
s t

Ln/2

図 3 Lolli-popグラフ
Fig. 3 A lolli-pop graph.

Hµ̂(u, v) ≤
(
deg(u) + deg(v)

)
|V |. (6)

ここで，s �= tである任意の s, t ∈ V に対して，次の

ような sと tを結ぶ最短の経路（経路の長さは �）を

考える：

s = v0, v1, · · · , v� = t.

この経路が最短経路であることから，任意の i，j (0 ≤
i < j ≤ �, i+ 2 < j) に対してつねに(

N(vi) ∪ {vi}
) ⋂ (

N(vj) ∪ {vj}
)
= ∅

が成り立っている．よって，� > 2 の場合に

�∑
i=0

deg(vi) < 3|V | − 2 (7)

を得る．また，この不等式は � ≤ 2 の場合も明らかに

成り立っているので，式 (7)はつねに成り立つことが

分かる．式 (6)と式 (7)により，任意の s, t ∈ V に対

して

Hµ̂(s, t) ≤
�−1∑
i=0

Hµ̂(vi, vi+1)

≤ 2|V |
�∑

i=0

deg(vi) < 2|V |(3|V | − 2)

となり定理を得る． ✷

定理 1 および定理 2 は，オーダとしては最良の評

価である．たとえば，次のような例がある．図 3 は，

lolli-pop8)と呼ばれるグラフである．lolli-popは，頂

点数 n/2 の完全グラフ Kn/2 のいずれかの頂点に頂

点数 n/2 の線グラフ Ln/2 が接続したグラフである．

今，図 3 に示すように，頂点 s を線グラフと完全グ

ラフの切断点とし，頂点 tを線グラフのもう一方の端

点とする．このとき，

Hµ̃(s, t) = Θ(n3)

が成り立つ6),8),10)．すなわち定理 1 の評価は，オー

ダとしては最良の評価である．一方，

Hµ̂(s, t) = Θ(n2)

であり，定理 2 の設定において cover timeのオーダ

が真に小さくなることが知られている10)．



Vol. 43 No. SIG 7(TOM 6) 確率的なグラフ連結性判定アルゴリズム 57

4.5 有向グラフの場合

この節では，有向グラフの場合を議論する．ランダ

ムウォークを用いて連結性を判定するアルゴリズムに

おいて，有向グラフを扱ったものは，著者らが知る限

り存在しない．

以後は，G = (V,E) を単純有向グラフで，かつ強

連結であるものとする．次の定理は，グラフの直径と

正の次数に上界を仮定すると，O(|V |2 log |V |)の試行
で，2頂点の連結性が判定できることを意味している．

定理 3 G = (V,E)を連結な有向グラフとする．こ

のとき，任意の s, t ∈ V に対して，

Hµ̃(s, t) ≤ deg+(G)D(G)+1|V |2

が成り立つ．

定理 3 の証明 Hµ̃(v, v) の定義から，

Hµ̃(v, v) = 1 +
∑

w∈N+(v)

pvwHµ̃(w, v)

である．w ∈ N+(v)のとき，pvw ≥ 1

deg+(G)
なので，

∑
w∈N+(v)

Hµ̃(w, v) ≤ deg+(G)Hµ̃(v, v)

が成り立つ．s から t へのパスを

s = v0, v1, · · · , v� = t

とすると，G の強連結性と不等式

Hµ̃(x, y) ≤ Hµ̃(x, z) +Hµ̃(z, y)(x, y, z ∈ V )

により，

Hµ̃(s, t) ≤
�−1∑
i=0

Hµ̃(v�−i, v�−i−1)

≤
∑
y∈V

∑
x∈N+(y)

Hµ̃(x, y)

≤ deg+(G)
∑
y∈V

Hµ̃(y, y)

が任意の s, t ∈ V に対し成立する．ここで，µ̃の定常

分布を π = (πx) とすると，任意の x ∈ V に対して

πxHµ̃(x, x) = 1 だから，任意の s, t ∈ V に対して，

Hµ̃(s, t) ≤ deg+(G)
∑
x∈V

π−1
x (8)

が成り立つ．

また，y ∈ N+(x) とすると，

πx =
∑

w∈N−(v)

πw

deg+(w)
≥ πy

deg+(G)

である．ここで，πvmax = max
u∈V

πuを満たす vmax ∈ V

に対して vmax から x への最短路を

vmax = v0, v1, · · · , v� = x

とすると，πvmax ≥ 1/|V | なので
πx ≥ π�−1

deg+(G)
≥ · · · ≥ πvmax

deg+(G)�

≥ 1

deg+(G)D(G)|V | .

よって式 (8)とあわせると，任意の s, t ∈ V に対して

Hµ̃(s, t) ≤ deg+(G)D(G)+1|V |2

を得る． ✷

5. ま と め

本論文では，グラフ全体の構造を保持しないでグラ

フの連結性を判定するための，確率的なアルゴリズ

ムについて考察した．その結果，前処理が可能な状

況ならば従来知られていた判定方法より少ない手間

O(|V |2 log |V |) で連結性を判定できることを示した．
また，有向グラフの場合，従来の手法での手間の評価

を行った．そして，グラフの直径と正の次数に上界を

仮定すると，同様に O(|V |2 log |V |) の手間で連結性
が判定できることを示した．
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