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並列二閾値素子系による市場のモデル化とそのベキ則性

小 崎 元 也† 佐 藤 彰 洋†

金融市場の価格時系列は，価格変動の間欠性と価格変動の分布のベキ則性という特徴的な性質を有
することが知られている．この 2 つの特徴を説明する数理モデルとして，並列二閾値素子系モデルを
提案する．まず，このモデルの数値シミュレーションを実行して価格時系列の統計的性質がある程度
再現されることを確認し，さらに価格変動の分布のベキ指数（揺らぎの激しさの尺度）がモデルのパ
ラメータに依存することを示す．次に，系のサイズが十分大なるときに価格変動が従う時間発展方程
式を導出し，価格変動の間欠性とベキ則性の存在がこの時間発展方程式によって説明できることを示
す．最後に，この時間発展方程式が近似的に乗算ノイズと加算ノイズの両方を持つ線形な確率過程で
表せることを示し，ベキ指数とモデルのパラメータとの関係を理論的に明らかにする．

Modeling Financial Markets Based on the Arrayed Bithreshold
Noisy Devices and Their Power-law Scaling

Motoya Kozaki† and Akihiro Sato†

In this paper, we propose a mathematical agent-based model of financial markets, an arrayed
bithreshold noisy devices model, which has two important statistical properties of markets:
intermittency of price changes and power-law scaling in distributions of price changes. First,
we performed numerical simulations of the agent model and confirmed that the statistical fea-
tures of the model are similar to empirical ones. Second, we derived an equation of the price
changes which is valid for efficiently large system size and found that the equation can explain
both the intermittent behaviour and the power-law scaling of the distributions. Finally, by
linear approximation of the equation, we clarified a relation between power-law exponents
and model parameters.

1. 緒 論

統計物理学の分野では，これまで相互作用する多体

系の研究に関心がはらわれてきた．磁性体や液体論，

近年では自己組織化臨界やカオスなどがその一例であ

る．近年，これらの研究で得られた知見を生物システ

ム，社会システムに適用する研究が活発に行われてい

る．特に社会システムの領域において，金融市場は，

市場の電子化により取引記録のデータベースが整備

され統計的分析に耐えうる量のデータの蓄積が可能に

なったことから，多くの研究者の関心を集めている．

近年の研究で，統計的手法を用いたデータ解析がな

された結果，価格時系列が以下の統計的性質を持つこ

とが明らかになった1),2)．

( 1 ) 価格の収益率（または対数差分）の確率密度関

数の裾野が，ベキ則に従う．

( 2 ) 価格変動の絶対値（Volatility）には長期の相関，
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すなわちいったん激しい価格変動が起こると長期間

にわたって比較的大きな価格変動が続くことが知ら

れており，“Volatility Clustering”と呼ばれている．

この現象は，カオス3) の on-off 間欠性4),5) との類

似性から，変動の小さな区間（laminar phase）中

に断続的に短期間の激しい変動が続く区間（chaotic

burst）が現れるものと見ることができる．

これら金融市場に特徴的な統計的性質を説明する数

理モデルとして，これまでに以下のようなモデルが提

唱されてきた．

Isingモデル6)～9) エージェントを (+1,−1) の 2方

向を持つスピンで表現し，エージェントの方向の総

和を超過需要に対応付け，価格変動を表現するモデ

ル．エージェントの方向は，他のエージェントの方

向の影響を受けながら確率的に決定される．

決定論的ディーラモデル10) 過去の市場価格の影響

を受けながら，決定論的に売買価格を決めるエー

ジェントからなるモデル．売買が成立したエージェ

ント間の取引価格が市場価格になる．

マイノリティゲーム11) 少数派の売買行動をとった
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エージェントが利得を得る市場において，過去一定

期間の市場価格の履歴に基づく戦略を用いるエー

ジェント同士が利得を競うゲーム．

これらのモデルの多くでは，エージェントは「買い」

または「売り」いずれかの状態をとるとし，主に市場

の価格変動に着目している．しかし，市場の統計的性

質を分析するうえでは，価格変動だけでなく，市場の

活況度も重要視される．市場の活況度に着目した場合，

「買い」「売り」だけでなく，取引をしない「待ち」と

いう状態も考慮する必要がある．「待ち」を考慮した

モデルについては，これまでマイノリティゲームを拡

張したモデルが提案されているが12)，解析的に扱いや

すいモデルは少ない．

本稿では，買い，売り，待ちの 3状態を考慮し，外

部からの入力がある閾値を超えたときに売買行動を起

こすエージェントからなる市場モデルを考察する．市

場価格は，Ising モデルと同様，エージェントの行動

の総和（超過需要）によって決まるとし，エージェン

トは市場外からの情報と，市場価格のフィードバック

の下で行動を決めるとする．このようなモデルを，時

間変化するフィードバックを持つ並列二閾値素子系に

よって実現する．なお並列（二）閾値素子系は，アナ

ログ–デジタル変換器（ADC）や，生物の感覚器など

のモデルとして考えられ，主に確率共鳴の分野で研究

されている体系である13)．

2. 市場の並列二閾値素子系モデル

本章では，まず市場のモデルを構築するうえで前提

となる市場の基本原理といくつかの仮定を，経済学の

観点を交え導入する．そのうえで，次章以降考察の対

象となる並列二閾値素子系による市場のモデル化の方

法を述べる．

2.1 市場の基本原理と仮定

N 人のエージェントが参加する市場を考える．簡単

のため，本稿で考察する市場では単一の資産（証券，

為替など）のみが取引されているものとする．この市

場において，各エージェントは時刻 t = 1, 2, . . . に

買い，売り，待ちのいずれかの投資行動をとるものと

する．

古典的な経済理論によれば14)，市場における資産

の価格は，市場参加者の資産に対する需要と供給に

より決定される．特に価格変動に関しては，一般に，

時刻 t における「買い」（需要）の総数を D(t)，「売

り」（供給）の総数を S(t) とすると，単位時間後の

収益 R(t) ≡ [P (t + Δt) − P (t)]/P (t) は超過需要

D(t) − S(t) に比例する，すなわち

R(t) ≡ ΔP (t)

P (t)
∝ D(t) − S(t). (1)

あるいは価格の対数の差は超過需要に比例する，すな

わち

log P (t + Δt) − log P (t) ∝ D(t) − S(t) (2)

なる関係が成立するとされている．この関係を用いて，

「市場価格」をエージェントの超過需要によって変動

するものと定義する．

市場に参加するエージェントの行動は，(i) 市場の

価格変動，(ii)市場外部の経済・社会状況，(iii)エー

ジェントの心の揺らぎ，に支配されていると考え，そ

れ以外の要素は考えない．以下で，これらの要素につ

いて詳しく説明する．

まず，現実の市場では保有資産の値上がり（値下が

り）に対して利益（損失）確定の売りをしたり，現在

の資産価格は実際の資産価値より安いと考えて資産を

買うなど，市場参加者の投資行動は資産価格の動きに

応じて決まるものと見るのが自然である．本稿ではこ

の最も単純な場合として，直前の価格変動に影響を受

けて投資行動を決定するエージェントからなる市場を

考えていく．

次に，市場における資産の価値は，単に市場内部の

力学のみによって決定するものではなく，株式であれ

ば企業そのものの健全性や成長性，あるいは当該産業

を取り巻く政治・経済状況など市場外部の要素にも大

きく左右される．市場のモデル化に際しても，一般に

はこのような外的要素を無視することはできない．た

だし，金融市場のモデルを定性的に解析する場合には，

定常状態の市場を考えれば十分であるため，外的要素

はしばしば無視される．これから定式化するモデルに

おいても，定性的な議論を進める際には，外的要素を

無視して解析を進めることにする．

最後に，個々の市場参加者の意思決定は，一定のルー

ルに従いながらも，情報の不確実性や判断の不確実性

によってある程度の揺らぎを内包するものと考えられ

る．そのような各エージェントに固有の判断揺らぎは，

互いに独立で無相関なノイズによって表すことにする．

2.2 並列二閾値素子系によるモデル化

以上の議論を基に，並列二閾値素子系を用いた市場

のモデルを構築する．図 1 に並列二閾値素子系のブ

ロック線図を示す．この系は並列に配置された N 個

の二閾値素子からなり，各素子には共通の信号 s(t)が

入力される．並列配置された二閾値素子は，互いに独

立に 3つの投資行動のいずれかを行うエージェントに

対応し，それらに対し共通の信号が入力されることは，

エージェントが市場外部から同一の情報を受け取るこ
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図 1 並列二閾値素子系のブロック線図
Fig. 1 A system of arrayed bithreshold devices

とに対応する．

各素子は，固有のノイズ源 ξi(t)（エージェント固

有の判断の揺らぎ）および系全体の出力からのフィー

ドバック zi(t)（価格変動に対するエージェントの応

答）を有する．したがって，素子 i への入力は，入力

信号 s(t) とそれらの和

xi(t) = s(t) + ξi(t) + zi(t) (3)

で表される．ここで，ノイズ源は全素子で独立同分布

かつ時間的に無相関な確率変数 ξi(t) ∼ N (0, σ2) と

仮定する．

入力 xi(t) に対する素子 i の出力は，閾値 θi に対

して，

yi(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

+1, xi > θi

0, −θi ≤ xi ≤ θi

−1, xi < −θi

(4)

で与えられる．素子の出力はエージェントの投資行動

に対応し，yi の値 +1，0，−1 は，それぞれ「買い」

「待ち」「売り」の投資行動を表す．

系全体の出力は，素子の出力の算術平均

YN (t) =
1

N

N∑
i=1

yi(t) (5)

である．これは個々のエージェントの投資行動の平均

であるから，市場における需要と供給の差，すなわち

超過需要を表している．したがって，式 (1)あるいは

式 (2)により，YN (t) は価格変動に比例する量である．

素子 i へのフィードバックは，

zi(t) = ai(t)YN (t − 1) (6)

で与えられる．これは，前節で議論した市場参加者の

行動が過去の価格変動に影響を受けることを表現して

いる．エージェントは価格変動，すなわち超過需要に

秩序化されると考えている（YN は秩序化パラメータ

の 1つといえる）．また，係数 ai(t) が時間依存であ

るのは以下の理由による．

市場の雰囲気を表現した強気相場，弱気相場という

言葉が示すように，市場参加者間で共有された市場状

況に対する評価次第で，市場参加者の価格変動に対す

る評価は変化する．つまり，異なる時点で同量の価格

変動が起こったとしても，その時点での市場状況が異

なれば，エージェントが平均的に異なる振舞いを示す

ことが予想される．したがって，エージェントにとっ

ての価格変動の重みは，時間依存する変数と見なすこ

とができる．

実際には，この重みは市場内外のさまざまな要素に

依存した量と考えられるが，時間変化の極限的状況と

して，ある種の単純な確率過程と見なすことは意味が

あると考え，ここでは以下のように仮定する．

ai(t) = aζ(t) + biηi(t), i = 1, . . . , N (7)

ここで ζ(t) および ηi(t), i = 1, . . . , N は，互いに独

立で区間 (−1, 1) の一様分布に従う，時間的に無相関

な確率変数とする．また，a はエージェントに共通の

揺らぎ（エージェント間の相互作用に起因するものと

考える）の強度，bi はエージェント i の共通の揺らぎ

からのずれの強度を表現している．

3. 数値シミュレーション

前章で定式化した市場のモデルを計算機上に実装し，

数値シミュレーションを行った．

3.1 時系列標本

はじめに，少数エージェント（N = 50）と多数エー

ジェント（N = 5000）の場合それぞれにおける，モ

デルの価格変動 YN (t) の時系列標本を図 2 に示す．

モデルのパラメータは，σ = 1.0，a = 4.0，bi = 4.0

（i = 1, . . . , N），s(t) ≡ 0 とした．またエージェント

の閾値 θi は，すべて 1に規格化した．

少数エージェントの場合（図 2（上））は，つねに乱

雑に振動する YN (t) の時系列が得られたのに対し，多

数エージェント（図 2（中））の時系列では，|YN | � 1

での微弱な振動が続く状態の間に断続的に激しい振動

が突発するという，Volatility Clusteringに似た顕著

な間欠性が観測された．

この間欠性の出現は，エージェント数 N とエージェ

ントの不均質性の程度（bi（i = 1, . . . , N）により表

される）に依存する．N が小さいほど，間欠的な振

動は恒常的なノイズの中に埋没してしまう．またエー

ジェントの不均質性 bi が高いほど，間欠的な振動の

強さは小さくなる（図 2（下））．O(N) ≈ 103 程度に

N を大きくすると，恒常的なノイズは間欠的な振動

に比べて十分小さくなり，間欠性が明瞭に観察される

ようになることが分かった．
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図 2 価格変動の時系列標本（上：N = 50，bi = 4.0，中：
N = 5000，bi = 4.0，下：N = 5000，bi = 40.0）

Fig. 2 Samples of time series of YN (above: N = 50,

bi = 4.0, middle: N = 5000, bi = 4.0, below:

N = 5000, bi = 40.0).

3.2 確率密度関数

次に，多数エージェント（N = 5000）の場合の価

格変動の確率密度関数（度数分布）および累積分布を

計算した．ただし，確率密度関数が ρ(x) なるとき，

P (≥ |x|) ≡
∫ −|x|

−∞
ρ(x′)dx′ +

∫ ∞

|x|
ρ(x′)dx′(8)

を x の累積分布関数と呼ぶ．

計算の結果を図 3 に示す．図中の分布は，下か

ら a = 3.6(+, β = 1.8)，a = 4.2(×, β = 0.9)，

a = 5.8(∗, β = 0.2) の場合である（その他のパラ

図 3 価格変動の度数分布（上）と累積分布（下）
Fig. 3 A histogram (above) and a cumulative distribution

(below) of price changes.

メータは，図 2（中）と同じとした）．いずれの場合も，

おおよそ YN ≈ 10−2 から 1の範囲で，分布がベキ則

P (≥ |YN |) ∝ Y −β
N (9)

に従うことが分かる．ただし，YN (t) の値は (−1, 1)

に制限されているため，裾野が非常に厚い場合（図 3

では β = 0.2），|YN | 
 1 において確率密度が高くな

り，ベキ則から外れる．

4. 価格の時間発展方程式

前章では，並列二閾値素子系による金融市場のモデ

ル化を行い，数値シミュレーションによって，モデル

の価格変動の性質を調べた．本章では，N が十分大

なるときの価格変動を記述する時間発展方程式を導出

し，その時間発展方程式と On-off 間欠性との類似性

について検討する．

なお，以下のような理由から，本章ではエージェン

トの均質性を仮定して議論を進める．シミュレーショ

ンでは，不均質性の強さ bi を大きくすると，間欠性

が消滅することが確かめられた．しかし，現実の市場

で間欠性が観測されることから，現実の市場参加者の

間には，ある程度の均質性があると考えられる．また，
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エージェントの不均質性に対して，間欠性は比較的頑

健な現象であることも確かめられた．そのため，均質

性の仮定はそれほど厳しい制約とはならない．

4.1 時間発展方程式の導出

エージェントはすべて均質な性質を持ち，θi ≡ θ，

ai(t) ≡ aζ(t)，i = 1, . . . , N であると仮定する．今，

フィードバックを考えない入力 xi(t) = s(t) + ξi(t)

が素子 i に入力したとき，i の出力 yi(t) が +1，−1，

0 である条件付き確率は，それぞれ以下のようになる

（付録 A.1）．

P (+1|s) =
1

2
erfc

(
θ − s√

2σ

)
(10)

P (−1|s) =
1

2
erfc

(
θ + s√

2σ

)
(11)

P (0|s) = 1 − P (+1|s) − P (−1|s) (12)

したがって，

〈y〉 ≡ 〈yi|s〉 (13)

=
1

2
erfc

(
θ − s√

2σ

)
− 1

2
erfc

(
θ + s√

2σ

)
. (14)

ところで，系全体の出力 YN (t) について，

〈YN (t)〉 = 〈y〉 (15)

σ2
YN

=
1

N

(
〈y2〉 − 〈y〉2

)
(16)

であるから，N が十分大きければ YN (t) ≈ 〈y〉 と
見なせる．改めてフィードバックを考慮し，s(t) →
s(t) + aζ(t)YN (t− 1) と置き換えることで，YN (t) に

関する時間発展方程式

YN (t) = f(s(t) + aζ(t)YN (t − 1)) (17)

を得る．ただし，

f(x) =
1

2
erfc

(
θ − x√

2σ

)
− 1

2
erfc

(
θ + x√

2σ

)
(18)

である．

4.2 近似の有効性

YN (t) の時間発展方程式 (17)が，元のモデルの出

力を近似していることを確認するため，数値計算を実

行した．

図 4に，式 (17)の時系列標本を示す．パラメータは

θ = 1.0，σ = 1.0，a = 4.0，入力信号は s(t) = hχ(t)

とした（χ(t) は区間 (−1, 1) の時間的に無相関な一様

乱数，h = 0.02）．

ここで，s(t) �≡ 0 としたのは以下の理由による．式

(17)の近似では，エージェント数を N → ∞とするた
めに，N が有限ならば必ず残るはずのエージェントの

不確実性に起因する揺らぎが消失してしまう．ところ

が，エージェントの加算的な揺らぎが消失すると，モ

デルの性質が質的に変化してしまう15) ため，式 (17)

図 4 価格変動の時系列標本（近似）
Fig. 4 A sample time series of YN (approximated).

の下では加算ノイズの s(t) を入力することが不可欠

である．

図 4 と数値シミュレーションの時系列標本（図 2

（中））と比較すると，式 (17)の時系列は，N が十分

大なるときのモデルの価格変動をうまく近似している

ことが分かる．

次に，この時系列の YN の度数分布を示す（図 5）．

図 3 (下)と図 5 について，パラメータ σ，a が等しい

分布どうしを比較すると，ほぼ同じベキ指数になるこ

とが確認できる．

なお，図 5 (a)はエージェントの揺らぎの大きさを

σ = 1.0 に固定して a と h を変化させたときの度数

分布の変化を見た図，図 5 (b)は，フィードバック係

数 a を固定して，σ を変化させた図である．両図か

ら，ベキ指数はパラメータ σ と a どちらにも依存し

て変化することが分かる．

4.3 On-off間欠性との類似性

図 4 に見られる，長時間の静的な状態と断続的な短

いバーストからなる時系列の振舞いは，カオスの研究

で on-off 間欠性として知られる現象に非常によく似

ている．ここでは時系列のダイナミクスを支配する 1

次元写像に着目して，この類似性について考察する．

On-off 間欠性を示す最も単純な系は，以下の 1 次

元写像で記述される．

y(t + 1) = z(t)f(y(t)) (19)

ここで，f は f(0) = 0，∂f(y)/∂y|y=0 �= 0 を満た

す有界な関数，z(t) は y(t) に依存しないカオス過程

または確率過程である5)．式 (17)の場合，y(t + 1) =

f(z(t)y(t)) の形をしているが，これは式 (19)と同系

の写像であることが示せる（付録 A.2）．式 (18) は

f(0) = 0 を満たし，

∂f

∂x
=

1√
2πσ

[
e
− (θ−x)2

2σ2 + e
− (θ+x)2

2σ2

]
(20)



60 情報処理学会論文誌：数理モデル化と応用 Oct. 2007

(a) σ 固定（σ = 1.0） (b) a 固定（a = 4.2）

h = 10−3，a = 3.6 (+, β = 1.95);

h = 10−2，a = 3.6 (×, β = 1.95)，a =

4.2 (∗, β = 0.9)，a = 5.8 (�, β = 0.02)

h = 10−2, σ = 0.7(+, β = 2.0), σ =

1.0(×, β = 0.9), σ = 1.5(∗, β = 1.7)

図 5 価格変動の度数分布（近似）
Fig. 5 Histograms of price chages (approximated).

図 6 1 次元写像の比較（上：f(aYN (t))，下：tanh y(t)）
Fig. 6 1-dimensional map of f(aYN (t)) (above) and

tanh y(t) (below). Beware of similarity between the

two maps.

より ∂f/∂x|x=0 �= 0，また単調性と limx→±∞ f(x) =

±1 より有界性も明らかであるから，式 (17)は on-off

間欠性に属する 1次元写像系である．また，Ho�lystら

の Isingモデル7) の 1次元写像

y(t + 1) = tanh [aξ(t)y(t) + hζ(t)] (21)

と，式 (18)の写像 f(x) とを，ある適当なパラメータ

の下で比較すると，よく似た形をしていることが分か

る（図 6）．両者はいずれも |y| � 1 で線形，|y| ≈ 1

で飽和状態を持つ写像系であり，その時系列は，on-off

間欠性を示すだけでなく，時系列の累積分布の裾野の

部分（図 5 参照）がベキ則性を持つという特徴を有し

ている．

5. ベキ指数のパラメータ依存性

5.1 線形近似によるベキ指数の導出

4.2 節後半で，時間発展方程式 (17) の出力 YN (t)

の累積分布の裾野がベキ則に従うこと，ベキ指数が系

のパラメータ a，σ に依存することを確認した．この

ベキ指数とパラメータ a，σ の関係を，ランダム乗算

過程の手法を用いて明らかにする．

|aζ(t)YN (t− 1) + s(t)| � 1 なるとき，YN (t) の時

発展方程式 (17) を YN (t − 1) = 0 の周りで展開し，

次の線形化方程式を得る．

YN (t) = af ′(0)ζ(t)YN (t − 1) + f ′(0)s(t)

+O(Y 2
N (t − 1))



√

2

π

a

σ
e
− θ2

2σ2 ζ(t)YN (t − 1)

+S(t) (22)

ただし，S(t) は YN (t) の 2次以上の項と s(t) の項を

まとめたもので，仮定より S(t) � 1 である．

式 (22) は，ランダム乗算過程と呼ばれる以下の形

の離散型 Langevin方程式と同型である．

x(t + 1) = b(t)x(t) + f(t) (23)

ランダム乗算過程は，非線形系の解析にたびたび現

れる確率過程であり，次のような性質が知られている．

(i)一般に，分布の裾野がベキ則に従う，(ii)ベキ指数
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図 7 β-等高線
Fig. 7 β-Contour on σ-a plane.

の値は乗算ノイズの統計的性質によって決まり，加算

ノイズにはよらない．

式 (23) のランダム乗算過程が定常分布を持つ場合

に，乗算ノイズとベキ指数の間に以下の関係が成り立

つことが知られている（付録 A.3）．

もし x(t) が t → ∞ で定常分布を有するならば，そ
のベキ指数 β は，

〈|b(t)|β〉 = 1, 0 < β < 2 (24)

で与えられる．

今の場合 b(t) ≡
√

2/π(a/σ) exp(−θ2/2σ2)ζ(t) で

あるから，

〈|b(t)|β〉 = 1 (25)

⇐⇒
[√

2

π

a

σ
e
− θ2

2σ2

]β

〈|ζ(t)|β〉 = 1 (26)

⇐⇒
√

2

π

a

σ
e
− θ2

2σ2 = (1 + β)
1
β (27)

を得る．

5.2 β-等高線図

式 (27) で得られたベキ指数とパラメータ σ，a の

関係から，β を σ，a の関数と見て σ–a 平面上に等

高線で示したのが，図 7 である．

この等高線図の有効性を検証するため，図 7 中に示

した点 a，b，c，d，eそれぞれにおける度数分布と累

積分布を調べた（図 8）．図中の実線は，式 (27)から

求めたベキ則 P (≥ |YN |) ∝ Y −β
N を描いたものであ

る☆．これを見ると，点 a～dでは線形近似により求め

たベキ指数が，実際の累積分布のそれと高い精度で一

致することが分かる．ところが，点 eでは数値シミュ

☆ ただし，ベキ則性を示す領域の外側にあたる点 b では，適当に
スケーリングした Gauss 分布をあてはめた．

(a) (b)

(c) (d)

(e)

図 8 β-等高線図上の点における実際の度数分布．(a) σ = 1.0，
a = 4.2，(b) σ = 1.0，a = 2.0，(c) σ = 1.6，a = 4.2，
(d) σ = 1.0，a = 5.6，(e) σ = 0.7，a = 4.2

Fig. 8 Histograms of price changes by numerical simula-

tions at the points (a) ∼ (e) on β-contour map.

“−” 指数的減衰（Gauss 分布的）
“+” ベキ分布
“×” 「2 重」のベキ分布

図 9 線形近似の適用可能範囲
Fig. 9 The applicable region of the linear approximation.

レーション結果は 2つのベキを持つような累積分布を

示しており，線形近似によるベキ則とは一致しない．

5.3 線形近似の適用可能範囲

図 8 (e)のような 2つの傾きを持つ分布は，σ が 1よ

り小さい領域で現れることが予想される．これを確かめ

るため，実際の数値シミュレーションから求めた累積分

布と，ランダム乗算過程に近似して求めたベキ指数との
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一致が成り立つ条件を，0.3 < σ < 1.9，2.0 < a < 7.8

の範囲で調べた．なお，ここではエージェントは均質

的であるとしている（bi = 0（i = 1, . . . , N））が，不

均質性を導入しても結果に相違は見られなかった．

図 9 にその結果を示す．図中の “×”で示した点が，

2つの傾きを持ついわば「2重」のベキ則性を示す分

布を観測した点である．これに着目すると，σ < 0.8，

1 < β < 3 の領域で 2つの傾きを持ったベキ分布が観

測されることが分かる．

6. 議 論

本章では，モデルのベキ則性に関して 2つの議論を

行う．すなわち，(i) on-off 間欠性とベキ則性の関係

について議論し，(ii)シミュレーション結果と線形近

似によって求めたベキ指数の差異の原因について考察

する．

6.1 On-off間欠性とベキ則性の関係

まず，4.3 節で述べた on-off間欠性と前章のベキ則

性との関係について述べる．

On-off間欠性は，系の安定性パラメータが何らかの

変数によって揺らぐことで，断続的にバーストが起こ

るという系であった．バーストが起こるためには，パ

ラメータを支配する変数の揺らぎの平均的強さがある

臨界点を超えなければならない．

式 (17)のような

y(t + 1) = f(z(t)y(t)) (28)

という形の 1次元写像形の場合，系の臨界点は

〈ln z〉 > 0 (29)

で与えられ，z(t) がこの統計的性質を満たすならば，

式 (28)の系は on-off間欠性を示す（付録 A.2）．

今の場合，ζ(t) は区間 (−1, 1) の一様乱数であるか

ら，〈ln z〉 = ln (af ′(0)) − 1．すなわち，系が不安定

性を示す（間欠性を示す）パラメータの臨界点は，

af ′(0) = e = 2.71828 . . . . (30)

ところが，本文では s(t) �≡ 0 としているため，厳密

には加算ノイズを持った on-off間欠性の系になってい

る．このような系においては，臨界点が af ′(0) = 1

となることが知られている15)．式 (27)と

(1 + β)
1
β → 1, β → ∞ (31)

より，af ′(0) = 1 なる条件は図 7 における β → ∞
の漸近線に等しく，YN が間欠性を示すのは，この漸

近線より上側の領域になる．

このように間欠性が現れる領域と分布のベキ則性が

見られる領域とが一致するという結果は，一般の 1次

元写像系で成り立つことではなく，式 (17) 特有の性

質である．この性質が成立するためには，式 (28)に

おいて

(i) f(0) = 0, (32)

(ii)
∂f

∂x

∣∣∣
x=0

�= 0, (33)

(iii) O

(
∂2f

∂x2

∣∣∣
x=0

)
� 1, (34)

(iv) s(t) �≡ 0. (35)

という 4 つの条件が少なくとも必要であると考えら

れる．

6.2 線形近似の限界

前章では，4.2 節で見たベキ指数のパラメータ依存

性を，(i)時間発展方程式 (17)をランダム乗算過程と

近似的に見なしてベキ指数とパラメータの関係式を導

出し，(ii) σ-a 平面上のベキ指数等高線を描いた．図 7

は，ベキ指数はフィードバックの強さと素子に加える

ノイズの両方に依存することを示している．

式 (17)をランダム乗算過程と見なして求めたベキ指

数は，広い範囲でモデルのシミュレーション結果から

得られたベキ指数に一致する．しかしながら，5.3 節

で述べたように，β-等高線図上には，理論上のベキ指

数が数値シミュレーションの結果と一致しないような

領域も存在する．この領域では，両対数グラフ上で 2

つの傾きを持つ特徴的な累積分布が観測された．以下

で，この領域および分布の性質について考察する．

式 (27)の写像形の一例を図 10 に示す．このうち，

上は図 9 の 2 つの傾きを持つ分布の領域での写像

形，下はベキ則に従う領域での写像形である．図中

の実線は写像 YN (t + 1) = f(aYN (t)) を，破線は

YN (t + 1) = f(aYN (t)) の YN = 0 近傍での線形近似

を表す．この図から，図 9 の “+”で表した領域では

YN = 0 まわりの線形近似が大域的な写像の良い近似

となっていることが分かる．一方，“×”で表した領域

では YN = 0 まわりの線形近似が時間発展方程式の

局所的な近似にしかなっておらず，大域的な写像の形

と一致しないことが見てとれる．このことから，線形

近似によって導出したベキ指数がシミュレーション結

果と一致しないのは，図 10 に見られるような線形近

似の限界によるものと考えられる．

7. 結 論

本稿では，「買い」と「売り」に加えて「待つ」と

いう行動を考慮に入れた市場のエージェントモデルに

ついて考察した．

いくつかの市場に関する仮定の下，市場の並列二閾

値素子系モデルを導入し，数値シミュレーションと理
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図 10 時間発展方程式の写像形（上：σ = 0.7，a = 4.2，下
：σ = 1.0，a = 4.2）

Fig. 10 Defference between the maps producing power-law

tails (above; σ = 0.7, a = 4.2) and double-sloped

power-law tails (below: σ = 1.0, a = 4.2)

論的解析とによって，このモデルの価格時系列が間欠

性を有し，その分布の裾野がベキ則性を有することを

示した．

さらに，この双方の統計的性質が存在するための必

要条件を示した．それは以下のものである．

• フィードバックループが存在し，フィードバック
の強さが時間変化すること．

• 内性因子による不確実性あるいは外性因子による
不確実性のいずれかが少なくとも存在する．

本稿で定式化した単純なエージェントモデルを，現

実の市場に適用できるかは議論の余地があるが，金融

市場のベキ則揺らぎはフィードバックの強さだけでな

く，エージェントの意思決定の揺らぎの強さにも依存

している可能性がある．

また，時間変化するフィードバックを持つ並列二閾

値素子系は，金融市場のモデルだけでなく神経ネット

ワーク，ベキノイズ発生器などにも応用可能な系であ

る．したがって，5 章で明らかにした系のパラメータ

とベキ指数の関係は，これら並列二閾値素子系で記述

できるさまざまな系に対しても示唆に富む結果である

と考えられる．
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付 録

A.1 相補誤差関数

相補誤差関数は以下で定義される：

erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−u2
du. (36)

本文 4.1 節における素子の出力の条件付き確率

は，以下のように求められる13)．素子 i に xi(t) =

s(t) + ξi(t) が入力したとする．ただし，ξi(t) は標準

偏差 σ の Gauss分布に従う時間的に無相関な確率変

数である．このとき，素子 i が yi を出力する条件付

き確率 P (yi|s) は，以下のように表すことができる：

P (+1|s) =

∫ ∞

θ−s

ρ(ξi)dξi

=
1√
2πσ

∫ ∞

θ−s

e
− ξ2

i
2σ2 dξi

=
1

2
erfc

(
θ − s√

2σ

)
(37)

P (−1|s) =

∫ −θ−s

−∞
ρ(ξi)dξi

=
1√
2πσ

∫ ∞

θ+s

e
− ξ2

i
2σ2 dξi

=
1

2
erfc

(
θ + s√

2σ

)
(38)

P (0|s) = 1 − P (+1|s) − P (−1|s). (39)

A.2 時間発展方程式からの on-off間欠性の導出

本文 4.1 節の時間発展方程式 (17)，(18)が 1次元

写像系

y(t + 1) = z(t)f(y(t)) (40)

と同じクラスの on-off間欠性に属することは，以下の

ようにして分かる．

今，s(t) ≡ 0 として式 (17)を式 (40)の表式にあわ

せて

y(t + 1) = f(aζ(t)y(t)) (41)

と書く．これを YN = 0 の近傍で展開すると

y(t + 1)

= f ′(0)aζ(t)y(t) +
f ′′′(0)

3!
(aζ(t)y(t))3 + · · ·

(42)

f の写像形から明らかなように，固定点 y = 0 の

安定性は，たかだか 1次の項にのみ左右される．その

ため，Heagyらが式 (40)の場合に固定点 y = 0 の安

定性を論じたのと同じ手法を用いることができる5)．

z(t) = af ′(0)ζ(t) とおく．式 (42)における高次の

項を無視した場合の解は

y(t) = y0

t−1∏
s=0

z(s) (43)

である．したがって y(t) の漸近的挙動は

P (t) =

t−1∏
s=0

z(s) (44)

によって決まる．この両辺の対数をとって，

ln P (t) =

t−1∑
s=0

ln z(s) ∼ t〈ln z〉. (45)

ただし，最後は大数の法則によって成り立つとした．

これより，式 (43)の漸近的な解は

y(t) ∼ en〈ln z〉y0 (46)

である．

〈ln z〉 > 0 ならば，この解は平均的に見れば指数的

に発散するため，y = 0 は「平均的に」不安定固定

点となる．すなわち，y = 0 は一時的には安定たり

うるが，その近傍に有限時間以上とどまることができ

ず，いずれは不安定な状態に遷移して指数的に発散す

る（しかし f の有界性によって y(t) は 0-近傍に引き

戻され，長時間観察すると，この系は断続的にバース

トが発生する系になる）．

A.3 ランダム乗算過程

離散型 Langevin方程式

x(t + 1) = b(t)x(t) + f(t) (47)

について，x の定常分布がベキ則性 P (≥ |x|) ∝ x−β

を示すことが知られている．また，そのベキ指数 β に

ついて以下が成り立つ．
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〈|b(t)|β〉 = 1 (48)

ここでは，特性関数を用いた証明を述べる16)：

b(t)，f(t) の密度関数をそれぞれ W (b)，U(f) と

し，時間に独立と仮定する．x(t) の特性関数は，x(t)

の密度関数 p(x, t) に対し

Z(ρ, t) = 〈eiρx(t)〉 =

∫ ∞

−∞
eiρx(t)p(x, t)dx(49)

であるから，式 (47)の Fourier変換より，

Z(ρ, t + 1) = 〈eiρb(t)x(t)〉〈eiρf(t)〉
= Φ(ρ)

∫ ∞

−∞
W (b)Z(bρ, t)db (50)

を得る．ρ = 0 近傍で，定常分布の低次の項が

Z(ρ) = 1 − γ|ρ|β + · · · (0 < β < 2) (51)

の形（Lévy安定分布）に展開できると仮定する☆．こ

のとき，f(t) の分散が有限かつ Φ(ρ) が ρ の整ベキ

に展開できるとすると，

Z(ρ) = Φ(ρ)

∫ ∞

−∞
W (b)Z(bρ)db

= (1 + c1ρ + · · ·)
×

∫ ∞

−∞
W (b)(1 − γ|bρ|β+ · · ·)db (52)

式 (51)と式 (52)の係数を比較して，式 (48)を得る．

☆ これは ρ(x) ∝ |x|−(1+β)，すなわち x の確率密度関数がベキ
則に従うことを意味する．

(平成 18年 10月 5 日受付)

(平成 19年 1 月 25日再受付)

(平成 19年 2 月 27日再々受付)
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