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再帰プログラム部分計算のための停止性判定法

宋 立 　 † 二 村 良 彦†† Robert Glück††

本稿ではまず，部分計算に関する新しい停止性判定法である再帰条件法を提案する．再帰条件法は，
既存の停止性判定法である実引数法と同じく，同相埋め込み（homeomorphic embedding）関係を
利用した整列擬順序（well-quasi ordering）に基づく判定法である．実引数法が，実引数の文字列的
な順序に関する逆順を調べるのに対して，再帰条件法は，再帰呼出しが起こる場合の条件（再帰条件）
に関する指標の文字列的な逆順を調べる．したがって，両者とも，任意の部分計算を必ず止めること
のできる停止性判定条件であるが，止まるタイミングは同じとは限らない．どちらが先に止まるかは，
実行される部分計算によって異なる．しかし，再帰条件法は意味論的な情報をより多く持つ再帰条件
を用いるため，多くの場合に，実引数法よりある意味で都合良く止まることができる．本稿ではこの
2つの停止条件の利害得失について詳細に議論する．さらに，本稿では再帰条件法と実引数法の長所
を取り入れた混合法を提案する．混合法は，この両者の停止条件をともに満たす場合にのみ停止する
ので，いかなる場合でも両者よりも早く止まる可能性がない判定法である．

A Termination Condition for Partial Evaluation of Recursive Program

Litong Song,† Yoshihiko Futamura†† and Robert Glück††

In this paper, we present a new termination condition called recursion condition method
(RCM) to ensure the termination of specialization. Just like existing termination conditions
which we call as actual parameter method or APM, RCM is also a termination condition based
on well-quasi ordering using homeomorphic embedding. Compared with using the actual pa-
rameters of functions or procedures in APM, the recursion conditions invoking recursive calls
are used in RCM. If APM and RCM are used respectively in the specialization of a program,
the residual programs may be different for the different termination timing of the two termina-
tion conditions. Which termination condition makes specialization terminate earlier or later
differs according to source program. However, because RCM uses the recursion conditions
containing semantic information of a source program to some extent, it can often produce
more efficient residual programs than APM does. Furthermore, we can combine RCM with
APM into a new termination condition called combined method or CM. Only if the termi-
nation conditions of RCM and APM are satisfied simultaneously, the termination condition
of CM is satisfied, so CM will not allow specialization process to terminate earlier than both
RCM and APM.

1. は じ め に

部分計算は，原始プログラムとその計算に必要な実

引数の一部を受け取り，既知の値に関してプログラム

を特化したより効率の良いプログラム（剰余プログラ

ム）を生成するプログラム変換である．部分計算は，

本番計算にとっては一種の前処理であるので，実用的

には必ず停止させる必要がある．さらに理想的には，

我々が欲しい停止性判定法は，最適の剰余プログラム
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を最短時間で生成可能にするものである．

しかし，再帰プログラムの停止性判定が決定不能で

あるのと同じく，再帰プログラムの部分計算の停止性

判定問題も決定不能であるので，上記のような理想的

判定条件で決定可能なものは存在しえない．そこで現

実的には，できるだけ能率の良い剰余プログラムを，

できるだけ短い時間で生成することのできる，決定可

能な停止性判定法を発見する必要がある．

我々の調査の限りでは，既存の部分計算器は，停止

性判定法として限界終了法（bounded termination）

または実引数法（actual parameter）を利用している．

限界終了法は，部分計算の実行時間あるいは剰余プ

ログラムのサイズ等が所定の量を超えたら部分計算を

終了させる方法である．その方法に基づいた部分計算

は，原始プログラムの意味論的特徴とは無関係に早め
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に止まるか，あるいは不必要に部分計算をやりすぎる

ことにより，剰余プログラム最適化の機会を逃す場合

が多い（Cmix 1)，Similix 2)，Tempo 4)）．一方実引数

法は，原始（再帰）プログラムの実引数に基づいて整

列順序（WFO）あるいは整列擬順序（WQO）を定義

し，この順序に基づくある意味での逆順が再帰呼出し

の実引数として出現するまで部分計算を続けるもので

ある．それは文献 3)，9)，14)，15)，18)∼22)等の部

分計算器あるいは部分演繹器で使われた．また，部分

計算あるいは部分演繹等の動的停止性判定法として実

引数法を用いる際には，WQOがWFOより有力であ

ることが文献 14)において証明されている．文献 3)，

9)，14)，15)，19)∼22)では，そこで採用された対象

言語がそれぞれパターン・マッチ機能を持つ関数型言

語 Refalと論理型言語 Prologであるため，原始プロ

グラムの意味論的特徴の一部が引数に反映される．そ

のため，上述の部分計算器に関しては，実引数法は限

界終了法よりも比較的良いタイミングで停止可能であ

る．しかし，パターン・マッチ機能を持たない対象言

語に対しては，実引数法においても限界終了法と同様

に停止が早すぎたり，あるいは遅すぎるという場合が

頻繁に発生する．

本稿では，同じ原始プログラムに対する 2つの剰余

プログラムを比べて，時間と空間に関する能率の悪い

プログラムは最適化エラーが大きいという．逆に，能

率の良い剰余プログラムは最適化エラーが小さいと呼

ぶ．さらに最適化エラーが大きい原因が，停止が早す

ぎたことに起因する場合には，停止性判定法にはやり

残しが多いと呼ぶ．逆に，停止が遅すぎたことに起因

する場合には停止性判定法にはやりすぎが多いと呼ぶ．

たとえば，下記のように定義された再帰関数 p(x,y)に

ついて考える：

p(x, y)
def
= if x ≤ −100 then x

else if x > 100 then y

else p(x + 1, y − 1)

このプログラムを最適化したもの p(x,y)は次のとお

りである：

o p(x, y)
def
= if x ≤ −100 then x

else if x > 100 then y

else y + x − 101

したがって，引数 xが未知の場合には，部分計算

により pが展開される回数が増えるほど剰余プログ

ラムが大きくなり，やりすぎが多くなる．逆に，xが

既知の場合には，p(x,y) の部分計算が続けば続くほ

どやり残しが少なくなる．この例の部分計算に関して

は，実引数法は本稿の後の部分で提案される再帰条件

法に比べてやり残しまたはやりすぎを非常に起こしや

すい．ちなみに，現在提案されている部分計算法の中

で，上記の p(x,y)を o-p(x,y)に自動変換できるもの

は GPC 6)∼8)のみであるが，本稿では GPCのような

定理証明を利用した部分計算器は比較の対象から除外

する．本稿では，決定可能な停止性判定手続きに関す

る議論のみを行うことが除外の理由である．

本稿で提案する同相埋め込み関係を利用したWQO

に基づく再帰条件法は，実引数の代わりに，再帰プロ

グラムにおける再帰呼出しを起こす条件を利用する．

そのため，再帰条件法は，実引数法よりも再帰呼出し

に敏感となり，最適化エラーの小さい剰余プログラム

の生成を可能とする．再帰条件法はパターン・マッチ

機能を持つ対象言語に対しても適用可能であるが，本

稿ではパターン・マッチ機能を持たない関数型言語の

みを対象として議論する．さらに，我々は再帰条件法

と実引数法を組み合わせた混合法を提案する．混合法

は，両者のどちらよりも早く止まることがないので，

やりすぎのリスクを冒しながらも，やり残しを大幅に

減らしたい場合には有効である．

2. 整列擬順序と埋め込み関係

整列擬順序は，項書換規則5),16)，部分計算9),19),21),22)

および部分演繹3),14),15) 等の停止性に関する議論でよ

く使われる．本章では整列擬順序に関する既知の定義

と定理を紹介する．

定義 1 （擬順序）任意の集合 S に対して，S × S 上

の関係 4が反射的かつ推移的であるとき，4を S 上

の擬順序と呼ぶ．

擬順序が反対称性を持つならば部分順序になること

に注意されたい．

定義 2 （許容列）任意の集合 S に対して 4 を S 上

の擬順序とする．S の要素の列 s1, s2, . . . において，

1 ≤ i < jかつ si 4 sj（以後，この関係を逆順と呼ぶ）

なる i，jが存在しないときに限り，この列を 4 に関

する許容列（admissible sequence）と呼ぶ．

定義 3 （整列擬順序 4）関係 4 を S 上の擬順序と

する．この関係に関する S 上のすべての許容列が有

限長であるとき，関係 4を S 上の整列擬順序と呼ぶ．

以下では，整列擬順序をWQOと略記する．本稿に

おける以下の議論で利用する整列擬順序である同相埋

め込み関係10),11) を次のように定義する．

定義 4 （同相埋め込み関係 4emb）4 を S 上の擬順

序とする．また，Semb = {a1a2 . . . an

∣∣ ai ∈ S, 1 ≤ n}
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とする．このとき下記の関係 4emb を 4 による

Semb × Semb 上の同相埋め込み関係と呼ぶ．

a1a2 . . . an 4emb b1b2 . . . bm

iff ∀j(1≤j≤n) · (aj 4 bij)

ただし，1 ≤ i1 < i2 . . . < in ≤ m．

定理 1 4 が S 上のWQOならば，同相埋め込み関

係 4emb も Semb 上のWQOである．

定義 5 （直積擬順序 -）41, . . . ,4n がそれぞれ

S1, . . . , Sn 上の擬順序とする．また，Sn = S1 × . . .

×Sn とする．このとき下記の関係 - を 41, . . . ,4n

による Sn 上の直積擬順序と呼ぶ．

(a1, a2, . . . , an) - (b1, b2, . . . , bn)

iff ∀i(1≤i≤n) · (ai 4i bi)

定理 2 41, . . . ,4n がそれぞれ S1, . . . , Sn 上の

WQO ならば，直積擬順序 - は Sn 上の WQO で

ある．

定理 1と定理 2の証明は文献 10)，17)を参照され

たい．

定義 6 （最大 N 次元直積擬順序 .）41, . . . ,4n が

それぞれ S1, . . . , Sn 上の擬順序とする．このとき下

記の . を 41, . . . ,4n による
⋃N

n=1
Sn 上の最大 N

次元直積擬順序と呼ぶ．

(a1, . . . , am) . (b1, . . . , bn)

iff ∀i(1≤i≤m=n≤N) · (ai 4i bi)

系 1 41, . . . ,4n がそれぞれ S1, . . . , Sn 上のWQO

ならば，直積擬順序 .は
⋃N

n=1
Sn 上のWQOである．

系 1の証明は定理 2に基づいて簡単にできるため，

ここでは省略する．従来の再帰条件法に用いられる代

表的な埋め込み関係は E 13),14),19)である．

定義 7 （埋め込み関係 E）式上の埋め込み関係 Eは

次のように帰納的に定義される：

( 1 ) X E Y for all variables X, Y

( 2 ) s E f(t1, . . . , tn) if s E ti for some i

( 3 ) f(s1, . . . , sn) E f(t1, . . . , tn)

if ∀i(i≤i≤n) · (si E ti)

3. 再帰プログラムの定義

本稿で扱う再帰プログラム（関数）をMcCarthyの

条件式を用いて以下に定義する．

定義 8 （再帰プログラム）再帰関数 f(X) は，f 以外

の関数に対する再帰呼出しを含まず，かつ次のような

形をした関数である．

f(X)
def
= [¬b(X) → a(X); b(X) → E; ]

ただし，

( 1 ) 式の計算規則は最左最内規則，すなわち call-

by-value semanticsを仮定する．また，副作用

はないものとする．

( 2 ) X は変数ベクトル < x1, x2, . . . , xm > でも

よい．

( 3 ) a は f への再帰呼出を含まない式である．

( 4 ) E は次の 3種類の式とする．

( a ) f(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X)))．ただし ，

di (1 ≤ i ≤ n) は条件式でない任意の式

である．

( b ) g(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X)))．ただし，g

は f 以外の任意の非再帰関数である．

( c ) [¬b(X)→E1; b(X)→E2;]．ただし，E1，

E2 の定義は E と同じである．

( 5 ) プログラムで扱うデータ・タイプは Int∪Float

∪Char∪Bool∪List∪Stringのみとする．

( 6 ) 再帰条件式は f への再帰呼出しを含まない積和

標準形論理式である．また，本稿で扱う 2項関

係式は e1 ⊕ e2 あるいは ¬(e1 ⊕ e2)の形式のも

ののみとする．ただし，e1 と e2 は同じ上述の

データ・タイプを持つ任意の式である．そして，

⊕ ∈ {=, <, >, �=,≤,≥,⊂,⊃,⊆,⊇} とする．
任意の n 項関係式 ⊕(e1, . . . , en) に対して，

⊕(e1, . . . , en) を 2 項関係式に変換することができ

ることに注意されたい．たとえば，⊕(e1, . . . , en) を

⊕(e1, . . . , en) = true のように変換すればよい．した

がって，本稿で用いる関係式は 2項関係式のみとして

も一般性を失わない．

4. 条 件 指 標

我々の提案する再帰条件法は，部分計算の際に，計

算を止めるか否かを再帰条件に対応する条件指標と呼

ばれる量を見て決定する．

定義 9 （条件指標関数，条件指標）b を任意の論理

式，そして S をある種のWQOが定義されている整

列擬順序集合とする．このとき，bを Sの要素に対応

させる写像 MS を S 上の条件指標関数と呼ぶ．また

MS(b) を S に関する b の条件指標と呼ぶ．

再帰条件法では，条件指標の決め方が本質的に重要

である．すなわち，やり残しとやりすぎの両者がとも

に少なくなるように条件指標関数を定める必要がある．

以下では再帰条件（論理式）の複雑さに応じて，対応

する条件指標を決める 1つの条件指標関数を与える．

4.1 2項関係式に対する条件指標関数

再帰条件として 2項関係式 e1 ⊕ e2 を持つ計算にお

いては，その計算途上で e1 と e2 の差異が確実に減

少し，最後にそれらが一致するならば，その計算は必
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ず停止する．なぜならば，(1) 2 項関係 ⊕ が非反射
的（たとえば <）な場合 e1 と e2 が一致すれば明ら

かに再帰条件は満たされない．(2) 2 項関係 ⊕ が反
射的（たとえば ≤）な場合，e1 と e2 が一致すれば

その時点では再帰条件が満たされるので停止しない．

しかし e1 と e2 の差異が確実に減少するという条件

により次の時点では停止条件を満たさなければらない

（e1 と e2 が一致したときに差異が最小になることに

注意）．そうでないと，次の時点では e1 = e2 になる

か e1 �= e2 となるかのどちらかであり，差異の単調減

少性に矛盾する．この停止性のための十分条件は素朴

ではあるが，実験的に調べてみると非常に有効であっ

た．そのため，我々は e1 と e2 の値の “差”を同相埋

め込み関係と条件指標を用いて下記のとおり一般化し

た．ここではまず，2項関係式に対する条件指標関数

H を定義する．

定義 10 （相違要素数）任意のリスト Lに対して，L

が未知変数あるいは [] の場合に，len(L)
def
= 0，L が

[H|T] の場合に，len(L)
def
= 1 + len(T) とする．任意

の 2つのリスト L1 と L2 に対して，（値の定されてい

ない変数を無視して）既知要素の最長共通部分列の長

さを kとしたとき，len(L1) + len(L2) · 2k の値を L1

と L2 の相違要素数と呼ぶ．

たとえば，L1 = [a, b, c, b, d|T]，L2 = [b, d, c, a|T]と

すれば（Tは未知），L1 と L2 の最長共通部分列 (b, c)

の長さは 2，相違要素数は 5 + 4 − 2 × 2 = 5になる．

集合 αを {‘+’, ‘−’, ‘.’, ‘0’, ‘1’, ‘2’, ‘3’, ‘4’, ‘5’, ‘6’, ‘7’,

‘8’, ‘9’, ‘U’} とすると，2 項関係式のための条件指標

関数は次のように定義される．

定義 11 （2項関係式のための条件指標関数）H：2項

関係式 → α∗，任意の 2 項関係式 r（e1 ⊕ e2 あるい

は ¬(e1 ⊕ e2)）に対して，

H(r)
def
=




“U” if rの値 = false

or e1, e2∈Int∪
Float ∪ Char∪
Bool ∧ rの値

�= false

t(e1 − e2) if e1, e2∈Int∪
Float

t(ord(e1) − ord(e2)) if e1, e2∈Char

∪Bool

t(p(lst(e1), lst(e2))) if e1, e2∈
String

t(p(e1, e2)) if e1, e2∈List

ただし，lst(s)は文字列 sのリスト表現，t(v)は整数

あるいは浮動点小数 v の符号付き十進表現，p(L1, L2)

はリスト L1 と L2 の相違要素数とする．

たとえば，H(10 > 1) = “ + 9”，H([a, a, b] �= []) =

“ + 3”，H(x > 1) = “U”．

定義 12 （同相埋め込み関係 4emb）α∗ × α∗ 上の同

相埋め込み関係 4emb は α 上の擬順序 =により次の

ように定義される：

a1a2 . . . an 4emb b1b2 . . . bm

iff ∀j(1≤j≤n)∃i(1≤ij≤m) · (aj = bij)

たとえば，“ − 1” 4emb “ − 10” かつ “ + 5” 4emb

“ + 351”であるが，“ + 11”と “ + 12” の間には関係

4emb は成立しない．

α が有限集合なので，= は α 上のWQOとなる．

定理 1により，4emb は α∗ 上のWQOとなる．

4.2 一般論理式に対する条件指標関数

本節では，再帰条件が和標準形論理式および積和標

準形論理式の場合の条件指標関数を定義する．前者の

条件指標としては，論理和の要素（2項関係式）に対

する条件指標の積（カルテシアンプロダクト）を用い

る．また，後者の条件指標としては論理積の要素（和

標準形論理式）に対する条件指標の積を用いる．これ

らを用いる主な理由は，逆順が現れるタイミングをで

きるだけ遅らせることである．

( 1 ) 和標準形論理式

定義 13 （和標準形論理式に対する条件指標関数）Ho：

和標準形論理式 → ⋃N

n=1
(α∗)n．任意の和標準形論理

式 o(r1 ∨ . . . ∨ rn, 1 ≤ n ≤ N) に対して，

Ho(o)
def
= (H(r1), . . . , H(rn))

定義 14 （擬順序 -o）
⋃N

n=1
(α∗)n 上の擬順序 -o を

α∗ 上の擬順序 4emb により次のように定義する：

(a1, . . . , am) -o (b1, . . . , bn)

iff ∀i(1 ≤ i ≤ m = n ≤ N) · (ai 4emb bi)

系 1により -o は
⋃N

n=1
(α∗)n 上のWQOとなる．

たとえば Ho(0 > 10 ∨ 2 < 9) = (“U”, ” − 7”)，

Ho(x1 > x2 ∨ 10 > 0) = (“U”, “ + 10”)．この 2つの

直積値の間には関係 -o は成立しない．

( 2 ) 積和標準形論理式

定義 15 （積和標準形論理式に対する条件指標関数）

Hb：積和標準形論理式 → ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m．任

意の積和標準形論理式 b(o1 ∧ . . . ∧ om, 1 ≤ m ≤ M)

に対して，

Hb(b)
def
= (Ho(o1), . . . , Ho(om))

定義 16 （擬順序 -b）
⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上の擬

順序 -b を
⋃N

n=1
(α∗)n 上の擬順序 -o を用いて次の
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ように定義する：

(a1, . . . , ap) - b(b1, . . . , bq)

iff ∀i(1≤i≤p=q≤N) · (ai -o bi)

系 1により，-b は
⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上のWQO

となる．

たとえば，Hb(10 > 0 ∧ 2 < 9) = ((“ + 10”)，

(“ − 7”)), Hb(x1 > x2 ∧ 2 < 9) = ((“U”), (“ − 7”))．

この 2つの直積値の間に関係 -b は成立しない．

再帰条件法は，各再帰呼出しに対する再帰条件に対応

する条件指標に注目する．したがって，再帰呼出しお

よび停止への条件分岐がプログラムの中に複数個ある

場合には，各分岐を 1つの積和標準形論理式 b（たと

えば B1 ∧ . . . ∧ Bn）で表し，一連の通し番号を付け

る（たとえば b に番号 NO を付けて bNO にする）．

この付け方は，一意的に付けられる限り，順番は問題

ではない．そして，その番号と分岐条件を対にして新

しい条件指標を下記の関数 H1 により定義する．

定義 17 （条件指標関数 H1）H1：論理式 → Int×⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m，任意の前述のような通し番号

を付けられた分岐条件式 bNO に対して，

H1(bNO)
def
= (NO, Hb(bNO))

定義 18 （擬順序 -1）Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上

の関係 -1 は Int 上の擬順序 = と⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上の擬順序 -b により次のよう

に定義される：

(a1, a2) -1 (b1, b2) iff a1 = b1 ∧ a2 -b b2

任意の 2つの異なる条件式 bi と bj に対して，i �= j

ならば，-1 の意味で H1(bi)と H1(bj)とは無関係で

ある．一方，分岐条件式に付けられる番号の集合が当

然有限集合なので，擬順序 = はWQOである．系 1

により，擬順序 -1 は Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上

のWQOである．

5. 関数呼出し流れ図と部分計算の停止性

5.1 関数呼出し流れ図とその構成

再帰条件法は，再帰呼出しが発生するための再帰条

件に着目する．再帰関数の部分計算において，任意の

計算経路で出現した条件列の条件指標列が -1 に関す

る許容列であるか否かにより，その経路の計算が続く

か止まるかが決められる．その過程を明確に表現する

ために，本稿は CFCと呼ばれるラベル付き関数呼出

し流れ図を導入する．これは GPC木7)と非常によく

似た木構造であるが，再帰条件のみならず，再帰呼出

しの順序を考慮に入れている点が GPC 木と異なる．

議論をしやすくするめに，まず 2つの概念を定義する．

定義 19 （関数呼出しの一般化）f(k1, . . . , km, um+1,

. . . , un) を再帰関数 f(x1, . . . , xn) の 1 つの呼出

しとする．ただし，k1, . . . , km はリストまたは既

知の値，そして um+1, . . . , un は未知の値を表す．

このとき，式 f(k1, . . . , km, xm+1, . . . , xn) を呼出し

f(k1, . . . , km, um+1, . . . , un) の一般化と呼ぶ．

定義 19では，表現しやすくするために，一般性を

失うことなく非未知引数はすべて前に揃えるものと仮

定していることに注意されたい．部分計算では，新し

い剰余関数を生成するために，関数呼出しの一般化が

必要である．

定義 20 （半剰余条件式）e1 ⊕ e2 を 1つの 2項関係

式とする．e′1 と e′2 がそれぞれ e1 と e2 の部分計算

された剰余式であるとき，e′1 ⊕ e′2 を半剰余条件式と

呼ぶ．また，2項関係式 r1, . . . , rn がすべて半剰余条

件式であるときに限り，和標準形論理式 r1 ∨ . . . ∨ rn

も半剰余条件式と呼ぶ．和標準形論理式 o1, . . . , on が

すべて半剰余条件式であるときに限り，積和標準形論

理式 o1 ∧ . . . ∧ on も半剰余条件式と呼ぶ．

半剰余条件式は条件指標を求めるときに使われる．

また，この 2つの概念は CFCの定義に対して非常に

重要である．CFCは，次の 3種類の部分からなる木

構造である：

( 1 ) 根：最初の呼出し．

( 2 ) 節：再帰呼出し節と値節（必ず葉節）の 2 種

類がある．そのうち，再帰呼出し節は最初の呼

出しに対する部分計算中で出現した再帰呼出し

（一般化された再帰呼出しを含む）の節である．

値節は計算中で終了条件（再帰条件の反対）が

満たされる分岐の終了値の節である．

( 3 ) 辺：ラベル（半剰余条件式）付きの矢印とラベ

ル（一般化 “gen”）付きの直線の 2種類がある．

たとえば，例 1は 1つの CFC例を与える．

例 1 （Ackermann関数）

a(m, n)
def
= [m= 0 → n + 1;

m �= 0 → [ n = 0 → a(m − 1, 1);

n�= 0 → a(m − 1, a(m, n − 1)); ]]

a(2, n) を 1つの呼出しとすれば，a(2, n) の CFCは

図 1 となる．ただし，計算規則は最左最内を仮定す

る．また，説明を簡単にするために，葉としての再帰

呼出しの計算をここでは無視する．

図 1 により，剰余プログラムは次のようになる．

a2(n)
def
= [ n = 0 → 3; n �= 0 → a1(a2(n − 1)); ]

a1(n)
def
= [ n = 0 → 2; n �= 0 → a0(a1(n − 1)); ]

a0(n)
def
= [ n + 1; ]
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a(2, n)

❄
2 �= 0 ∧ n = 0

a(1, 1) ❄ ❄

❄ ❄
1 �= 0 ∧ 1 �= 0 1 �= 0 ∧ 1 �= 0

a(1, 0) a(0, 2)

❄ ❄
1 �= 0 ∧ 0 = 0 0 = 0

a(0, 1) 3

❄
0 = 0

2

2 �= 0 ∧ n = 0 2 �= 0 ∧ n �= 0

a(2, n − 1) a(1, a(2, n − 1))

gen gen

a(2, n) a(1, n)

❄
1 �= 0 ∧ n = 0

a(0, 1) ❄ ❄
1 �= 0 ∧ n �= 0 1 �= 0 ∧ n �= 0

a(1, n − 1) a(0, a(1, n − 1))❄
0 = 0

gen gen2

a(1, n) a(0, n)

❄
0 = 0

n + 1

図 1 a(2, n) の CFC．そのうち，矢印左側の式は半剰余条件式，gen は一般化を表す．
Fig. 1 The CFC of a(2, n), Where the left of any arrow is half-residual condition

expression, gen denotes generalization.

f(X) f(X)

❄ ❄
¬b(X)HR b(X)HR

a(X) E

(a) b(X)R = false 時

(a) When b(X)R = false.

(b) b(X)R = true 時

(b) When b(X)R = true.

f(X)

❄ ❄
¬b(X)HR b(X)HR

a(X) E

(c) b(X)R が未知のとき

(c) When b(X)R is unknown.

図 2 f(X) の CFC

Fig. 2 The CFC of f(X).

CFCの構成法は，図 2 と図 3により形式的に定義

される．任意の再帰関数 f の呼出し f(X) に対して，

CFC(f(X))は図 2 のようになる．そのうち，b(X)HR

は論理式 b(X)の半剰余条件式，b(X)Rは論理式 b(X)

の剰余式（部分計算の結果）とする．

下線付きの節（たとえば E）は構成変換される必要

があるものとする．その構成変換は節に含まれる式の

内容によって異なる．具体的には，図 3 のように行わ

れる．

CFCを再帰的に構成する手順は定義 8の計算意味

論に従う．また，根からの任意の計算経路上にラベル

として現れる半剰余条件式の列を条件式列，その条件

式と対応する条件指標の列を条件指標列と呼ぶ．たと

えば，図 1において，根から葉 n + 1 に至る計算経

路の条件式列と条件指標列（条件指標関数を H1 とす

る）はそれぞれ次の 2列である：

2 �= 0 ∧ n �= 0, 1 �= 0 ∧ n �= 0 0 = 0

(3, ((“ + 2”), (“U”))), (3, ((“ + 1”), (“U”))), (1, ((“0”)))

ただし，Ackermann 関数の 3 つの分岐条件式

m = 0，m �= 0 ∧ n = 0，m �= 0 ∧ n �= 0 にはそれぞ

れ番号 1，2，3が付けられる．

5.2 CFCと部分計算の停止性

任意の再帰関数呼出しの部分計算は，1 つの CFC

に対応する．部分計算中に現れるすべての再帰呼出し

は，それぞれこの CFCのノード（値節を除く）に対

応する．しかも，節と節の間に 1つの連結辺（ラベル

付きの矢印あるいは直線）がある．CFCの構築中に，

ある計算経路の条件指標列に逆順が出現すると，その

経路の計算（構成）は停止する．また，条件指標列に

逆順が出現するより前に，計算が止まる可能性が次の
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❄ ❄ ❄ ❄
b b . . .

. . .

b b
❅
�E f(d1(X)) f(dn(X)) f(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X)))

gen

CFC(f(X′))

(a) E = f(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X))) のとき．ただし，di (1 ≤ i ≤ n) の定義は定義 8の di と同じとする．

(a) When E = f(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X))), where the definitions of di (1 ≤ i ≤ n) is just same as

　　that of di in Definition 8.

❄ ❄ ❄
b b . . .

. . .

b

E f(d1(X)) f(dn(X))

(b) E = g(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X))) のとき．ただし，di (1 ≤ i ≤ n)，g の定義は定義 8の di，g と同

　　じとする．

(b) When E = g(X, f(d1(X)), . . . , f(dn(X))), where the definitions of di (1 ≤ i ≤ n), g are just

　　same as those of di, g in Definition 8.

❄ ❄ ❄
b b . . .

. . .

b

E E1 En

(c) E = [p→ E1;¬p→ E2; ] のとき．ただし，E1，E2 の定義は E と同じとする．

(c) When E = [p→ E1;¬p→ E2; ], where the definitions of E1, E2 are same as that of E.

❅
�

❅
�

図 3 E の構成変換
Fig. 3 The transformation of E .

2つの場合にありうる．

( 1 ) 葉としての節が値節（終了条件を満たすもの）

であれば，その葉の所属している経路の計算は

止まる．

( 2 ) 葉としての再帰呼出し節がその節の所属してい

る経路にある他の再帰呼出し節とまったく同じ

（同じ関数への重複する呼出しなので，畳み込

まれる）であれば，その経路の計算は止まる．

この 2つの処理は自然であるので，ほとんどの部分

計算法において同様の処理が行われている．CFC木

構造におけるすべての分岐（経路）の構成が停止すれ

ば，対応する部分計算過程も停止する．すなわち，下

記定理 3のとおり，部分計算の停止性はその CFC木

構造の有限性と等価である．

定理 3 条件指標関数および条件指標上のWQOが与

えられているものとする．このとき，図 2 および図 3

で規定される CFC構成法により作られる任意の再帰

関数呼出しに対する部分計算の CFCは，有限の木構

造となる（証明は付録 A.1で述べる）．

6. 部分計算例

再帰条件法とその利点を示すために，本章では，4

つの再帰プログラムを例として再帰条件法による部分

計算過程と結果について議論する．

例 2 （91関数）

f(n)
def
= [ n > 100 → n − 10;

n ≤ 100 → f(f(n + 11)); ]

再帰呼出し f(98) の CFCは図 4 の木構造となる．こ

こで，部分計算は全計算を含むことに注意されたい．

図 4 の任意の計算経路において，条件指標列には逆

順がないので，計算は最終の値を求めるまで続く（や

り残さない）．実際に，任意の引数 n に対して，再帰

条件法による f(n) の計算はやり残さない（証明は付
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f(98)

❄ ❄
98 ≤ 100 “−2” 98 ≤ 100 “−2”

f(109) f(99)

❄
109 > 100 “+9”

99 ❄ ❄
99 ≤ 100 “−1” 99 ≤ 100 “−1”

f(110) f(100)

❄
110 > 100 “+10”

100 ❄ ❄
100 ≤ 100 “0” 100 ≤ 100 “0”

f(111) f(101)

❄ ❄
111 > 100 “+11” 101 > 100 “+1”

101 91

図 4 f(98) の CFC．ただし，矢印の左右はそれぞれ半剰余条件式
および条件指標を示す．ここで，条件指標関数と条件指標上の
WQO はそれぞれ H と �emb である．

Fig. 4 The CFC of f(98), where the left and right of any ar-

row are half-residual condition expression and con-

dition index respectively. Note condition index

function and WQO are H and �emb respectively.

録 A.2）．逆に，実引数法は 91 関数の計算では非常

にやり残しやすい．たとえば，f(1) を計算する場合

に，f(1) = f(f(12))は明らかである．しかし，文字列

“f(1)”は文字列 “f(12)”に埋め込まれているため，計

算は止まって，やり残してしまう．

例 3 （Pattern Match関数）

M(p, t, w)
def
= [ p = [] → true;

p �= [] → [ t = [] → false;

t �= [] →
[ car(p) = car(t) →

M(cdr(p), cdr(t), w ++[car(p)]);

car(p) �= car(t) → [ w = [] → M(p, cdr(t), []);

w �= [] → M(w + +p, cdr(w) + +t, []); ]]]]

ただし，x ++y = append(x, y)，変数 pと tはそれぞ

れパターンとテキストを表す．p = [A, A, B]，w = []

とする．M([A, A, B], t, []) の CFCは図 5 である．

この例は，部分計算により単純パターンマッチャか

ら KMPパターンマッチャを生成する例として最初に

文献 7)で示された．図 5 の任意の計算経路において，

条件指標列には逆順は現れない．しかし，再帰呼出し

節の葉を持つ経路上にまったく同じ再帰呼出しが出現

したので，計算は止まる．したがって，剰余プログラ

ムは次のようになる．

MAAB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ A �= car(t) → MAAB(cdr(t));

A = car(t) → MAB(cdr(t)); ]]

MAB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ A �= car(t) → MAAB(t);

A = car(t) → MB(cdr(t)); ]]

MB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ B �= car(t) → MAB(t);

B = car(t) → true; ]]

実引数法で上述の部分計算をすれば，計算中に現れた呼

出し M([A, A, B], [A|t], [])が呼出し M([A, A, B], t, [])

を埋め込むため，M([A, A, B], [A|t], []) の計算は止ま
り，M([A, B], t, [A])になることができない．したがっ

て，剰余プログラムは次のようになる．

MAAB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ A �= car(t) → MAAB(cdr(t));

A = car(t) → MAB(cdr(t)); ]]

MAB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ A �= car(t) → MAAB(t);

A = car(t) → MB(cdr(t)); ]]

MB(t)
def
= [ t = [] → false; t �= [] →

[ B �= car(t) → MAAB([A|t]);
B = car(t) → true; ]]

上述の 2つの剰余プログラムを比べると，明らかに前者

は後者より優れている．特に，パターン pの長さが長け

れば長いほど（たとえば，p = [A, A, A, A, B, B, B, B]）

その差が拡大する．

例 4 （Hailstorm関数の有限領域への縮小 h(x, y)）

h(x, y)
def
= [ x > 106 ∨ x < −106 ∨ x = 1 → y;

x ≤ 106 ∧ x ≥ −106 ∧ x �= 1 →
[ odd(x) → h(3x + 1, y − 1);

¬odd(x) → h(x/2, y − 1); ]]

任意の x の値に関する再帰条件法による h(x, y) の

部分計算にはやり残しがなく，結果は y − K（K は

計算中で関数 hが呼び出された回数）となる．これ

は x > 106 ∨ x < −106 ∨ x = 1 のときは明らか．ま

た，x ≤ 106 ∧ x ≥ −106 ∧ x �= 1のときは，xのすべ

ての値（200万個）について実際に部分計算して確認

できる．
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M([A, A, B], t, [])

❄
([A, A, B] �= []) ∧ (t = []) (2, ((+3), (U)))

false

❄ ❄
([A, A, B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (A �= car(t)) ∧ ([] = []) (4, ((+3), (U), (U), (0))) ([A, A, B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (A = car(t)) (3, ((+3), (U), (U)))

M([A, A, B], cdr(t), []) M([A, B], cdr(t), [A])

gen gen

M([A, A, B], t, []) M([A, B], t, [A])

❄
([A, B] �= []) ∧ (t = []) (2, ((+2), (U)))

false

❄ ❄
([A, B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (A �= car(t)) ∧ ([A] �= []) (5, ((+2), (U), (U), (+1))) ([A, B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (A = car(t)) (3, ((+2), (U), (U)))

M([A, A, B], t, []) M([B], cdr(t), [A, A])

gen gen

M([A, A, B], t, []) M([B], t, [A, A])

❄
([B] �= []) ∧ (t �= []) (2, ((+1), (U)))

false

❄ ❄
([B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (B �= car(t)) ∧ ([A, A] �= []) (5, ((+1), (U), (U), (+2))) ([B] �= []) ∧ (t �= []) ∧ (B = car(t)) (3, ((+1), (U), (U)))

M([A, A, B], [A|t], []) M([], cdr(t), [A, A, B])

gen gen

M([A, A, B], [A|t], []) M([], t, [A, A, B])

❄ ❄
([A, A, B] �= []) ∧ ([A|t] �= []) ∧ (A = A) (3, ((+3), (+1), (0))) ([] = []) (1, ((0)))

M([A, B], t, [A]) true

図 5 M([A,A,B], t, []) の CFC．ただし，条件指標関数とWQOはそれぞれ H1 と �1 であ
る．また，5つの分岐条件式 p = []，p �= [] ∧ t = []，p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p) = car(t)，
p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p) �= car(t) ∧ w = []，p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p) �= car(t) ∧
w �= [] はそれぞれ番号 1，2，3，4，5 を付けられる．

Fig. 5 The CFC of M([A,A,B], t, []), where condition index function and WQO

are H1 and �1 respectively. Note that the five branch conditions

p = [], p �= []∧t = [], p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p) = car(t), p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p)
�= car(t) ∧ w = [], p �= [] ∧ t �= [] ∧ car(p) �= car(t) ∧ w �= [] are numbered 1,

2, 3, 4 and 5 respectively.

一方，実引数法に基づいて h(x, y)を xについて部分

計算すると，やり残しやすい．たとえば，h(7, y)の部

分計算では，h(7, y) = h(22, y − 1) = h(11, y − 2) =

h(34, y − 3) = h(17, y − 4)，文字列 “h(7,y)”は文字

列 “h(17,y-4)”に埋め込まれているため，計算は止ま

り，やり残しが生じる．

次には，引数 x を未知，y を既知の場合について

考える．このとき，部分計算を続けてもプログラムの

効率化が図られないことは明らかである．再帰条件

法では再帰条件におけるすべての 2 項関係式が未知

なので，部分計算がただちに止まる．しかし，実引数

法によると，引数上の逆順がない限り計算は続き，無

意味な剰余コードを生成する．たとえば，h(x, 100)

は h(3x + 1, 99) と h(x/2, 99) を呼び出す．また

h(3x + 1, 99) は h(9x + 3, 98) と h(3x + 1/2, 98) を

呼び出し，さらに h(x/2, 99) は h(3x/2 + 1, 98) と

h(x/4, 98)を呼び出す．この再帰呼出しの過程はさら

に続くが，それは剰余プログラムの性能を良くするこ
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となしに，無駄にサイズを大きくするだけである．上

述のように，再帰関数に与えられた既知の引数が再帰

条件の値に影響を与えない場合に，実引数法はやりす

ぎやすい．しかし，再帰条件法にもやり残しとやりす

ぎがある．特に，再帰条件が 2 項関係式 e1 = e2 で

ある場合に，再帰条件法でやり残しが発生する場合が

多い．

例 5 （再帰条件法でやり残す例）

g(m, n)
def
= [ mod(m, n) �= 0 → 1;

mod(m, n) = 0 →
g(m/n, n + 1) + 1; ]

実引数 m と n がともに既知の場合でさえも g(m, n)

の計算に対して，再帰条件法はやり残す場合がある

（たとえば m = 12, n = 2 の場合）．

7. 例による再帰条件法と実引数法の比較

本章では，より複雑な例を用いて本稿の提案する再

帰条件法と従来の実引数法との比較を行う．

例 6 再帰関数 Cを次のように定義する：

C(x, y, z)
def
= [ x = y → [ y = z → [];

y �= z → [z |C(x, y, z + 1)]; ]

x �= y → [x |C(x + 1, y, z)]; ]

ただし，x, y, z ≥ 0 かつ y ≥ x, z．C は x と y の

間の正整数および z と y の間の正整数を要素とする

リストを求める関数である．

以下では，関数 Cの既知引数を 3つのケースに分け

て，再帰条件法と実引数法に基づく部分計算の効果を議

論する．ただし，詳細な証明は紙面の都合で省略する．

ここで，再帰呼出し C(x + 1, y, z) と C(x, y, z + 1)

では x と z の値が計算に従って増えることに注意さ

れたい．

( 1 ) 引数 x と y あるいは z と y が既知の場合．

実引数法よりも再帰条件法の方が，やり残しおよびや

りすぎともに少ない．たとえば，C(0, 11, z)を 1つの呼

出しとする．再帰条件法による部分計算では，唯一の再

帰計算経路は C(0, 11, z), C(1, 11, z), · · · , C(11, 11, z),

C(11, 11, z+1) である．この計算経路の条件式列は

(0 �=11), (1 �=11), · · · , (10 �=11), (11=11) ∧ (11 �=z)，

条件指標列（分岐条件の番号は省略する）は ((“−11”)),

((“ − 10”)), · · · , ((“0”)), ((“0”), (“U”))である．条件

指標列には逆順がないが，呼出し C(11, 11, z + 1)が

C(11, 11, z) のように一般化されるため，計算が止ま

る．剰余プログラムは：

C(0,11)(z)
def
= [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 |

C(11,11)(z)]

C(11,11)(z)
def
= [ 11 = z → []; 11 �= z →

[z |C(11,11)(z + 1)]; ]

これは呼出し C(0, 11, z) の剰余プログラムとしては

能率が良い（すなわち，やり残しもやりすぎも少な

い）．実引数法による部分計算では，呼出し C(0, 11, z)

が C(10, 11, z) に埋め込まれるため，計算が呼出し

C(10, 11, z) で止まり，下記の能率の悪い剰余プログ

ラムが生成される：

C(0,11)(z)
def
= [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 |

C(10, 11, z)]

C(x, y, z)
def
= [ x = y → [ y = z → []; y �= z →

[z |C(x, y, z + 1)]; ]

x �= y → [x |C(x + 1, y, z)]; ]

( 2 ) 引数 x，y および zがすべて既知の場合．

本質的にケース ( 1 )と同じであり，再帰条件法に基

づく計算は関数の最後の値を求めるまで続き，やり残

さない．

( 3 ) xと zが既知あるいは x，y または z のうちの

1つが既知の場合．

再帰条件法によれば，関数 C に含まれる分岐条件

においてすべての 2項関係式が未知であるため条件指

標上の逆順がすぐ出現し，計算は止まる．原始プログ

ラムとほぼ同じ剰余プログラムが得られる（停止しな

ければ，効率の悪い冗長な剰余コードが生成される）．

逆に，実引数法によると，実引数上の逆順が現れるま

で計算が続くため，やりすぎが起こりやすい．

ここで，関数 Cを下記のように定義し直す：

C(x, y, z)
def
= [ x = y → [ y = z → []; y �= z →

[z |C(x, y, z − 1)]; ]

x �= y → [x |C(x − 1, y, z)]; ]

ただし，x, y, z ≥ 0 かつ y ≤ x, z．今度は，Cは y

と x の間の正整数および y と z の間の正整数を要素

とするリストを求める関数となる．

ケース ( 1 )と ( 2 )では，実引数法および再帰条件

法に基づく C(x, y, z) の部分計算はともに能率の良い

剰余プログラムを生成する（実引数 x あるいは z の

値は単調減少する．また，条件指標 H(x �= y) および

H(y �= z) も “単調減少”する）．一方，ケース ( 3 )で

は実引数法はやりすぎやすい．

両方法で数多くの再帰プログラムを部分計算してみ

た結果，再帰条件法の方が実引数法よりも停止のタイ
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ミングが合理的な場合が多いという感触を我々は得て

いる．しかし，実際には，再帰条件法よりも実引数法

の方がやり残しとやりすぎの少ない場合もある．

8. 相互再帰プログラムへの拡張

議論を簡単にするために，本稿では単一再帰関数だ

けを取り上げた．本稿における議論は，下記のように

すれば相互再帰関数にも適用可能である．

相互再帰関数の場合に，逆順を出にくくするために

は，異なる関数の条件指標どうしは比較できないこと

が望ましい．そのため，各分岐条件に通し番号を付け

た場合と同様にして，各関数に唯一の番号を付ける．

そして対（番号，元の条件指標）のように元の条件指

標を一次元拡大し，かつ -1 の直積空間も一次元拡大

する．そうすると，同じ計算経路の条件指標列に逆順

があれば，それは必ず同じ関数の条件指標どうし間の

逆順となる．

9. 混 合 法

前章までに調べたとおり，やり残しに関しても，再

帰条件法も実引数法もともに問題に応じて得手不得手

がある．しかし実引数法は我々が提案した再帰条件法

と同じく同相埋め込み関係に基づく停止条件であるの

で，両者を組み合わせ，より停止のタイミングの遅い

決定可能な停止性判定法を作ることができる．すなわ

ち，再帰条件と実引数を対にして新しい再帰条件を作

り，対の 2つの要素がともに逆順になるまで計算を続

ければよい．

まず，条件指標を次のように拡張する．再帰関数定

義に含まれる再帰条件 b(X) において，X は実引数

であるとする．その X を 1つの次元として条件指標

に追加する．その際，条件指標に使われる文字のアル

ファベット αは言語に使われるすべての文字の集合と

する．この集合が有限集合であれば，前に定義された

すべての同相埋め込み関係は依然WQOになる．たと

えば，新しい条件指標関数 H2 同相埋め込み関係 -2

を次のように定義することができる．

定義 21 （条件指標関数 H2）H2：論理式 → α∗

×(Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m)，任意の条件式 b(X)

に対して，

H2(b(X))
def
= (X, H1(b(X)))

定義 22 （ 擬順序 -2）α∗ × (Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1

(α∗)n)m) 上の 2 項関係 -2 を α∗ 上の埋め込み関

係 4emb と Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上の埋め込み

関係 -1 により次のように定義する：

✬

✫

✩

✪✫✪
✬✩

✫✪
✬✩

❄

�
�

�✠

❅
❅

❅❘
実引数法による 混合法による 再帰条件法による

図 6 やり残しに関する実引数法，再帰条件法および混合法の比較．
ただし，各楕円はやり残しのない部分計算の集合（関数名と既
知変数およびその値の集合）を表す．

Fig. 6 The comparison and relation of APM, RCM and CM

in the sense of omission error, where any ellipse in-

dicates the set of partial evaluations which can be

sufficiently computed if the corresponding terminat-

ing technique is used.

(a1, a2) -2 (b1, b2) iff a1 4emb b1 ∧ a2 -1 b2

系 1により，-2は α∗×(Int×⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m)

上のWQOである．混合法では，逆順があれば，必ず

α∗ 上の逆順と Int × ⋃M

m=1
(
⋃N

n=1
(α∗)n)m 上の逆順

は同時に現れるので，実引数法と再帰条件法の両者よ

りも，やり残しが少なくなる．実引数法，再帰条件法

および混合法のやり残しに関する比較を図 6 に示す．

また，表 1は 10個の原始プログラムに対して，3つ

の停止性判定法に基づく部分計算効果の比較を与える．

ただし，71関数7)，Hailstorm関数，Mergeおよび竹

内関数の定義については付録 A.3を参照されたい．

表 1 のとおり，混合法はやり残しを大きく減らすこ

とができる．ただし，やり残しを減らす一方でやりす

ぎを増やす可能性もある．やりすぎを恐れずに剰余プ

ログラムの効率を追求する場合には，混合法が有効で

ある．

10. 終 わ り に

部分計算のための新しい停止性判定法として再帰条

件法を提案し，従来の実引数法との利害得失について

詳しい比較を行った．再帰条件法は，実引数の代わり

に，再帰プログラムにおける再帰呼出しの条件を利用

する．そのため，再帰条件法は，実引数法よりも再帰

呼出しに敏感となり，最適化エラーの小さい剰余プロ

グラムの生成を可能とする場合が多い．さらに，再帰

条件法と実引数法の両者の停止法を利用した混合法を

提案した．混合法は，WQOを用いて部分計算を必ず

止めることのできる既存の判定法の中では，つねに一

番遅く止まることのできるものである．部分計算の決

定可能な停止条件に関して，実用的観点も含めて行わ

れた議論は本稿が最初であると我々は考えている．再

帰条件法では，論理式に含まれる 2項関係式が最も重
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表 1 実引数法，再帰条件法および混合法による部分計算効果の比較．ただし，条：再帰条件法，
実：実引数法，混：混合法，�：より多い，=：同じ，⊀�：量的に比べられない．

Table 1 The comparison of partial evaluation effectiveness based on recursion condi-

tion method and actual parameter method and combined method, where, ≺
indicates more than, = indicates equal and ⊀� indicates incomparable.

原始プログラム 既知引数 効果
やり残しの有無 やり残し多少の比較 やりすぎの有無 やりすぎ多少の比較
条 実 混 条 実 混

91 関数 n 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
71 関数 n 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
Hailstorm 関数 n 有 有 有 条 ⊀� 実，条 � 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
M 関数（例 3） p, t 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混

p 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 ≺ 混 無 無 無 条 = 実 = 混
t 無 無 無 条 = 実 = 混 無 有 有 実 � 条，混 � 条，実 = 混

Ackermann 関数 m, n 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混
m or n 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混

H 関数（例 4） x, y 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
y 無 無 無 条 = 実 = 混 無 有 有 実 � 条，混 � 条，実 = 混

G 関数（例 5） m, n 有 無 無 条 � 実，実 = 混，条 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
m or n 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混

Merge 関数 x, y 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x or y 無 無 無 条 = 実 = 混 無 無 無 条 = 実 = 混

C 関数（例 6） x, y, z 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x, y 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
y, z 無 有 無 実 � 条，条 = 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x, z 無 無 無 条 = 実 = 混 無 有 有 実 � 条，混 � 条，実 = 混
x or y or z 無 無 無 条 = 実 = 混 無 有 有 実 � 条，混 � 条，実 = 混

竹内関数 t x, y, z 有 有 有 条 ⊀� 実，条 � 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x, y 有 有 有 条 ⊀� 実，条 � 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
y, z 有 有 有 条 ⊀� 実，条 � 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x, z 有 有 有 条 ⊀� 実，条 � 混，実 � 混 無 無 無 条 = 実 = 混
x or y or z 無 無 無 条 = 実 = 混 無 有 有 実 � 条，混 � 条，実 = 混

要である．任意の n (n ≥ 1) 項関係式に対して，2項

関係式に変換せずに有効な条件指標関数を見つけるこ

とができればやり残しをさらに減らすことが期待でき

る．また，再帰条件としての 2項関係式の 2項関係 ⊕
が = になる場合に，現在の条件指標はやり残しを起

こしやすい．したがって，この問題を解決できる条件

指標関数を見つけることができれば，再帰条件法をさ

らに合理的かつ実用的にすることが可能である．それ

らの発見法の確立が今後の課題である．
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付 録

A.1 定理 3の証明

CFCの定義により，CFCの木構造において，節は

再帰呼出し節と値節（必ず葉節）の 2種類ある．辺は

ラベル（半剰余条件式）付きの矢印とラベル（“gen”）

付きの直線の 2種類ある．また，上下に隣接する節と

節の間には辺は 1つしか存在しない．CFCの定義に

より，任意の節に対して，子供節の個数はたかだか関

数定義における再帰呼出しを含まない分岐の数とすべ

ての再帰呼出しの個数の和である．したがって，CFC

は有限分岐の木構造である．

補題 1 （Konig）有限分岐の無限木は必ず無限な経路

を持つ（証明は文献 12)を参照されたい）．

CFCの定義により，任意の 2つの再帰呼出しの間

に必ず 1つの条件式あるいは “gen”が付いている．ま

た，根から始まる任意の経路上では，半剰余条件式の

付いている辺の数が “gen”の付いている辺の数より 1

本多い．しかも，根から始まる任意の経路上にあるラ

ベルとしての条件式（葉の直前の条件式を除けば）の

条件指標列は，必ずあるWQOに関する有限な許容列

である．したがって，経路上の辺数は有限である．す

べての経路が有限なので，上記補題と背理法により，

CFCは有限な木構造である．（QED）

A.2 再帰条件法で 91関数の計算がやり残さない

ことの証明

91関数を f(n)とする．この関数の値が n > 100の

とき n − 10，そして n ≤ 100 のときに 91となる事

実を利用して，構造帰納法を用いて証明する．すなわ

ち，f(n)の定義域，すなわち任意の整数 nについてあ

る性質 P(n)が成立することの証明を下記の 2段階に

より行う．k ≤ 100 なるある整数 k に対して，

( 1 ) n > k のとき，P(n) が成立する．

( 2 ) n ≤ k のとき，P(n + 11) の成立を仮定すれば

P(n) が成立する．

まず次の補題を上記の構造帰納法により示す．このと

きの k は 78である．

補題 2 n ≤ 89 ならば，f(n) の計算中で出現する f

への再帰呼出しの実引数の値は nより大きい．

証明：n + 11 ≤ 100 なので，f の定義より，f(n) =

f(f(n + 11)) = f(91)．したがって，f(n) の計算は，ま

ず f(n + 11) の計算を行い，次に f(91) の計算を行う

ことが分かる．f(91) の計算に現れる f への再帰呼出

しは次のとおりである．したがって，その実引数はど

れも 91より大きい．

f(91) = f(f(102)) = f(92) = . . . = f(101) = 91

さらに，f(n + 11) の計算に現れる再帰呼出しの実引

数は n より大きいことを示す．

( 1 ) n > 78のとき，すなわち 79 ≤ n ≤ 89ならば，

f(n + 11)の計算に現れる再帰呼出しは次のよう

になり，その実引数はどれも n+11より大きい．
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f(n+11) = f(f(n+22)) = f(n+12) = . . .

= f(101) = 91

( 2 ) n ≤ 78 のとき，n + 11 ≤ 89 であるので，

f(n + 11) の計算に現れる再帰呼出しの実引数

は n + 11 より大きいと仮定する（構造帰納法

の仮定）．すると，これらの実引数は当然 n よ

り大きい．（QED）

次には k = 89 として下記の定理を証明する．

定理 4 任意の整数 n に対して，再帰条件法で 91関

数の計算はやり残さない．

証明：

( 1 ) n > 100ならばすぐ止まるので明らか．90 ≤ n

≤ 100のとき，90, . . . , 100の合計 11個の引数

に対して実際に計算してみればやり残しのない

ことが確かめられる．

( 2 ) n ≤ 89 のとき，f(n + 11) の計算はやり残

しがないと仮定する（構造帰納法の仮定）．

n ≤ 100 の再帰条件指標は t(n − 100) であ

り，その CFCにおいて根 f(n) は 2人の子供

f(n + 11) と f(91) を持つ．構造帰納法の仮

定より，CFC(f(n + 11))には，葉の直前の辺の

条件数を除けば，逆順はない．また，CFC(91)

は実際に調べてみれば，葉の直前の辺を除けば，

逆順がないことが分かる．一方，n − 100 < 0

であるので，これは子孫の正のラベル（正確に

は，ラベルの条件指数）とは逆順にならない（正

および負のラベルは各々‘+’および ‘−’で始ま

るからである）．また，補題より子孫に負のラ

ベルがあれば，それは n − 100 より大きい．し

たがって，t(n − 100)と逆順になりえない．し

たがって，t(n − 100)と逆順のラベルは，葉の

直前のラベルを除けば，CFC(f(n + 11)) およ

び CFC(f(91)にはありえない．したがって，91

関数の計算にはやり残しがない．（QED）

A.3 71，Hailstorm，Mergeおよび竹内関数の

定義

71関数：

f71(x)
def
= [ x > 70 → x;

x ≤ 70 → f71(f71(x + 1)); ]

Hailstorm関数：

h(x)
def
= [ x = 1 → 1;

x �= 1 → [ odd(x) → h(3x + 1);

¬odd(x) → h(x/2); ]]

Merge関数：

M(x, y)
def
= [ x = [] → y; x �= [] →

[ y = [] → x; y �= [] →
[ x > y → [car(y)|M(x, cdr(y))];

x ≤ y → [car(x)|M(cdr(x), y)]; ]]]

竹内関数：

t(x, y, z)
def
= [ x ≤ y → y; x > y →

t(t(x − 1, y, z), t(y − 1, z, x), t(z − 1, x, y)); ]
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