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1 はじめに

本稿では，

min
x∈Rn

||b − Ax ||2 (1)

という形の線形最小二乗問題について考える．ここで，

Aは大規模で疎な m × nの長方行列であり，m ≥ n

で，Aはフルランクであるとする．

問題 (1)を解くための従来の手法として，直接法と，
正規方程式に CG法を適用する反復法がある．この反
復法は，CGLS法と呼ばれ，

AT Ax = ATb (2)

を解くことになる．

直接法は確実であるが，大規模な問題の場合，計算

量と作業領域が膨大になる．一方，反復法は一般に消

費する作業領域も少なく，実行時間という点でも速く

なる可能性がある．しかしこれは，収束が十分速く進

む場合に限る．AT Aの条件数は，Aの条件数の二乗

なので，そのままでは収束が遅くなり，前処理の工夫

が必要になる．

一方，Zhangら [1]は，正規方程式ではなく，写像行
列 B を導入して (1)に Orthomin(k)法を適用するこ
とにより，正規方程式を解くよりも条件数を小さくし

て，反復法の収束を改善する方法を提案している．写

像行列Bを適切に選ぶことによって，反復法の収束が

改善されることが期待される．

本稿では，正方行列に対する GMRES(k)法に，写
像行列 B を適用した線形最小二乗問題に対するアル

ゴリズムを検討する．特に，写像行列Bとして不完全
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QR分解を利用することにより，収束が改善されるこ
とを示し，そのための不完全 QR分解の手法を示す．

2 GMRES(k)-LS法

GMRES(k)法 [2]を，Aが矩形行列の線形最小二乗

問題にそのまま適用しようとすると，Aの次元がm×n，

r0 の次元がm × 1なので，Krylov部分空間を生成す
ることができない．

そこで，[1]にならって，n × mの写像行列 B を用

いることにより，m 次元ベクトルを n 次元ベクトル

に変換し，Krylov部分空間 {r0, ABr0, ..., (AB)i−1r0}
を構成する．

このKrylov部分空間を用いたGMRES(k)法のアル
ゴリズムは次のようになる．

r0 = b− Ax0

　 β = ||r0||2, v1 =
r0

β

　 for i = 1, 2, ..., k

　 v̂i+1 = ABvi

　 for j = 1, 2, ..., i

　 hj,i = (v̂i+1, vj)

　 v̂i+1 = v̂i+1 − hj,ivj

end for

hi+1,i = ||v̂i+1||2
vi+1 =

v̂i+1

hi+1,i

Compose H̄i from h11, ..., h(i+1),i

ei = (1, 0, ..., 0)T · · · (i + 1) × 1

Find yi ∈ Ri which minimizes ||βei − H̄iy||2
(||ri||2 = ||b− Axi||2)
if ||ri||2 ≤ ε, then
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xi = x0 + B
i∑

j=1

yjvj ,

stop

end if

end for

xk = x0 + B

k∑

j=1

yjvj ,

x0 = xk,

repeat

3 Bの選択法

GMRES(k)-LS法のアルゴリズムにおいて，BAは

非対称の正方行列となる．アルゴリズムは，

BAx = Bb (3)

を解くことと等価である．反復法の収束が改善される

ことを期待する場合，BA ≈ I となるように写像行列

B を選ぶのが自然である．

そこで，まず考えられるのが，対角行列スケーリン

グである．ただし，A が m × n であるのに対し，B

は n × mであるので，工夫が必要となる．Zhangら
は，B = (diag(AT A))−1AT と置く方法を提案してい

る [1]．
本稿では，不完全行列分解を利用することを考える．

行列 Aの不完全 QR分解は，

A = QR + E (4)

のようになる．ここで，E は誤差行列であり，Q は

m× nの行列，Rは n× nの上三角行列である．行列

Qは，完全な直交行列ではない．不完全QR分解を最
小二乗問題 (1)に利用する場合，従来考えられていた
方法は，行列Rを正規方程式 (2)の前処理行列として
利用する方法である [3]．これは，

R−T AT AR−1Rx = R−T ATb (5)

を解くことになる．すなわち，C = (RT )−1AT AR−1，

z = Rx，d = (RT )−1ATb として，

Cz = d , z = Rx (6)

を解けばよいことになる．C は正定対称行列となるの

で，Cz = d を解くのには CG法が使える．

今回新たに提示する方法は，GMRES(k)-LS法のア
ルゴリズムにおいて，B = R−1QT とおく方法である．

すなわち，

R−1QT Ax = R−1QT b (7)

を解くことと等価となる．

(4)において，E = Oすなわち，QR分解を完全に
行って後の計算を進めていくと，反復数は 1回で済む
が，これは結局QR分解自体が元の問題を直接法で解
いていることになるので，意味がない．そこで，E �= O

すなわち，不完全QR分解を行う．不完全QR分解の
Q，Rが，QR分解の Q，Rと近ければ近いほど，反

復数は少なくて済むが，そのような不完全QR分解を
行うことはより時間がかかるという関係がある．その

ため，不完全 QR分解をうまく行う必要が生じる．
そこで，今回新たに提案する不完全QR分解の方法

は，QR分解を行う修正Gram-Schmidt法の過程にお
いて，新たに作るQの列ベクトルを直前の l本の列ベ

クトルのみと直交するように計算していくことにより，

不完全なQR分解を実現する手法である．lはパラメー

タであり，lの大小によって，不完全 QR分解の不完
全さを調整することができる．l = nとすると，QR分
解と等価となる．これにより，不完全QR分解にかか
る計算時間が短くなり，GMRES(k)-LS法の収束もよ
くなる．特に，悪条件問題に対しては，従来の手法よ

りも高速に解けることが，計算実験によって，確かめ

られた．
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