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非可約な制御フローグラフのための
簡潔で高速な支配木と支配辺境の検出算法

齋 藤 鐵 男† 鈴 木 貢†† 渡 邊 坦††

非可約な制御フローグラフとは複数の入口を持つ非可約なループを含む制御フローグラフをいう．
本論文ではそのようなグラフの支配木と支配辺境を求める簡潔で高速な算法を報告する．非可約な
ループは，高級言語ではあまり現れないが，コンパイラの最適化の操作により発生する可能性がある．
本算法は，グラフの支配関係を保存する変換を施した DAGを生成し，その縮約とその後の逆変換に
より，非可約なグラフの支配木と支配辺境を求める．通常の可約なグラフも同じ算法で計算できるの
で，単一の算法ですべての制御フローグラフに対応が可能である．本算法は，深さ優先探索，強連結
成分の検出，DAGの縮約のみを基本としており，実現にあたって複雑で特殊なデータ構造は必要と
しない．計算量はグラフの辺の数を M として O(M) である．本算法を C 言語で実装し，パソコン
（500MHz Pentium II）で実行した処理速度は，SPEC CPU2000 ベンチマークプログラムから得
た約 1,700 件のグラフに対して，グラフの辺あたり平均で約 2.4µsであった．

A Concise and Fast Algorithm for Irreducible Control Flow Graphs
to Identify Immediate Dominators and Dominance Frontiers

Tetsuo Saitou,† Mitsugu Suzuki†† and Tan Watanabe††

The irreducible control flow graph is a control flow graph with irreducible loops that has
multiple entries. We present a concise and fast algorithm which can identify immediate dom-
inators and dominance frontiers in such graphs. The irreducible loops are rare in programs
written in high-level programming languages, but they may be brought in by optimizations
of compilers. This algorithm uses a kind of DAG derived from the original graph with some
modification to preserve dominace relations of the graph, then reduces it and gets the domi-
nator tree and dominance frontiers of the original graph by the final reverse modification. As
this algorithm is valid too for ordinary reducible graphs, it is effective for all kind of control
flow graphs. It uses only “depth first search”, “strongly connected components identifica-
tion”, and “reduction of DAG”, so there are no need for any understanding of complex and
special data organizations. The complexity of the algorithm is O(M), where M is the number
of edges. The processing speed of the algorithm implemented in C, on a personal computer
(500MHz Pentium II) showed 2.4µs/edge in average for about 1,700 graphs derived from
SPEC CPU2000 benchmark programs.

1. は じ め に

本論文は，任意の制御フローグラフ（CFG，control

flow graph）の支配木と支配辺境を，縮約によって求

める算法を述べる．本算法は，CFGが可約であるか

非可約であるかを問わず同じ手続きで扱い，理解と実

装が容易である．本算法を C言語で実現し，CFG約
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1,700件を例題として実測した結果，計算量は辺の数

を M として O(M)，処理速度は有向辺 1辺あたり約

2.4µsであった．

CFGは，プログラムの制御の流れを表すグラフであ

る．それは基本ブロックを頂点とし，頂点間の有向辺で

制御の流れを示す連結な有向グラフであり，ただ 1つ

の入口を持つ．CFGの繰返しループは，入口が 1つな

らば可約なループ，入口が複数ならば非可約なループ

と呼ばれる．また，非可約なループを含むCFGは非可

約な CFG（ irreducible control flow graph），非可約

なループを含まない CFGは可約な CFG（reducible

control flow graph）といわれる．非可約な CFGは

ループの検出に手数がかかるほか，検出手法によって
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図 1 制御フローグラフ
Fig. 1 Control flow graph.

はループの可約，非可約の認識が一意に定まらない

ことがある8) 等，扱いにくい性質がある．図 1 (a)に

可約な CFG, 図 1 (b)に非可約な CFG の例を示す．

図 1 (b)では G，H が 1つのループの 2つの入口で

ある．非可約な CFGの支配木を求める発表は多数あ

るが，非可約であるとコンパイラでのある種の最適化

をあきらめることも言及されている8).

Fortran77以後の構造化言語で実装されたプログラ

ムでは非可約な CFGの発生する可能性が低い．また

構造化言語以前でも，ほとんどのプログラムは可約な

グラフ構造になっているという意見3) もある．

一方，コンパイラの最適化処理の中で非可約な CFG

が発生する機会は否定できない．このため，非可約な

CFGも例外とせず，CFGの支配木と支配辺境を検出

する研究は有用である．

本論文では，非可約な CFGと可約な CFGを同じ

手続きで扱う簡潔な算法を提示する．本算法は DAG

の縮約により支配木と支配辺境の検出を同時に行い，

算法固有の特殊なデータ構造は必要とせず，理解と実

装が容易である．縮約は CFGから導出した DAG構

造に基づいて行うが，特定の場合に限り部分グラフを

追加して DAG化による支配関係の変化を防ぐ．縮約

によって得られる支配木と支配辺境は，これらの補助

的な情報を含むが，簡単に削除してもとの CFGの支

配木と支配辺境をうることができる．本算法を C 言

語 600 行余りで実現し，SPEC CPU2000 のプログ

ラムをコンパイルした結果のアセンブリリストから

得た CFG約 1,700件を例題として，算法の計算量と

時間を実測した．実用上はありえないような非可約な

CFGでも正しい結果を与えるのはもちろん，計算量

は辺の数を M として O(M) であることの十分な傍

証を得た．

2. 関 連 研 究

1969年，Lowryら9)は OS/360 Fortran Hコンパ

イラの最適化処理に関して，共通部分式の削除や，レ

ジスタ割付け等の話題とともに，CFGと直接支配頂点

の役割を述べている．これが支配関係に関する最初の

言及といわれており5)，以後，支配木やループに関する

研究が相次いで発表されることになる．1972年に Aho

ら4) は頂点数 N，辺数 M に対して O(N(N +M))

時間の算法を提案し，翌 1973年，Ahoら1)は，可約

な CFGに対して，木構造の中で最近共通祖先を求め

る方法で，O(N +M logM) 時間の算法を示した．さ

らに 1974 年，Tarjan17) が効率的な集合和の計算を

用い，深さ優先探索の情報に基づいて任意の CFGの

支配木を計算するO(N logN +M) 時間の算法を発表

した．また，Tarjan16) は多くの最適化の問題が可約

な CFGを対象に解決されてきたとして，1974年に，

CFGが可約であることを判定するアルゴリズムを提

案した．これは後に Havlak8)の算法の基礎となった．

可約な CFGについて，Ochranova10)は縮約操作で

支配木を求める算法を提案し，計算量は O(M) であ

ると主張している（1983）．一方，最近共通祖先の算

法については，Harelら7)が完全 2分木に基づいて 2

頂点の最近共通祖先が O(1) で求めうることを利用し

て，O(N +M) の技巧的な算法を示した（1984）．し

かし，この方法は複雑なデータ構造を用いており，縮

約操作による算法のような簡潔性は望めそうにない．

1990年代には，Steensgaard15)が強連結成分の検出

に基づいて，ループのネストを見出すことを提案した

（1993）．Ramalingamら13) は，CFG の辺の増減に

ともなう支配木の部分的な修正算法を論じ，その中で

DAGの支配木を求める方法として，最近共通祖先によ

る方式を用いることを述べている（1994）．Havlak8)

は Tarjan16) の可約性判定アルゴリズムを基礎に，任

意の制御フローから，ループのネストの木を検出す

る算法を示した（1997）．Alstrupら5)は一般の CFG

について，Tarjanの算法を改善した方法を提示した

（1999）．その中で論文 10)の方式の計算量が O(M)

であることに疑問を呈し，別途，最近共通祖先の計算

を用いて可約な CFG の支配木を求める O(N +M)

時間の算法を示した．Ramalingam11) は Havlak8)，

Sreedharら14)，Steensgaard15) の算法の比較と計算

量削減について述べ（1999），さらに，一般の CFG

について，抽象化したループ検出のフレームを提案

し，支配木の検出のために非可約な CFGの逆辺を除

いて DAG化する場合に，失われる情報を補償する手

段として仮想頂点の挿入に言及した12)（2000）．ただ

し，その支配関係への影響についての十分な証明はな

く，DAG化後の支配木の検出については，Gabow6)

（1990)のデータ構造を用いた最近共通祖先の計算に
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より，O(N) で計算できるとだけ述べている．

なお，DAG の支配木を検出する方法については，

Ochranova10) が縮約による算法を発表したほかは，

最近共通祖先の算法自体の発表や，最近共通祖先によ

ると述べた論文が多い．しかし，これまでの研究では，

最近共通祖先による支配木の検出は縮約による方法よ

りも算法が複雑であり，支配辺境については別途計算

を要する．また，Ochranova10) の縮約による算法で

は，原理的に同時に支配辺境が求められるはずである

が，それについては何もふれていない．

本論文では，齋藤，鈴木，渡邊19)の，DAGの支配

木と支配辺境を縮約によって求める算法を一般のCFG

用に拡張する方法を研究し，DAGでは扱わなかった

逆辺（back edge）の，縮約における取扱いを考案し

た．また，非可約なループのうち，プリヘッダ（後述）

が複数の場合に限り仮想頂点を導入して，可約な CFG

と同様に支配木と支配辺境を求める方法を導入し，そ

れについて，正しさの証明を与え，実装して確認およ

び計算量の観測を行った．

3. 用 語

ここでは本算法で用いる基本的な概念について述べ

る．ここで扱うCFGでは，プログラムの基本ブロック

またはその集合を頂点とし，制御の流れを有向辺で表

す．頂点の集合を V，有向辺の集合を E，プログラムの

入口のブロックを sとして，CFG Gを G = (V,E, s)

で表す．この形式は，グラフ G = (V,E) における入

口 s を明示するための表現である．

CFG の頂点は通常 1 個の基本ブロックであるが，

本算法では CFG の頂点を基本ブロックの集合と考

え，頂点を代表する基本ブロックが後述の規則によ

り代表ブロックとして定まるものとする．単一の基

本ブロックからなる頂点ではその基本ブロックが代

表ブロックである．一般的には頂点は基本ブロック

x, x1, x2, . . . , xn の集合であり，x が代表ブロックの

とき，{x, x1, x2, . . . , xn}と，xを先頭に表示するか，
またはその基本ブロックの集合を v(x)と表示する．1

個の基本ブロック x からなる頂点は v(x) = {x} で
ある．ただし，文脈上明らかなときは，v(x) の代わ

りに x を用いる．

頂点 v(y)を頂点 v(x)に統合し，統合後の代表ブロッ

クを規則に従って選び直すことを，頂点の併合といい，

v(x) ≡ v(x)∪v(y)または v(x)∪v(y)と書く．併合は
後述する縮約に際して行われる．このときの v(y)を併

合頂点，v(x)を併合先頂点という．併合した結果の頂

点は，「併合先頂点の代表ブロックを用いる」という規則

 

図 2 頂点の縮約
Fig. 2 Reduction of vertices.

に従って代表ブロックを定める，たとえば v(x) = {x}，
v(y) = {y}であるとき，v(x) ≡ v(x)∪v(y) = {x, y}
である．この v(x) を，v(u) = {u} に併合すると
v(u) ≡ v(u) ∪ v(x) = {u} ∪ {x, y} = {u, x, y} とな
る．縮約における，この状況を図 2 に示す．

頂点 v(x) から v(y) に至る有向辺を x→y と表示
し，以下では単に辺と呼ぶ．辺 x→y の x を辺の始

点，y を終点という．辺の始点・終点を端点ともいう．

辺の端点には代表ブロックを用い，代表以外のブロッ

クは頂点の要素であっても，辺の端点とはしない．頂

点 v(x)と頂点 v(y)の対に対しては，辺 x→ y と辺

y→xがそれぞれたかだか 1つ存在しうる．x の後続

頂点（successor）の集合を succ(x) で表し，y の先

行頂点（predecessor）の集合を pred(y) で表す．頂

点の縮約とは，辺 x→y があるとき，代表ブロック y
の入出辺を x の入出辺におきかえるとともに，頂点

v(y) を頂点 v(x) に併合し，v(x) ≡ v(x) ∪ v(y) と
することをいう．すなわち u→ y，または y→w が

あれば，それぞれ u→x，x→w におきかえ，y→x
は x→ x とする．ただし x→ y，y → y は除去す

る．以後，頂点 v(y) を頂点 v(x) に縮約することを，

v(x) ≡ v(x) ⇐ v(y) と表す．図 2 に頂点の縮約の前

後の様子を示す．

頂点 v(u) ∈ V から頂点 v(w) ∈ V に至る経路
（path）u⇒ w とは，辺の並び u→ u1，u1 → u2，

u2 → . . .→ uk，uk → w をいう．経路の途中に頂点

v(p)があることを示す必要があるときは u⇒ p⇒ w

と表す．また，経路の途中の辺を明示するときは，

u⇒ p→q ⇒ wのように表す．v(u)から v(w)までの

経路が存在するとき，v(w)は v(u)から到達可能であ

るという．G = (V,E, s)では入口 v(s)からすべての

v(w)∈V に到達可能であるとする．また，すべての頂
点は自分自身に到達可能であると見なす．経路 u⇒ u

が 1つ以上の辺を含み，経路上の u 以外の頂点に重複

がないとき，これをサイクルという．サイクルのないグ

ラフは非循環グラフ（DAG: Directed Acyclic Graph）
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図 3 非可約ループへの仮想頂点 v(d) の追加
Fig. 3 Add dummy vertex v(d) to irreducible loop.

と呼ばれる．v(s)から v(w)∈V へのすべての経路上
に存在する頂点 v(u) 	= v(w)を頂点 v(w)の祖先とい
う．v(w1), v(w2), . . . , v(wk)∈V のそれぞれの祖先に
共通で，最も v(s) から遠い頂点を v(w1), . . . , v(wk)

の最近共通祖先（nca : nearest common ancestor）

と呼び，nca(w1, . . . , wk)，nca(wi, 1 ≤ i ≤ k) 等で
表す．図 3 は，非可約なループの DAG 化において

仮想頂点の追加が必要な場合についての説明図である

（この場合についての説明は 4.6節「仮想頂点の挿入」

を参照）．DAG 化とは，グラフの中でループヘッダ

に戻る逆辺を無視して，グラフの中の DAG構造に注

目することをいう．同図の (b)，(c)において，頂点

h1，w の右にそれぞれ {h2}，{h1} がついているの
は，CFGとしては h1 →h2，w→h1 が存在するが，

DAG構造としては h1→h2，w→h1 を無視する（逆

辺だから）ので，有向辺の矢印に代えて後続頂点の集

合として添付して示したものである．同図の (a)，(b)，

(c)いずれにおいても，p1，p2 の ncaは u である．

グラフ G = (V,E) の部分グラフ GS = (VS, ES)，

VS ⊆ V，ES ⊆ E において，任意の v(u)，v(w)∈VS

が相互に到達可能であるとき，グラフ GS はグラフ

G の強連結成分（SCC: Strongly Connected Com-

ponent）であるという．単一の頂点 v(u)は自己ルー

プをなすサイクル u→ u を持つ場合に限り SCCと

見なす．SCCは v(s) ∈ VS であるか，そうでなけれ

ば，少なくとも 1 つの辺 p→ h，v(p) ∈ (V − VS)，

v(h)∈VS を有する．上記の v(s) または v(h) をヘッ

ダ（header），v(p) をプリヘッダ（preheader）とい

う．また，頂点 v(w) ∈ VS からヘッダへの辺を逆辺

（back edge）という（図 4）．

SCC GS の逆辺のみを取り除いたグラフの中に，さ

図 4 SCC, ヘッダ，プリヘッダ，逆辺
Fig. 4 SCC, header, pre-header, back edge.

らに SCC GSS ⊂ GS が存在するとき，GSS をグラ

フ GS の入れ子の SCCという．G の中に互いに入れ

子でない SCC G1，G2 が存在すれば，G1 ∩G2 = φ

である．G1，G2 の中に入れ子の SCCがそれぞれ複

数あれば，その間に同様の関係があるから，これらす

べての SCCは G を根とし，各 SCCを節点とする木

で表すことができる．この木の節点の深さを SCCの

レベルまたは SCCの入れ子の深さという．

SCCの頂点に相互の到達可能性を与えているものは

SCCの中にあるサイクルであり，サイクルはループと

も呼ばれる．SCCのヘッダ，プリヘッダはループのヘッ

ダ，プリヘッダでもある．ヘッダが 1つしかないルー

プは可約なループ（reducible loop）と呼ばれ，複数

のヘッダを持つループは非可約なループ（ irreducible

loop）と呼ばれる．非可約なループを含まないグラフ

は可約なグラフ（reducible graph），非可約なループ

を含むグラフは非可約なグラフ（ irreducible graph）

と呼ばれる．

G = (V,E, s)では，一般に v(s)から v(w) 	= v(s)
への経路 s ⇒ w は複数存在しうる．そのいずれ

にも共通に存在する頂点 v(u) を v(w) の支配頂点

（dominator）といい，u dom w または u∈ dom(w)
と書く．任意の頂点 v(u) は u dom u である．頂

点 v(u) に対して，集合 {w |u dom w} を頂点
v(u) の支配域といい，DR(u) で表す．v(u) 	= v(w)
で，最も v(w) に近い v(w) の支配頂点 v(u) を

v(w) の直接支配頂点（ immediate dominator）とい

う．このとき，v(u) は v(w) を直接支配するといい，

u idom w，または u = idom(w)と書く．図 3 (a)では

idom(h1) = idom(h2) = u，図 3 (b)の DAG構造で

は idom(h1) = p1，idom(h2) = p2，図 3 (c)の DAG

構造では，idom(d) = idom(h1) = idom(h2) = u で

ある．G = (V,E, s)において，頂点 v(w)∈V − v(s)
は，ただ 1つの直接支配頂点を持つ．したがってすべ
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図 5 可約な CFG の縮約過程
Fig. 5 Reductions for reducible CFG.

図 6 非可約な CFG の縮約過程
Fig. 6 Reductions for irreducible CFG.

ての v(w)∈V −v(s)について u = idom(w)を親の節
点，w を子の節点として，sを根とする木を作ること

ができる．この木を支配木（dominator tree）という

（図 3の (d)，図 5，図 6の tree）．木の根以外の任意の

節点 w に対して，その親の節点 uを u = parent(w)

と書く，節点 w が節点 u の子の節点の 1つであると

き w∈ child(u) と表す．支配木 T がグラフ G の支

配木であることを示すには T (G) と書く．w が T の

節点であることを w∈T と表す．
頂点 v(u) ∈ V の支配辺境（dominance frontier）

とは，v(u) から有向辺の方向にたどって，初めて

v(u) の支配を脱する頂点の集合であり18)，これを

DF (u) と書く（図 5，図 6 の frontiers）．頂点の集

合 V があるとき，V の全頂点の代表ブロックの集

合 {w | v(w)∈V } を，rep(V ) で表す．succ(u) = φ
ならば DF (u) = φ である．succ(u) 	= φ ならば

DF (u) = {q | p→ q ∈E, p∈DR(u), q /∈ DR(u)} で
ある．

4. 算 法

図 7に任意の CFGに対する支配木と支配辺境を求

める算法を手続き DOMINANCE として示し．以下

に概要を説明する．文中では図 7 の行番号 nnを Lnn

で示す．

4.1 主なデータ

入力は一般の CFG G = (V,E, s) であるが，ここ

では，表現 G(V, S, s) を算法の入力とする．V は頂

点データの配列，S は頂点ごとの後続頂点リストの集

合，s は CFG 入口頂点の指定である．すなわち，v

を始点とする辺の終点の頂点番号の集合を S(v) で表

し，すべての v∈V に対する S(v) の集合を S と記

す．出力については，頂点 v ∈ V に対して直接支配
頂点の番号を idom[v] に格納して支配木情報とする．

支配辺境は，手続き DOMINANCE の進行にともな

い部分集合 S(v)に保存される．変数 x，y，v は頂点

の番号で，v は一般の頂点，y は縮約される頂点，x

は縮約で y の縮約先となる頂点の番号である．level

は SCCの入れ子の深さを示す．配列 Stack[ ] は単 1

の先行頂点を持つ頂点（以下では単先行頂点という）

の番号を，深さ優先探索の後付け番号順に保存し，逆

順にとりだすスタックである．また Npred[ ] は先行

頂点数のカウンタで，CFGの縮約に応じて更新する

ことで，縮約の過程で単先行頂点となった頂点を識別

する．

4.2 図 5，図 6 に共通な事項

以下，本算法を例を用いて説明する．厳密な論理は

次章を参照されたい．図 5，図 6 の上端に並ぶ記号

Gn は，各縮約段階のグラフの標識で，左端がオリジ

ナルのグラフである．これらのグラフとは別に，支配

木（tree）と各頂点の支配辺境（ frontier）を並べて示

す．グラフの頂点は大きい矩形の中に代表ブロックを

太字で表した．矢線は有向辺で，実線は DAGの辺，

点線は逆辺である．太い矢線はそのグラフで縮約する

辺を表し，その終点を始点に縮約する．縮約の結果，

1つ右のグラフに移る．また，太い線の矩形は代表頂

点番号がスタックに積まれていることを示す．頂点の

矩形のそばにある集合表示 { }は，後続頂点の集合で
あり，文字のない場合は空集合である．支配木の節点

に添記した後続頂点の集合は，その頂点を縮約したと

きの後続頂点に等しく，その頂点の支配辺境を表す．

本算法では，縮約される頂点 yは，単先行頂点で，か

つ S(y) が空であるか，空でなければ S(y) の要素す

べてが y の支配を受けない状況になっている．した

がって，縮約を受ける時点の S(y)は y の支配辺境に
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01  PROCEDURE DOMINANCE /*  Identify Dominator Tree and Dominance Frontiers. */ 
02  INPUT     G=(V, S, s)  //  General CFG, V is the set of vertices, N=|V|,  
03                          //    S(v) is the set of Successors for v in V CC 
04  OUTPUT    idom[v]      //  Immediate Dominator for vertex v in V. 
05  BEGIN PROC 
06  // (1) Prepare DAG for the graph G, with dominance relations unchanged. 
07    Clear flags of all vertices and edges in G. 
08    level = 0 
09    DO  level = level+1 
10     Number all v in V by the pre-order DFSN  
11     Identify SCCs in G, ignoring back edges flagged in preceeding transformation. 
12     Set flag for headers, preheaders and back edges of new SCC found. 
13     Add Dummy Vertex and Dummy Edges for every SCC, if necessary. 
14    WHILE new SCC is found. 
15  // (2) Initialize for Reduction.  /* Prepare stack of candidates for reduction.*/ 
16    Clear idom[v], Npred[v] for all v in V. Assign the post-order DFSN to all v.  
17    Clear Stack.  
18    FOR ALL y in V, ascending post-order DFSN DO 
19    FOR ALL sy in S(y) DO  
20           IF edge y to sy is not a back edge THEN // Select edge of DAG. 
21       idom[sy] := y     // Store y into idom[sy], overriding. 
22       Npred[sy]:= Npred[sy]+1  // Increment Npred[sy] = |pred(sy)|. 
23      END IF 
24     END FOR 
25     IF Npred[y] = 1 THEN     // y is immediately dominated by idom[y]. 
26      push y to Stack.     // Put y onto stack by post-DFSN order. 
27     ELSE         // Predecessor of y is not unique. 
28      Clear idom[y]      // Idom(y) is unknown here. 
29       END IF 
30    END FOR 
31  // (3) Loop for Reduction.    /* Reduce vertices in descending post-order DFSN. */
32    xlabl = DEFAULT       // Clear label of x for current succx. 
33    WHILE Stack is not empty DO    // Do while the stack is not empty. 
34        pop y from Stack      // Pop y to be reduced to idom(y). 
35     x  := idom[y]      // x idom y. 
36     IF x not equals xlabl THEN    // Update succx for new x 
37      On succx[sx] FOR ALL sx in S(x)  // Set adress of sx in S(x) into succx[sx] 
38      xlabl = x      // Set x into label of succx 
39     ENDIF 
40        S(x) := S(x)-y      // Off succx[y] and delete sy in S(x) 
41        FOR ALL sy in S(y) DO     // Search all successor sy of y. 
42         IF sy in S(x) THEN         // Test if succx[sy] is On. 
43       IF edge y to sy is not a back edge THEN // Select edge of DAG. 
44        Npred[sy] := Npred[sy]-1 // Decriment |pred(sy)| of sy. 
45        IF Npred[sy] = 1 THEN  // Means pred(sy)={x}. 
46         push sy to Stack  // New candidate of reduction. 
47                idom[sy] := x   // Current x must be the idom(sy). 
48               END IF 
49              END IF 
50      ELSE        // sy has not been in S(x) yet. 
51       IF x not equals idom[sy] THEN // Prevent critical appending. 
52        S(x) := S(x)+sy   // Append sy to S(x). 
53        On succx[sy]    // Set adress of sy in S(x) into succx[sy] 
54       END IF 
55      END IF 
56       END FOR      // Now S(x) and succx for xlabl is updated. 
57    END WHILE 
58  // (4) Delete Dummy Vertex.    /* Get the tree and frontiers for original CFG. */ 
59    FOR ALL y in V DO 
60     IF sy in S(y) is Dummy Vertex THEN   
61      S(y) := S(y)-sy     // Delete Dummy Vertex in frontier. 
62     END IF 
63    END FOR 
64    FOR ALL v in V DO 
65     IF v is Dummy THEN  
66      Delete S(v)      // Delete frontier of Dummy Vertex. 
67      V := V-v       // Delete Dummy Vertex  
68    END FOR 
69   END PROC 

図 7 支配木と支配辺境の検出
Fig. 7 Identifying dominator tree and dominance frontiers.

等しい．

4.3 可約な CFGの縮約過程

図 5 に，可約な CFG の縮約過程を示す．左端の

CFGでは，B をヘッダとするループと，その中の C

から P への飛び越しがある．このグラフの深さ優先

探索順が A，B，C，D，P であるとする．ここで，

B，C，D が単先行頂点なので，L18-30で，この順

にスタックに積まれる．縮約のループ L33-57に入る
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とスタックの上端から D をおろして C に縮約する．

すなわち x = C，y = D である．その結果 S(C) か

ら D が消え，さらに S(D) との集合和 {B,P} とな
る．このとき，D→P が C→P となり，もともと

の C→ P と重複するので 1 本化し，P の先行頂点

数を L44で 1つ減らす．その結果 P の先行頂点数が

1になり，L45-48で判定を受けて P がスタック上端

に積まれる．これは，グラフの縮約を進めるうえで基

本的な機能である．逆辺を含むすべての辺は，後続頂

点集合の集合和の計算に従い，縮約先の頂点に渡され

る．しかし先行頂点数の増減と判定に関しては DAG

の辺だけを考慮する．次に G1 では P がスタックか

らおろされて，縮約の対象となる．以下同様に縮約が

進行するが，G2 の縮約（x = B，y = C）で，逆辺

C→B が G3 での自己ループ B→B に変わる．G3

の縮約（x = A，y = B）では，B を A に縮約する

ことで，S(A)から B が消える．ここでは，S(B) の

中の {B} は A = idom(B) であり，L51の判定によ

り S(A) に渡すことを止める．

4.4 非可約な CFGの縮約過程（1）

図 6に，非可約な CFGの縮約過程を示す．左端の

CFG では頂点 G と頂点 H が非可約なループを形

成し，同じループの 2つのヘッダになっている．プリ

ヘッダは共通の頂点 F である．H の後続頂点として

Qがあり，グラフの入り口からの飛び越しがある．こ

のグラフの深さ優先探索順は E，F，H，Q，G，ま

たは E，F，G，H，Q 等，複数ある．本算法ではど

れを選んでも結果は同じであるので，E，F，G，H，

Qとすると，単先行頂点は F，G，H の順に積むこと

になる．縮約のループ L33-57では，まず H をスタッ

クからおろして，F に縮約する．その結果はグラフ

G1 である．縮約により，S(F ) = {G,H} から H が

消えて S(F ) = {G}となり，さらに S(H) = {G,Q}
から Q を受け入れて，S(F ) = {G,Q} となってい
る．S(H)の Gはスタックに Gが積まれているから，

idom(G)は分かっている．それが F であるので L51

の判定により，S(F ) には S(H) の Gが渡されない．

G1 で S(F ) = {G,Q}となっているが，この Gはも

ともと S(F ) にあった DAG辺 F→G を示すもので
ある．G1 での縮約では，G が F に縮約される．こ

れにより，S(F ) = {G,Q} から G が消える．S(G)

の H は縮約済みで，idom(H) = F であると分かっ

ているので，L51の判定で H は S(F )に渡されない．

結局 S(F ) = {Q}となって G2 に移る．以後は DAG

の縮約になり，非可約な CFG特有の問題はない．非

可約なループのヘッダをプリヘッダに縮約する G0 お

よび G1 の縮約で，ヘッダがすでにスタックに積まれ

ていれば以上の処理が行われる．

4.5 非可約な CFGの縮約過程（2）

各ヘッダが初期のスタックには積まれていず，縮約

の過程でスタックに積まれる場合は，少し違った経過

になるが，結果は同じになる．上記の例ではグラフ縮

約前の時点でヘッダがスタックに積まれるので，以下

の説明には正確には該当しない．しかし，しいてヘッ

ダがスタックに積まれていないと仮定し，後続頂点の

操作について，以下の例に使う．まず H が縮約の過

程で縮約可能になり F に縮約するとして，そのとき

Gはスタックに積まれていないとすると，S(H)の G

が S(F ) に渡される．S(F ) にはすでに G があるの

で，2重化する辺 F→Gを 1本化する．これに対応し
て G の先行頂点数を減らすところであるが，H→G
は逆辺であり，DAG辺ではない．したがって，先行

頂点数には関係させない．結局 S(F ) = {G,H} が
S(F ) = {G,Q} となる．次に G を F に縮約可能

になり縮約を実行すると，S(G) の H は先に縮約を

実行しているから，当然 idom に格納済みであるの

で，L51の判定により，S(G) の H は S(F ) に渡さ

れない．G の F への縮約により，S(F ) = {G,Q}が
S(F ) = {Q} に変わる．これも前の例と同じ結果で
ある．このように，わずかな違いはあるが結果の後続

頂点集合は等しくなる．最初にヘッダがスタックに置

かれない状態は，プリヘッダが複数の場合に起きる．

（図 3 の (c)）

4.6 仮想頂点の挿入

図 3にヘッダが 2個，プリヘッダが 2個の非可約な

ループの例を示す．図の (a)はもとの CFG, (b)は仮

想頂点なしで DAG化した場合，(c)は仮想頂点を追

加して DAG化した場合のグラフである．それぞれの

下に，支配木を対応させて示した．(c)は支配木の葉 d

を除去すれば (a)の支配木に等しくなるが，(b)はヘッ

ダの直接支配頂点が正しくないので利用できない．こ

れは，単なる DAG化ではヘッダ相互間の到達可能性

を失ったことを補う情報がないためである．支配木や

支配辺境を求めるためには，ヘッダの直接支配頂点が

正しく求められれば十分なので，Ramalingam12) の

提案による仮想頂点を用い，(c)のようにすべてのプリ

ヘッダからすべてのヘッダへの到達を可能にする補助

のグラフを追加すればよい．このときの頂点 v(d) を

仮想頂点と呼び．ループが非可約で，かつ，プリヘッ

ダが複数のとき必要になる．プリヘッダが 1つのとき

はそれが v(d) の役割を果たすので，v(d) の追加はい

らない．この追加をすれば縮約は可約なグラフと同様
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図 8 定理 2 の参考図
Fig. 8 Reference diagram for theorem 2.

に行うことができ，支配木と支配辺境から仮想頂点を

除去すれば，もとのグラフの支配木と支配辺境が得ら

れる．

5. 定 理

以下の定義および定理により本アルゴリズムの正し

さを証明する．

まず，CFGの DAG化に関連する記号を定める．

定義 1 任意のCFGの逆辺を無視して得られるDAG

を，Gd = (V,E, s) で表し，Gd における頂点 v(w)

の先行頂点を predD(w)，後続頂点を succD(w) で

表す． □

DAGにおいて，頂点 x が頂点 y のただ 1つの先

行頂点であれば，x は y の直接支配頂点である．

定理 1 DAG Gd = (V,E, s)において，predD(y) =

{x} ならば，x idom y である． □

証明 1 predD(y) = {x} ならば x→ y ∈E. かつ，
{u→y |u 	= x} = φ. また，Gd にはサイクルがない
ので，y dom x はありえない．よって経路 s⇒ y は

すべて v(y)に到達する直前に v(x)を通る．したがっ

て x idom y である． □

DAGにおいて，頂点 xが他の頂点を 1つでも直接

支配していれば，頂点 x をただ 1つの先行頂点とす

るような頂点 y が少なくとも 1つは存在する．

定理 2 Gd = (V,E, s)において，{w |x idom w} 	=
φ ならば，{y | predD(y) = {x}} 	= φ である． □

証明 2 z ∈ {w | x idom w} とすると，s ⇒ z は

すべて v(x) を通り，次に {v(y) | y ∈ succD(x)} の
いずれかを通って v(z) に至る．よって経路 s ⇒ z

は s ⇒ x→ y ⇒ z となる．ここで Y ≡ {y | s ⇒
x → y ⇒ z} ⊆ succD(x) とする．y ∈ Y なら
x ∈ predD(y) であるから，ある y ∈ Y について
predD(y) = {x} ならばただちに定理がなりたつ．逆
に，すべての y ∈ Y について predD(y) 	= {x} な
らば，{v(u) |u∈ predD(y), u 	= x} 	= φ であり，経
路 u→ y ⇒ z がある．s ⇒ u が v(x) を通らなけれ

ば，s ⇒ u→ y ⇒ z が v(x) を通らずに v(z) に達

図 9 リダクションフロント
Fig. 9 Reduction front.

するので x idom z に反する．よって s ⇒ u はすべ

て v(x) を通り，v(x) の次に {v(y′) | y′∈succD(x)}
のいずれかを通る．すなわち経路 s ⇒ u ⇒ y ⇒ z

は経路 s ⇒ x → y′ ⇒ u → y ⇒ z でなければな

らず，y′ ∈ Y である．したがって y′，y ∈ Y の間に
経路 y′ ⇒ y が存在する．すべての y ∈ Y について
predD(y) 	= {x} ならば，Y の一部または全部を通
るサイクルが少なくとも 1つ存在する（図 8）．これ

は CFG Gd が DAGであることに反するので．いず

れかの y ∈ Y について predD(y) = {x} でなけれ
ばならない．よって {y | predD(y) = {x}} 	= φ で

ある． □

DAGにおいて，頂点 y の先行頂点が頂点 x ただ 1

つであり，y の後続頂点がないか，または後続頂点が

あっても，y をただ 1つの先行頂点とする後続頂点が

ないとき，そのような頂点 y にリダクションポイン

ト，有向辺 x→y にリダクションフロントの名称を与
える．この条件を満たす頂点 y は，これを縮約する

ことで，グラフの継続的な縮約を可能にする．

定義 2 DAG Gd = (V,E, s) の頂点 x, y ∈ V が，
predD(y) = {x} であるとき，succD(y) = φ で

あるか，または succD(y) 	= φ で，すべての z ∈
succD(y) が， | predD(z) | > 1 ならば，頂点 v(y)

をリダクションポイント（Reduction Point）といい，

{x → y | y ∈ RDP (Gd)} をリダクションフロント
（Reduction Front：図 9参照）と呼ぶ．リダクション

ポイントの集合，リダクションフロントの集合をそれ

ぞれ RDP (Gd)，RDF (Gd) で表す．RDP (Gd) は

縮約対象頂点の集合であり，RDF (Gd)はそれらの頂

点の縮約先頂点を明示する表現である． □

リダクションポイントは直接支配頂点が明示的に確

定しており，かつ現在の DAGにおいて他の頂点を支

配していないことを正確に述べる（図 9 参照）．

定理 3 DAG Gd = (V,E, s) において，x → y ∈
RDF (Gd)ならば，x idom y，かつ {w | y idom w} =
φ である． □

証明 3 Gd = (V,E, s) において x→y∈RDF (Gd)
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ならば，定義 2 から predD(y) = {x}，よって定
理 1 から x idom y である．また，定義 2 から

succD(y) = φ であるか，または z ∈ succD(y) が
すべて | predD(z) | > 1 である．succD(y) = φ の

場合は明らかに {w | y idom w} = φ である．次に，
すべての z ∈ succD(y) について | predD(z) | > 1

ならば，predD(z) 	= {y} である．したがってすべて
の v(w)∈V について，{w | predD(w) = {y}} = φ.
よって定理 2 の対偶から，{w | y idom w} = φ で

ある． □

任意の CFGを DAG 化すると，SCC のヘッダに

関して支配関係の情報が欠落することがある．DAG

化により支配関係についての情報欠落を生じる SCC

を定義して複合 SCCと名づけ，その場合の情報欠落

を補償する変換（図 3 (c) 参照）を dom 変換として

定義する．定義 3 CFG G = (V,E, s) の SCCが，

複数のヘッダ v(h1), v(h2), . . . と複数のプリヘッダ

v(p1), v(p2), . . . を持つとき，以下ではこの SCC を

複合 SCCと呼ぶ．複合 SCC GS について 1 個の仮

想頂点 v(d) を追加し，仮想辺 p1 → d, p2 → d, . . . お

よび d→ h1, d→ h2, . . . を追加する．1 つの GS に

対するこれらの追加を GS に対する dom 変換と呼

ぶ．G のすべての複合 SCCについて dom 変換を施

すことを G の dom 変換と呼び，記号 Gc を用いて

Gc = dom(G)と表す．Gc = dom(G)のとき，Gcに

おける頂点 v(w) の先行頂点を predC(w)，後続頂点

を succC(w) で表す． □

CFGの DAG化操作を dag変換として定義する．

定義 4 Gc = dom(G) の SCC GS の逆辺を隠蔽す

る操作を GS の dag 変換と呼ぶ．Gcのすべての SCC

について dag 変換を施すことを Gc の dag 変換と呼

び，Gd = dag(Gc) と表す． □

dom 変換により複合 SCC の支配関係が正しく保

存されることを証するために，dom 変換を施す前の

CFGにおける複合 SCCのヘッダの直接支配頂点は，

どのヘッダについても等しく，その SCCに固有の 1

頂点であることを述べる．

定理 4 G = (V,E, s) においてヘッダ v(hi)，1 ≤
i ≤ n とプリヘッダ v(pj)，1 ≤ j ≤ m を持つ複合

SCC GS = (VS , ES) の任意のヘッダ v(hi) の直接支

配頂点は，nca(v(pj), 1 ≤ j ≤ m) である． □

証明 4 v(hi)，v(hk)∈VS，1 ≤ i，k ≤ n は互いに
到達可能であり，任意の v(hi)∈VS，1 ≤ i ≤ n に対
して，v(s)からすべての v(pj)，1 ≤ j ≤ mを通って
到達する経路がある．逆に v(s) から任意の v(hi) に

v(pj)，1 ≤ j ≤ m のいずれをも通らずに到達する経

路はない．したがって任意の v(hi)∈VS，1 ≤ i ≤ n
の直接支配頂点は nca(pj , 1 ≤ j ≤ m) である． □

任意の CFGである G に対して，Gc = dom(G)，

Gd = dag(Gc) とする．G の複合 SCCに追加した仮

想頂点 d の Gdにおける直接支配頂点はその SCCの

任意のヘッダ hの Gにおける直接支配頂点に等しい．

これからただちに，h の Gdにおける直接支配頂点も

h の Gにおける直接支配頂点に等しいことがいえる．

定理 5 CFG G = (V,E, s) の複合 SCC GS =

(VS , ES)において，複数のヘッダを v(hi), 1 ≤ i ≤ n，
複数のプリヘッダを v(pj), 1 ≤ j ≤ m とすると

き，Gc = dom(G) において GS のために追加した

仮想頂点が v(d) であれば，Gd = dag(Gc) におけ

る v(d) の直接支配頂点は v(hi), 1 ≤ i ≤ n の直

接支配頂点に等しく nca(pj , 1 ≤ j ≤ m) であり，

{w | d idom w} = φ である． □

証明 5 定義 3 により，すべてのプリヘッダ v(pj)，

1 ≤ j ≤ mから v(d)への辺があり，それ以外に v(d)

を終点とする辺はない．したがって経路 s⇒ dはすべ

て v(pj)，1 ≤ j ≤ m のいずれかを通り，逆に v(pj)，

1 ≤ j ≤ m のいずれも通らない経路 s ⇒ d はない．

よって，v(d) の直接支配頂点は nca(pj , 1 ≤ j ≤ m)
である．また，すべてのヘッダ v(hi)，1 ≤ i ≤ n に
対して定義 3 により v(d) を始点とする仮想辺があ

るから，すべてのヘッダ v(hi) には v(d) を通る経路

s⇒ d→hiがあり，経路 s⇒ dは v(pj)，1 ≤ j ≤ m
のいずれかを通るので，経路 s ⇒ d→ hi も v(pj)，

1 ≤ j ≤ mのいずれかを通る．逆に v(pj)，1 ≤ j ≤ m
のいずれをも通らない経路 s ⇒ d→ hi はない．ま

た，すべての v(hi)は s⇒ d→hi のほかにも v(pj)，

1 ≤ j ≤ m のいずれかを始点とする辺 pj →hi を持

つ．したがって，ヘッダ v(hi)，1 ≤ i ≤ n の直接支
配頂点は nca(v(pj), 1 ≤ j ≤ m)である．また，v(d)
の後続頂点はすべてヘッダ v(hi)，1 ≤ i ≤ n であ

り，それらはすべてプリヘッダを通り v(d) を通らな

い経路 s ⇒ hi を持つので，{w | d idom w} = φ で
ある． □

CFGの支配木における部分木の節点は，部分木の

根に対応する頂点の支配域の頂点に 1対 1で対応し，

逆もまた真である．

定理 6 G = (V,E, s)において頂点 v(u)の支配域を

DR(u)，支配木 T (G) の u を根とする部分木を Tu

とすると，w∈Tuならば w∈DR(u)であり，逆もま
た真である． □

証明 6 u を根とする部分木 Tu において，x ∈
child(u) は x ∈ Tu，u idom x で，u dom x で
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ある．また，y ∈ child(x) は y ∈ Tu，x idom y，

x dom y であり，u dom yがなりたつ．この推移的な

支配関係は Tu の葉 z において，parent(z) dom z，

child(z) = φ となるまでなりたつので，すべての

w∈Tu は u dom w である．よって w∈Tu ならば
w∈DR(u)である．逆に z∈DR(u)ならば，u dom z
なので，経路 s⇒ z は必ず uを通る．y idom z とす

れば，経路 s⇒ z は s⇒ u⇒ y→z となり，u = y
の場合を含めて u dom yである．次に x idom y とす

れば，経路 s⇒ z は同様に s⇒ u⇒ x→y→z とな
る．経路 x→y→z の始点は単調に uに接近し，有限
回の操作で経路は s ⇒ u→ w→ . . .→ x→ y → z

となる，このとき u を根とする枝と節点の連鎖を

u = parent(w)，w = parent . . .，x = parent(y)，

y = parent(z) と Tu の中に作ることができる．よっ

て w∈DR(u) ならば w∈Tu である． □

Gc = dom(G) の縮約は，Gc の中の DAG に注

目して行う．そのため，Gc = dom(G) の縮約を

Gd = dag(Gc) の縮約と関係づけて定義する．

定義 5 縮約 Rdc(Gc, x, y) とは，dom 変換 Gc =

dom(G) に対して，Gd = dag(Gc) において，x→
y∈RDF (Gd)であるとき，頂点 v(y)を頂点 v(x)に
併合することをいう．x，y を明示する必要がないと

きは Rdc(Gc, x, y) のかわりに Rdc(Gc) と書く．縮

約 Rdc(Gc, x, y) の結果，succC(x) = (succC(x) ∪
succC(y)− {y})− {z |x idom z, z∈succC(y)}，お
よびすべての z ∈ succC(y) について predC(z) =

(predC(z)− {y}) ∪ {x} とする． □

グラフ Gに入口以外の頂点が存在する限り，Gc =

dom(G)の縮約を継続できることを証するために，Gc

の 1頂点の縮約が支配木に与える影響について述べる．

定理 7 Rdc(Gc, x, y) の支配木は Gc の支配木から

v(y) に対する葉 y および枝 (x, y) を除去した木に等

しい． □

証明 7 定義 5から，Rdc(Gc, x, y) により v(y)∈V
を v(x)∈V に縮約するとき，Gd = dag(Gc)において
x→y∈RDF (Gd)であるので，定理 3から x idom y
であり，{z | y idom z} = φ である．したがって支
配木 T (Gd)，T (Gc) において x = parent(y) かつ

child(y) = φ であり，節点 y は T (Gd)，T (Gc) の

葉である．縮約 v(x) = v(x) ⇐ v(y) では，v(y) を

v(x) に統合し改めて v(x) とする．これにより v(y)

は CFGとの結合がなくなり x idom y の関係もなく

なるので，対応する支配木では葉 y と枝 (x, y) が除

去される．他の頂点については変化はない．Gc にお

いて s⇒ x⇒ w であれば，縮約後も s⇒ x⇒ w は

変わらない．Gc において s⇒ y ⇒ w であれば，縮

約後 s ⇒ x ⇒ w となるが，{z | y idom z} = φ か
ら，y が経路 s⇒ w から消えても，w の直接支配頂

点に変わりはない．また，Gc では x→y が存在する
ので，経路 p ≡ s⇒ y ⇒ w があれば，p が v(x) を

通らなくても，別に経路 q ≡ s ⇒ x→ y ⇒ w があ

り，縮約後 s ⇒ x ⇒ w となる．したがって縮約後

s ⇒ y ⇒ w から s ⇒ x ⇒ w が発生しても，w の

直接支配頂点に変化はない．以上から v(x)，v(y) 以

外の頂点 v(w) の直接支配頂点，および支配木におけ

る parent(w) は縮約によって変わらず，T (Gc) から

枝 (x, y)と葉 y を除去した支配木は Gc∗ の支配木に

等しい． □

任意の CFGの dom 変換 Gc = dom(G)について，

縮約の一意な系列が存在することと，およびその系列

の性質を示す（図 5，図 6 参照）．

定理 8 Gc = dom(G) に対して，G0 ≡ Gc，G1 ≡
Rdc(G0)，G2 ≡ Rdc(G1), . . . , Gk ≡ Rdc(Gk−1)，

k = |V | − 1，かつ Gk = (Vk, Ek, sk) において

Vk = {s}，Ek = φ，sk = sであるような，定義 5に

よる縮約の有限な系列 G0, G1, . . . , Gk が存在し，Gk

において Gc は v(s) に縮退する． □

証明 8 Gc = (V,E, s) = dom(G) の定義 5 によ

る縮約 Gc∗ = (V ∗, E∗, s∗) = Rdc(Gc, x, y) は，

Gd = (V,Ed, s) = dag(Gc) において x → y ∈
RDF (Gd)であるとき，v(x) ≡ v(x)⇐ v(y)とする．

Gd = (V,Ed, s)の入口 sからはじめて，すべての頂点

v(y)∈V に深さ優先探索による後付け番号 DFSN(y)
を与えたとする．E 	= φならば，つねに succD(s) 	= φ
であり，w ∈ succD(s) は predD(w) = {s} であ
るから， | predD(y) | = 1 となる v(y) がつねに存

在し，predD(y) = {idom(y)} である．その中で最
大の DFSN(y) を持つ頂点を v(y) とする．このと

き succD(y) = φ なら y ∈ RDP (Gd) である．一
方 succD(y) 	= φ のときは，もし z ∈ succD(y) が
predD(z) = {y}とすると，DFSN(z) > DFSN(y)
なので，v(y) が predD(w) = {idom(w)} となる
v(w)の中で DFSN(y)最大であるとの仮定に反する．

よってすべての z∈succD(y)について predD(z) > 1.
したがってやはり y ∈ RDP (Gd) である．すなわち
Gd = (Vi, Edi, s) = dag(Gci = (Vi, Ei, s)) におい

て |Edi | > 0 であれば x→ y ∈RDF (Gd) が存在
し，Gi+1 = Rdc(Gi, x, y) が可能である．そのよう

な y のうち DFSN(y) が最大の y を用いることに

して，G0 ≡ Gc と置き，系列 G1 ≡ Rdc(G0), G2 ≡
Rdc(G1), . . . ,を作れば，系列は一意に定まり，Gd =
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(Vk, Edk, s) = dag(Gk = (Vk, Ek, s)) において

Vk = {s}，Edk = φ となるまで縮約を継続でき，

k = |V − {s} | = |V | − 1 である． □

Gc = dom(G) の縮約の系列により，グラフの入口

以外のすべての頂点の直接支配頂点が求められること

を証するために，Gcの縮約の系列における任意の Gi

で検出した直接支配頂点 idom(y) はもとの Gc でも

idom(y) であることを示す（図 5，図 6 参照）．

定理 9 Gc = (V,E, s)に対する定理 8の縮約の系列

G0, G1, . . . , Gk のうち，いずれかの Gi(0 ≤ i ≤ k)に
おいて Gi+1 ≡ Rdc(Gi, x, y)ならば，Gj(0 ≤ j ≤ i)，
のいずれにおいても x idom y である． □

証明9 定理 8の系列 G0, G1, . . . , Gkでは，G0 ≡ Gc
とおいて，G1 ≡ Rdc(G0), . . . , Gi+1 ≡ Rdc(Gi), . . .，

Gk ≡ Rdc(Gk−1) が進行する．Gi+1 ≡ Rdc(Gi) =

Rdc(Gi, x, y) ならば，定理 7 により T (Gi+1) は

T (Gi) から葉 y および枝 (x, y) を除去した木に等し

く，縮約 Rdc(Gi) を実行するまでは頂点 v(x)，v(y)

が存在し，x idom y である．系列 G0, G1, . . . , Gk

ではそれぞれの各縮約において 1 つの頂点が縮約を

受け，対応する支配木の葉がその枝とともに支配木か

ら除去される．G0 には Gc 全体の支配木が対応し，

G1, . . . , Gi のそれぞれで，いずれかの葉が 1 つずつ

除去され，それぞれの縮約に際しては，定理 7 によ

り除去される葉と枝以外の節点や枝の結合状況には

変化がないから，Gi において頂点 v(x)，v(y) があ

り，x idom y であるならば，それまでに実行される

Gj(0 ≤ j ≤ i)，のいずれにおいても．頂点 v(x)，v(y)
があり，x idom y でなければならない． □

Gc = dom(G) の縮約の系列により，グラフのすべ

ての頂点の支配辺境が（空の場合を含めて）求められ

ることを証するために，Gc の縮約の系列における任

意の Gi で検出した支配辺境 DF (y) は，もとの Gc

でも DF (y) であることを示す（図 5，図 6 参照）．

定理 10 Gc = (V,E, s) に対する定理 8の縮約の系

列 G0, G1, . . . , Gk のうち，いずれかの Gi(0 ≤ i ≤ k)
において Gi+1 ≡ Rdc(Gi, x, y) ならば，Gi におけ

る succC(y) は Gj(0 ≤ j ≤ i)，のいずれにおいても
DF (y) である． □

証明 10 Gc における v(y) の支配辺境を DF (y)，

支配域を DR(y) とすると，z ∈ DF (y) に対して
y′ ∈ DR(y) から z への辺 y′ → z，があり，また

DR(w) ⊆ DR(y) でない支配域 DR(w) が少なくも

1つあって，w′∈DR(w)− (DR(w)∩DR(y))から z

への辺 w′→z がある．y′ と w′ に関するこれらの条

件をここでは条件：z∈DF (y)という．定理 6により

DR(y)，DR(w)はそれぞれ y，w を根とする T (Gc)

の部分木 Ty，Tw に対応し，y′∈Ty，w′∈Tw であ
る．Gc∗ = Rdc(Gc)で v(y′)，v(w′) のいずれもが縮

約を受けないときは，条件：z∈DF (y)は変わらない．
v(y′)，v(w′) のいずれか，たとえば v(y′)が縮約され

る場合は，v(y”) ≡ v(y”) ⇐ v(y′)，y” = idom(y′)，

y” = parent(y′)，DR(y) ≡ DR(y) − {y′} となる．
このとき，y′ を y”で置きかえることで，再び条件：

z ∈ DF (y) がなりたつことがいえる．v(w′) が縮約

される場合は，y を w に読みかえることで，条件：

z∈DF (y)がなりたつ．DR(y)は v(y)の縮約が起き

る Gi までは v(y′)∈{v(y′) | y′ ∈DR(y), y′ 	= y} の
縮約により縮小しながらも存在するので，条件：z ∈
DF (y) が存続する．Gj(0 ≤ j < i) において v(w)

の縮約が起きるとすると，v(u′) ≡ v(u′) ⇐ v(w)，

u′ = idom(w)，u′ = parent(w)，u′ ∈ Tu となる
u を根とする部分木 Tu があって，DR(u) に対応

し，以後 w を u で置きかえて同様の議論により条

件：z ∈DF (y) がなりたつ．よって Gj(0 ≤ j ≤ i)

のすべてにおいて z ∈ DF (y) であり，DF (y) は不
変である．また Gi+1 ≡ Rdc(Gi, x, y) から，Gi に

おいて y ∈ RDP (Gi) であり，そのとき定理 3から

{w | y idom w} = φ なので Gにおける succC(y)は

DF (y) に等しい． □

Gc = dom(G) の支配辺境から G の支配辺境が求

められることを証するために，Gc におけるすべての

支配辺境 DF ′(y)から（もしあれば）仮想頂点を除去

した集合は，Gにおける支配辺境 DF (y)に等しいこ

とを述べる．

定理 11 CFG G = (V,E, s) に対して，Gc =

(V ′, E′, s) = dom(G) とすると，v(y)∈V の G での

支配辺境 DF (y) は，Gc での v(y)∈V ′ の支配辺境

を DF ′(y)として DF ′(y)− (DF ′(y)∩rep(V ′−V ))
に等しい． □

証明 11 定義 3 により V dm = V ′ − V は Gc =

dom(G) で追加した仮想頂点の集合であり，v(y)∈V
は仮想頂点以外の頂点である．複合 SCC がないと

きは，G = Gc で，V dm = φ なので，DF (y) =

DF ′(y) − (DF ′(y) ∩ rep(V dm) = DF ′(y) である．

複合 SCCがあるとき，その 1つ GS について仮想頂点

を v(d)，複数のヘッダを v(h1), v(h2), . . . , v(hn)複数

のプリヘッダを v(p1), v(p2), . . . , v(pm)とする．定義

3から 1 ≤ ni ≤ nj ≤ nとして Gcでは succC(pi) =

{d, hj , ni ≤ j ≤ nj} で， | predC(d) | > 1，

| predC(hj) | > 1であるから，DF ′(pi) = succC(pi)

である．また，Gでは succ(pi) = {hj , ni ≤ j ≤ nj}
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で，| pred(hj) | > 1であるから，DF (pi) = succ(pi)

である．したがって，DF ′(y)−DF ′(y)∩rep(V dm)=
{d, hj , ni ≤ j ≤ nj} − {d}= {hj , ni ≤ j ≤ nj}
=succ(pi)=DF (pi) となる．このことはすべての複

合 SCCについてなりたち，プリヘッダ以外の頂点に

ついては，G における v(u) とその succ(u) は，Gc

における v(u) とその succC(u) に等しい．よって定

理がなりたつ． □

支配木については，Gc の支配木において，仮想頂

点に対応する節点は葉であることが明らかであり，単

純にこれらを Gc の支配木から除去することにより，

G の支配木が得られる．

6. 計 算 量

文中では図 7 の行番号 nnを Lnnで示す．

6.1 SCCの検出と DAG化の操作（L10-13）

L10の深さ優先探索は O(M)，L11の SCC探索は

O(M) である17). L12はヘッダ検出について O(M)，

逆辺およびプリヘッダ検出についてO(M)である．L13

は辺の検索でたかだか O(M) である．以上の L10-13

については SCCの入れ子の最大の深さまでの繰返し

となる．入れ子の深さ L はループの数を超えず，実

在のプログラムでは N，M に比して通常少ないので，

適当な有限の正数 K を用いて L < K とすることが

できる．したがって L10-13に関する計算量は O(M)

である．

6.2 縮約の準備の操作（L16-30）

L16の頂点，辺の初期化は O(N)，および O(M)で

ある．L18-30は全頂点について，それぞれの後続頂

点を 1回ずつ訪問するので O(M) である．

6.3 縮約の操作（L32-57）

L34-56が L33-57のWHILEループで O(N) の繰

返しを受ける．繰返し 1 回でのそれぞれの部分の計

算量は，L34-36は O(1)，以下，L37は O( |S(x) | )，
L41-56は O( |S(y) | )であるが，その他は O(1)であ

る．O(1) の部分は全体で O(N) の計算量を与える．

O( |S(x) | )と O( |S(y) | )の部分は，6.5節で述べる．
6.4 仮想頂点の削除の操作（L58-68）

L59-63は，すべての頂点の全後続頂点を検査する，

したがって O(M) である．L64-68 は全頂点を検査

するので O(N) である．よって L58-68 については

O(MAX(N,M)) である．

6.5 S(x) と S(y) に関する計算量

すべての v ∈ V についての後続頂点の数 |S(v) |
が，縮約の継続中終始不変と仮定すれば，sy ∈ S(y)
の検査 L41は全縮約過程で考えると O(M) である．
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図 10 計算量増大の可能性
Fig. 10 Possibility of increasing complexity.

sx∈S(x) については，sx のアドレスを succx 配列

に展開する操作 L37が全縮約過程で考えれば O(M)

となる．本節では，この仮定を不変仮定と呼ぶ．

現実には，y の辺境 sy ∈ S(y) が sy ∈ S(x) でな
ければ，sy が S(x) へ追加され S(x) の増加を招く．

一方，y の縮約に対応して必ず y∈S(x) の削除が起
きて S(x) を減少させる．したがって正確な意味での

不変仮定が実現する確率は低いが，辺の数 M にくら

べて，y の支配辺境のうち上記の条件に合うものの数

は少なく，累積されていかないので，現実の計算量は

O(M) に対して有限の変動が加わった値 O(M + α)，

α�M と見ることができて，結局 O(M) である．

ここで，図 10 に示すパターンを考える．図 10 (a)

は，頂点 1～6が分岐と合流のみからなり，6の後続

頂点 7～Xは 6にとって複数の辺境をなしている．し

かし，この場合は，頂点 3，4，5については，それぞ

れ 6，5，6が頂点 1個のみの辺境であり，頂点 7，8，

9，Xが計算量をふやすのは，頂点 6を頂点 2に縮約

するときのみである．次に図 10 (b)では，頂点 7，8，

9，Xの 4頂点が頂点 5から 2まで計 4回コピーされ，

この 4頂点の範囲で計算量を増加させる．

以下では図 10 (b)について考える．(b)の繰返し制

御では計算量の増加が起きやすい．その程度は，図の

ループ 2～6の長さと，辺境頂点 7～Xの数に比例す

る．ループ 2～6の部分の長さは，そこに含まれるルー

プの数に依存し，辺境頂点数の上限はグラフの頂点数

を N，ループ部分の頂点数を K とすれば，N −K
である．この場合の計算量は O(K(N −K)) であり，
K = N/2 とすれば，O(N2) となって，N 一定の条

件下で最大となる．実用のプログラムでは，N = 200

は大規模というほどでないが，その規模で，図 10 (b)

のループ入れ子部分が N/2 = 100 頂点，辺境頂点数

N/2 = 100 となる．現実のプログラムで，ループの

入れ子が基本ブロック 100個分続いたり，辺境頂点が
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図 11 非可約な完全グラフの DAG 化
Fig. 11 DAG for irreducible complete graph.

 
DOMINATORS AND FRONTIERS: 
Block|  idom | Dominance Frontiers 
-----+-------+---------------------
 B001|  -    | B001 
 B002|  B001 | B003 B004 B005 B001
 B003|  B001 | B004 B005 B001 B002
 B004|  B001 | B001 B002 B003 B005
 B005|  B001 | B001 B002 B003 B004

図 12 図 11 (a) の支配木と辺境
Fig. 12 Dominators and frontiers of Fig.11 (a).

100個まとまって現れたりする可能性はほとんどない．

実際には，K または N −K が，たかだか 2桁以下

の，それも低い値にとどまるであろう．その状況では

計算量は O(KN) すなわち O(N) である．実在のプ

ログラムはさまざまな構造を持っており，図 10 (b)の

みで律することはできないが，このパターンは実在の

プログラムにおける O( |S(x) | ) および，O( |S(y) | )
の計算量を考えるうえで，厳しい条件を与えるものと

考えられる．

以上から，6.3 節における O( |S(x) | ) および，
O( |S(y) | ) の計算量は，実在のプログラムでは，不
変仮定の計算量からはなはだしく隔たるものでなく，

全縮約過程を通じて考えて O(M) である．

7. 算法の実装と検証

本算法を実装し，種種の非可約なグラフに適用する

とともに，SPEC CPU2000の Fortranソースのコン

パイル出力としてのアセンブリリストから，CFGを

取り出して支配関係の解析を行った．コンパイル出力

を用いたのはコンパイラが非可約性を生む可能性を考

慮したためである．対象とした SPEC CPU2000の約

1,700 例の範囲では 22 件の非可約ループのヘッダが

検出された．

7.1 完全グラフ

有向グラフにおける完全グラフとは，すべての頂点

図 13 仮想の非可約な CFG の例
Fig. 13 Virtual samples of irreducible CFG.

DOMINATORS AND FRONTIERS: 
Block|  idom | Dominance Frontiers 
-----+-------+---------------------
 B001|  -    |   - 
 B002|  B001 | B006 B004 B002 
 B003|  B002 | B002 B004 B006 
 B004|  B001 | B006 B004 B002 
 B005|  B004 | B002 B004 B006 
 B006|  B001 |   - 

図 14 図 13 (a) の支配木と辺境
Fig. 14 Dominators and frontiers of Fig. 13 (a).

の間に往復の有向辺があるグラフである（図 11）．こ

れを CFGと見なして，CFGの入口を頂点 1とすれ

ば，図 11 の (a)がオリジナル CFGであり，全体が

強連結グラフであるので，入口へ向かう辺を逆辺とし

て無視する．次に残りの CFGから，頂点 2，3，4，5

からなる入れ子の SCCが求まるので，ヘッダ 2，3，

4，5に向かう逆辺を無視すると，結局図 11 の (c)の

DAGが得られる．これの縮約は簡単で，結果は図 12

になる．頂点 1 以外はすべて頂点 1が直接支配頂点

で，また頂点 1についてのみ自分自身が支配辺境で，

他は自分以外が支配辺境である．

7.2 仮想的非可約 CFG

支配関係を認識する機能をテストするために作った

CFG のテストパターンのうち 2 例を図 13 に示し，

図 13 の (a)に対する計算結果を図 14 に示す．

7.3 SPEC CPU2000の例題

対象とした SPEC CPU2000のプログラムから得た

CFGは，Fortran77から約 400件，Fortran90から約

1,300件である．これらはコンパイルした結果のアセ

ンブリリストから別のプログラムで抽出した．計算量

として，SCC検出部，縮約計算部別に，CFGの辺への

アクセス回数を記録し，別途，両者の計算部分を統合

した実行時間を計時した．使用したものは 500MHz，

Pentium IIのパソコンである．計時の方法は，プロ

トタイプからすべての外部出力機能を除去し，時間計

測は，0.1 secに達するまでの繰返し回数を求め，1回

あたりの時間を求める．入力はグラフの構造をセット
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図 15 CPU2000 の例題による実測の統計値
Fig. 15 Statistics by samples from CPU2000.

図 16 F90 の例題における計算時間
Fig. 16 Time for sample of program by F90.

アップしておき，後続頂点集合のみ繰返しごとに作業

域にコピーした．

図 15は結果の統計値である．表中の記号は，Medg

は CFG の辺の数，µs/G は CFG あたり実行時間，

Mrf/Gは CFGあたり辺アクセス回数合計，µs/Mは

辺あたり実行時間，Mrf/Mは辺あたり辺アクセス回

数を表す．

図 15に示すように Fortran77と Fortran90の間に

は大きな差はない．平均実行時間は 2.39µsと 2.43µs

であり，辺のアクセスは 4.23回と 4.21回である．

図 16，図 17 は，Fortran90 のサンプルからの結

果について，CFGごとの実行時間と計算量（辺アク

セス回数）を，CFGの辺数を横軸にとって表した散

布図である．これらはいずれも等間隔座標で表示し，

それぞれ [0, 最大値]を座標軸の範囲とした．単位は

横軸が両図とも無次元，縦軸が図 16 については µs，

図 17 については無次元である．散布図はいずれも直

線の近くに分布しており，辺数 Mに比例する様子が

見られる．Fortran77についてもほとんど同様の散布

図が得られている．

 Reference to Edges/CFG  
max.7415 [Mrf/G]                          
+---------------------------------------*+
|                                        *
|                                     ** |
|                                        |
|                              *         |
|                           *  *         |
|                                        |
|                                        |
|                                        |
|            *** *                       |
|          *                             |
|       ****                             |
|   *****                                |
|*****                                   |
***--------------------------------------+
                      max.1608 edges[Medg]

図 17 F90 の例題における辺の参照回数
Fig. 17 Access to edge in program by F90.

8. お わ り に

本算法によれば，非可約な CFGのプログラムでも，

可約な CFG 同様，CFGの中の DAGに着目して縮

約を行うことにより，簡単に支配木と支配辺境を求め

ることができる．非可約な CFGのうち，SCCのヘッ

ダとプリヘッダがともに複数であるようなものについ

ては，仮想頂点を追加し，それを介して，複数のプリ

ヘッダと複数のヘッダを連結してから，縮約を開始す

る．縮約の方法は基本的に文献 19)の方法に基づいて

いる．その方法と本算法の相違点は，支配関係の保存

のために上記の処理を導入したこと，および可約，非

可約に共通な問題として，逆辺を DAGの辺と区別し

つつ，後続頂点への辺として平等に扱う点である．仮

想頂点の追加により，すべての CFGに対してもとの

CFGでの支配関係を正しく保存して，支配木と支配辺

境を同時に求めることが，1つの算法で可能になった．

この算法の計算量は CFGの辺数をM として，実在

のプログラムについて O(M) である．算法を実装し，

SPEC CPU2000のプログラムから取得した約 1,700

件の CFGをサンプルとして，支配関係を求める計算

量を測定した．測定の範囲では，計算量が O(M) で

あることを裏づけるものであった．また CFGの有向

辺 1辺あたりの所要時間は平均約 2.4µsであった．
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