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単項的TRSにおける単一化問題について

三 橋 一 郎† 大山口 通夫†

太 田 義 勝† 山 田 俊 行†

項書換えシステム（TRS）における単一化問題とは，与えられた TRS R と 2 つの項 M，N に
ついて，R における書き換えの合同関係を法として M と N が単一化可能であるか否かを判定する
問題である．単一化問題は，TRS の部分クラスである右定項 TRS のクラスに限定しても決定不能
である．他方，その部分クラスである合流性を満たす右定項 TRSのクラスにおいては決定可能であ
る，という結果が大山口ら（2001）によって得られている．本論文では，大山口らの単一化アルゴリ
ズムを拡張し，右定項規則の他に縮退規則を許しても単一化問題が決定可能であることを示す．

On the Unification Problem
for Confluent Monadic Term Rewriting Systems

Ichiro Mitsuhashi,† Michio Oyamaguchi,† Yoshikatsu Ohta†

and Toshiyuki Yamada†

The unification problem for term rewriting systems (TRSs) is the problem of deciding, for
a TRS R and two terms M and N , whether M and N are unifiable modulo the congruence
generated by R. The unification problem is undecidable even if we restrict ourselves to the
class of right-ground TRSs, which is a subclass of TRSs. On the other hand, it has been
shown to be decidable for the class of confluent right-ground TRSs by Oyamaguchi and Ohta
(2001). In this paper, we extend their algorithm and show that the unification problem is
decidable for the class of confluent TRSs consisting of not only right-ground rules but also
collapsing rules.

1. は じ め に

項書換えシステム（TRS）は方向づけされた等式の

集合と定義される．方向づけされた等式は書換え規則

と呼ばれ，一方向への等式変形のみが許されることを

意味する．TRSは等式の集合に対して推論を行った

り，項を簡単化したりするための計算モデルである．

TRSにおける単一化問題とは，与えられた TRS R

と 2つの項 M，N について，Rにおける書換えの合

同関係を法として M と N が単一化可能であるか否

かを判定する問題である．TRSにおける単一化問題は

一般に決定不能であり，また右定項TRSのクラス11)，

合流性および停止性を満たす TRSのクラス3)に限定

しても決定不能である．ここで，TRSが右定項であ

るとは，すべての規則の右辺が定項（すなわち，変数

を含まない項）のときである．他方，TRSのいくつ

かの部分クラスにおいて単一化問題が決定可能である
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ことが知られており1),2),6),7),10)，最近，大山口ら13)

は合流性を満たす右定項 TRSのクラスにおいて単一

化問題が決定可能であることを示した．

本論文では，まず，合流性および停止性を満たす単

項的線形 TRSのクラスにおける単一化問題が決定不

能であることを示す．ここで，TRSが単項的である

とは，すべての規則の右辺の高さが 1 以下のときで

あり，線形であるとは，すべての規則の左辺と右辺が

線形である（すなわち，同じ変数は 2回以上出現しな

い）ときである．次に，本論文では文献 13)の結果を

拡張して，合流性を満たす単純 TRS（すなわち，右

定項規則と縮退規則からなる☆TRS）における単一化

問題が決定可能であることを示す．ここで，縮退規則

とは右辺が変数である規則のことである．なお，合流

性および停止性を満たす右定項規則または縮退規則か

らなる TRSのクラスにおいてはその単一化問題が決

定可能であることが文献 6)で示されており，本論文

の結果は停止性の条件を必要としないという意味でそ

☆ どちらかを含んでいなくてもよい．

54



Vol. 44 No. SIG 4(PRO 17) 単項的 TRSにおける単一化問題について 55

の拡張にもなっている．

2. 準 備

本論文では，以下に定義する用語，記法以外について

は文献 3)と同じものを用いる．空列を εと表記する．

集合 Aにおいて，P(A)を Aのべき集合，|A|を Aの

要素数とする．N を非負整数の集合とする．X を変数

の集合，F を項数関数 a: F → N によって等級づけさ
れる関数記号の有限集合，Fn = {f ∈ F | a(f) = n}，
T を X と F から構成される項の集合とする．項に

は，それぞれ相異なる自然数を対応させ，与えられた

項に対して対応する自然数を返す関数を g: T → N
とする．x，y，z を変数，L，M，N を項として用

いる．変数を含まない項を定項と呼ぶ．G を定項の

集合，S = T \ (G ∪ X) とする．M の位置の集合

を O(M) と表し，u ≤ v を ∃w.uw = v と定義する．

M|u を位置 uにおける M の部分項とし，M から部

分項 M|u を N で置換して得られる項を M [N ]u と

表す．u �≤ v かつ u �≥ v のとき排反といい，u|v と
表す．互いに排反な位置 u1, · · · , un と項 L1, · · · , Ln

について，M から各部分項 M|ui
(1 ≤ i ≤ n) を

Li で置換して得られる項を M [L1, · · · , Ln](u1,...,un)

と表す．M 中の変数 x の位置の集合を Ox(M) =

{u ∈ O(M) | M|u = x}，OX(M) =
⋃

x∈X
Ox(M)，

OF (M) = O(M) \ OX(M) とする．V (M) を M

中に出現する変数の集合とする．M のサイズ，す

なわち，M 中の記号の数を |M | と表す．位置 u

について，u の長さを |u| と表す．M の高さを

H(M) = max{|u| | u ∈ O(M)} とする．たとえ
ば，H(f(x, g(y))) = max{|ε|, |1|, |2|, |21|} = 2．M

の最外記号を root(M) と表記する．|M|u| = 1 であ

るとき，M|u を M の最内記号，uを最内位置と呼ぶ．

OLeaf (M) = {u ∈ O(M) | |M|u| = 1} とする．
位置の集合 W, W ′ について， W ≥ W ′ を任意の

v ∈W についてある u ∈W ′ が存在し v ≥ uが成立

すると定義する．M [N/x] を M から x のすべての

出現を N で置換して得られる項とする．

代入とは，関数 σ: V → T であり，Dom(σ) = {x ∈
X | σ(x) �= x} と定義される集合が有限なものであ
る．書換え規則は α /∈ X かつ V (α) ⊇ V (β) を満

たす方向づけされた等式 α → β と定義され，TRS

は書換え規則の有限集合である．項 M，N に対し

てある書換え規則 α → β と位置 u ∈ O(M) と代

入 θ が存在して，M|u = αθ かつ N = M [βθ]u の

とき，M
u→ N と定義し，これを 1 回の書換えと

いう．N
u→ M を M

u← N と表し，
u↔=

u→ ∪ u←

とする．γ: M1
u1↔ M2 ↔ · · · un−1↔ Mn を書換え

系列とする．この系列を γ: M1 ↔∗ Mn と略記し，

R(γ) = {u1, · · · , un−1} は γ の簡約位置の集合とす

る．最外位置 ε が γ の簡約位置でないとき，γ を ε

不変と呼ぶ．R(γ) ≥ W のとき，γ: M1

≥W

↔∗ Mn と書

く．位置の集合 U 中で位置 uが極小であるとは，す

べての v ∈ U において v �< uが成立するときである．

min(U) を U の極小位置の集合とする．

定義 113) 項 M と N の対を M ≈ N と表記す

る．M � N を，M ≈ N または N ≈ M を表すの

に用いる．γ: Mθ ↔∗ Nθ である代入 θ と書換え系

列 γ が存在するならば M ≈ N は TRS R における

書換えの合同関係を法として単一化可能（あるいは単

に R 単一化可能）である．このような θ と γ をそ

れぞれ，M ≈ N の R 単一化子，証明と呼ぶ．また，

Γ ⊆ T ×T について，θ が Γ の R 単一化子であると

は，θ が Γ のすべての項対 Mi ≈ Ni の R 単一化子

であるときである．Γ の R 単一化子が存在するとき，

Γ は R 単一化可能であるという．R 単一化可能性の

特別な場合として，Mθ = Nθである代入 θが存在す

るならば M ≈ N は ∅ 単一化可能である，すなわち，
∅ 単一化可能性は通常の単一化可能性と同じである．
定義 213) 代入 θ と θ′ が無矛盾であるとは，任意

の x ∈ Dom(θ) ∩Dom(θ′) について xθ = xθ′ が成

立するときである．

定義 3 規則 α → β について β ∈ G ならば右定

項規則，β ∈ X ならば縮退規則と呼ぶ．任意の規則

α → β ∈ R と x ∈ X について |Ox(β)| ≤ 1 ならば

TRS R を右線形，|Ox(α)| ≤ 1 かつ |Ox(β)| ≤ 1 な

らば線形であるという．任意の規則 α→ β ∈ R につ

いて H(β) ≤ 1 ならば TRS R は単項的であるとい

う．R 中のすべての規則が右定項規則もしくは縮退規

則ならば TRS R は単純であるという．

単純 TRSの例を示す．R1 = {and(x, x)→ x,

and(not(x), x)→ f, eq(x, x)→ t,

eq(not(x), x) → f, t → not(f), f → not(t)}．R1 は

合流性を満たす4),5)．以後，例を示すときの TRSは

この R1 を用いる．

3. 単項的TRSにおける R 単一化問題の決
定不能性

定理 4 合流性および停止性を満たす，単項的線形

TRSにおける単一化問題は決定不能である．

証明 決定不能問題であることが知られている，ポ

ストの対応問題（PCP）に還元可能であることを示
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す．PCP P = {〈ui, vi〉 ∈ Σ∗ × Σ∗ | 1 ≤ i ≤ k}
とする．対応する TRS RP を次の方法で構成する：

F1 = Σ ∪ {1, · · · , k}，F3 = {f} として，RP =

{f(i(x)，ui(y), vi(z)) → f(x, y, z) | 1 ≤ i ≤ k}．
ここで，su(x) = s(u(x))，ただし s ∈ Σ, u ∈ Σ+

とする．RP は線形かつ単項的である．また，線形か

つ重なりがないことより，合流性を満たし，書換えご

とにサイズが真に減少することより，RP の停止性を

容易に示せる．$ ∈ F0 とする．RP において，ある

i(1 ≤ i ≤ k) が存在して，f(i(x), y, y) ≈ f($, $, $)

が単一化可能であることと，PCP P が解を持つこと

の同値性を容易に示せる（この証明の詳細については

付録の A.1を参照）．よって，合流性および停止性を

満たす単項的線形 TRSにおける単一化問題は決定不

能である． �

4. R 単一化アルゴリズムのための準備

4.1 標準化，単項化，定数間ショートカット

以下では，合流性を満たす単純 TRSにおける単一

化問題について考察する．この TRSを，より扱いや

すい等価な TRSに変換するために，次に述べる標準

化，単項化，定数間ショートカットの追加の 3つの前

処理を行う．

定義 513) 任意の規則 α → β ∈ R について |α|
= 1 または |β| = 1 ならば TRS Rは標準的であると

いう．

R = {α1 → β1, · · · , αn → βn} を単純 TRS と

する．対応する標準 TRS R′ を次の方法で構成する．

c1, · · · , cnを R中に現れない新しい相異なる定数とし，

R′ = {αi → ci, ci → βi | βi ∈ G, 1 ≤ i ≤ n}∪{αi →
βi | βi ∈ X, 1 ≤ i ≤ n}．たとえば，f(x)→ f(g(c))

を，新しい 2つの規則 f(x)→ c1, c1 → f(g(c))で置

き換える．

R と R′ について，次の補題が成立する．

補題 6

(i) Rが合流性を満たすことと R′ が合流性を満た

すことは同値である．

(ii) c1, · · · , cnを含まない任意の項M，N について，

M ≈ N が R単一化可能であることと M ≈ N

が R′ 単一化可能であることは同値である．

証明 文献 12)における，縮退規則が存在しない場合

の証明と同様． �

Rk を単純標準 TRSとする．Rk 中に右辺の高さが

1を超える規則が存在するとき，その高さが 1減少して

いる TRS Rk+1 を次の方法で構成する．c11, · · · , cmn

を Rk 中に現れない新しい相異なる定数とする．こ

こで，m = max{a(f) | f ∈ F}, n = |Rk|．Rk+1 =

{αj → fj(c1j , · · · , cij), c1j → M1j , · · · , cij → Mij |
αj → βj ∈ Rk, βj = fj(M1j , · · · , Mij), H(βj) >

1} ∪ {αj → βj ∈ Rk | H(βj) ≤ 1}．この操作を
max{H(β) | α→ β ∈ R′}− 1 回繰り返すことで，単

純標準TRS R′に対応する単項的TRS R′′を構成する．

たとえば，c1 → f(g(c))を，新しい規則 c1 → f(c2)，

c2 → g(c) で置き換える．

Rk と Rk+1 について，次の補題が成立する．

補題 7

(i) Rk が合流性を満たすことと Rk+1 が合流性を

満たすことは同値である．

(ii) c11, · · · , cmn を含まない任意の項 M，N につ

いて，M ≈ N が Rk 単一化可能であることと

M ≈ N が Rk+1 単一化可能であることは同値

である．

証明 付録 A.2を参照． �

R′′ を単項化された単純標準 TRSとする．R′′ に，

合流可能な定数間のショートカットを追加する．こ

のような TRS R′′′ は次の方法で構成する．R′′′ =

R′′ ∪ {c→ d | c, d ∈ F0, c ↓R′′ d}．
単項的右線形 TRSにおいて，任意の項 M，N に

ついて M ↓ N であるか否かは決定可能なので9),14)，

c ↓Rn d であるか否かは決定可能である．

R′′ と R′′′ について，次の補題が成立する．

補題 8

(i) R′′ が合流性を満たすことと R′′′ が合流性を満

たすことは同値である．

(ii) 任意の項 M，N について，M ≈ N が R′′ 単

一化可能であることと M ≈ N が R′′′ 単一化

可能であることは同値である．

これらの補題より，一般性を失うことなく，合流性

を満たす単純 TRS Rは標準化，単項化され，定数間

ショートカットが追加されていることを仮定できる．

定義 9 項 M について，L(M) = {M ′ | M ′ ↓
M}，LBound(M) = {M ′ ∈ L(M) | H(M ′) ≤
H(M), V (M ′) ⊆ V (M)} とする．
関数記号の集合が有限であることから，任意の M

について，LBound(M) は有限である．また，M ′ ∈
L(M) であるか否かが決定可能であることから9),14)，

LBound(M) は計算可能である．

定義 10 右定項規則による簡約を →cf と書く☆．

補題 11 M，N を任意の項とする．

(i) 任意の γ : M →∗
cf N, u ∈ O(N) について，

☆ 略称 cf は “collapsing free”（非縮退）に由来している．
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v < u である v ∈ R(γ)が存在するならば，あ

る定数 c が存在し c→∗
cf N|u が成立する．

(ii) M →∗ N ならば，ある M ′ ∈ LBound(M) が

存在して M ′ →∗
cf N が成立する．

証明 (i) TRSが標準的，単項的であるという仮定よ

り，ある L′，v′ < u，右定項規則 d→ f(c1, · · · , cn)

が存在して，次の 2 つの条件 (a)，(b) が成立する．

(a) M →∗
cf L′[d]v′ →cf L′[f(c1, · · · , cn)]v′，(b)ある

i(1 ≤ i ≤ n)において，u = v′iかつ ci →∗
cf N|u．こ

こで，d, c1, · · · , cn は定数．条件 (b)より，ci を cと

することで補題が成立する．

(ii) 命題 “M →∗
cf L[ασ]p → L[βσ]p かつ α → β

が縮退規則ならば，ある M ′ ∈ LBound(M)が存在し

て M ′ →∗
cf L[βσ]p が成立する”を示せば，M →∗ N

中の縮退簡約の数に関する帰納法で容易に証明できる．

γ: M →∗
cf L[ασ]p，u ∈ Oβ(α) とする．

(A) p = ε の場合．(a) v < u である v ∈ R(γ)

が存在するとき，(i) より，ある定数 c が存在して

c →∗
cf ασ|u を満たす．ここで，ασ|u = βσ より，

c →∗
cf βσ．したがって，c ↓ M が成立する．よっ

て，この c を M ′ とすることで命題が成立する．

(b) v < u である v ∈ R(γ) が存在しないとき，

M|u →∗
cf ασ|u = βσ．したがって，M ↓ M|u が

成立する．よって，この M|u を M ′ とすることで命

題が成立する．

(B) p �= εの場合．(a) v < pである v ∈ R(γ)が存

在するとき，(i)より，ある定数 cが存在して c→∗
cf ασ

を満たすので，c→∗
cf ασ

ε→ βσが成立する．したがっ

て，(A)よりある定数 c′ が存在して c′ →∗
cf βσ が成

立する．合流する定数間にはショートカットがあると

いう仮定より，c → c′．よって，M を M ′ とするこ

とで命題が成立する．(b) v < p である v ∈ R(γ) が

存在しないとき，M|p →∗
cf ασ

ε→ βσ．(A)より，あ

る M ′′ ∈ LBound(M|p)が存在して M ′′ →∗
cf βσ が成

立する．よって，M [M ′′]p を M ′ とすることで命題

が成立する． �

以下の例では，2章の TRS R1 を用いる．

例 12 and(t, t)(= M) →∗
cf and(not(f), not(f))

→∗
cf and(not(not(t)), not(not(t)))→ not(not(t)) の

とき，t を M ′ とすると t ∈ LBound(and(t, t)) かつ

t →cf not(f) →cf not(not(t)) より，補題 11 の (ii)

が成立する．

補題 11 より，次の系が得られる．

系 13 任意の c→∗ M について，c→∗
cf M．

定義 14 M →∗ N について，M ′ →∗
cf N を満た

す M ′ ∈ LBound(M) を，M の補助項と呼ぶ．

この補助項は，5 章で述べる R 単一化アルゴリズ

ムにおいて書換え系列を推測する際，縮退簡約を回避

するために用いる．

4.2 最 小 項

定義 15 項 M について Hm (M) を多重集合

{H(M|u) | u ∈ O(M)}m として定義する．たとえば，
Hm(f(x, g(y))) = {0, 0, 1, 2}m．多重集合を {· · ·}m，
多重集合の和集合を �と表記する．�を通常の N 上
の関係 <の多重集合への拡張，�を � ∪ =とする．

#(M) = (Hm(M),g(M))とする．gは項に対応づけ

られた自然数を返す関数である．任意の項 M，N に

ついて #(M)と #(N)を比較するために，辞書式順

序 <lex を用いる．ここで，<lex は全順序関係である．

項M0が L(M)中で最小であるとは，M0 ∈ L(M)か

つ #(M0) = min{#(M ′) |M ′ ∈ L(M)}が成立する
ときである．このとき，合流性より L(M) = L(M0)

が成立するため，M0 は L(M0) 中で最小である．以

後，項 M0 を単に最小というときは，この意味で用

いる．

文献 13)では極小 “Lmin(M) = {N ∈ L(M) | ∀N ′

∈ L(M)．Hm(N)�Hm(N ′)}”の概念が用いられて
いたが，本論文では，アルゴリズムの妥当性（後述）

の証明を簡単化するため，最小の概念を導入する．

次の補題が成立する．

補題 16 M を最小，γ: M →∗ N とすると，R(γ)

≥ OLeaf (M)（すなわち，M の最内記号のみが γ 中

で書き換わる）．

証明 M の高さに関する帰納法で証明する．H(M)

= 0のとき，明らかに成立．H(M) > 0のとき，M →∗

N が ε 不変であることを示せばよい．M →∗ ασ

→ βσ と逆に仮定する．ここで，γ′ : M →∗ ασ は ε

不変とする．β ∈ Gのとき，TRSが標準であるという

仮定および γ′ が ε 不変であることから，H(β) = 0．

よって，M の最小性に矛盾する．β ∈ X のとき，

u ∈ Oβ(α) とする．明らかに u �= ε．(i) v < u

である v ∈ R(γ) が存在するとき，帰納法の仮定よ

り，ある v′ ∈ OLeaf (M) が存在して v′ ≤ v かつ

M|v′ →∗ ασ|v′ が成立する．系 13 より，M|v′ →∗
cf

ασ|v′．補題 11 の (i) より，ある定数 c が存在して

c→∗
cf ασ|u が成立するので，ασ|u = βσ より，M の

最小性に矛盾する．(ii) v < u である v ∈ R(γ) が

存在しないとき，M ↓M|u が成立する．u �= ε より，

M の最小性に矛盾する． �

例 17 t および and(t, x)が最小であるのは，定義

より明らかである．OLeaf (and(t, x)) = {1, 2}であり，
and(t, x)

1→ and(not(f), x)
11→ and(not(not(t)), x)
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111→ · · · のように，and(t, x) からの簡約はすべて 1以

上の位置で行われる．

補題 18

(i) M0 を最小項とすると，任意の M ∈ L(M0)に

ついて，V (M0) ⊆ V (M)．

(ii) 任意の項 M について，L(M) 中の最小項は計

算可能である．

証明 (i)定義より，ある項 Lが存在してM →∗ Lか

つ M0 →∗ L が成立する．明らかに V (L) ⊆ V (M)．

補題 16 より，M0 からの簡約では最内記号しか書き

換わらないため，V (M0) = V (L)．よって，V (M0) ⊆
V (M)．

(ii) M0 を L(M) 中の最小項とすると，定義より，

Hm(M0) ≤ Hm(M)．(i) より，V (M0) ⊆ V (M)．

よって，M0 ∈ LBound(M)．LBound(M)が有限かつ

計算可能であることより，M0 は計算可能． �

4.3 局所最小単一化子と型つき項対

定義 19 Γ ⊆ T × T とする．代入 � が Γ の局所

最小 � 単一化子であるとは，θ が Γ の R 単一化子

であり，かつ任意の x ∈ Dom(θ) について xθ が最

小となるときである．

本論文では，項対 M ≈ N を入力としてとり，

M ≈ N が R 単一化可能であるとき，かつそのと

きに限り M ≈ N の局所最小単一化子 θ を生成する

単一化アルゴリズムを与える．アルゴリズムを記述す

るうえで，�U 型，vf 型と呼ぶ型つきの項対が必要と

なる．

定義 2013) E0 = {M ≈ N,M �U N, M ≈vf N,

fail | OX(N) ⊆ U ⊆ O(N), U は排反位置の集合}.
ここで，failは特殊記号であり，failの R単一化子は存

在しないことを仮定する．Γ ⊆ E0について，Γ[L/x] =

{M [L/x] ≈ N [L/x] | M ≈ N ∈ Γ} ∪ {M [L/x] �U

N [L/x] | M �U N ∈ Γ} ∪ {M [L/x] ≈vf N [L/x] |
M ≈vf N ∈ Γ} ∪ {fail | fail ∈ Γ} とする．
これらの型つきの対の R 単一化子は，それぞれの

追加条件を満たす必要がある．

定義 2113) 代入 θ が M ≈ N の（局所最小）R

単一化子であり，かつある項 L について書換え系

列 γ: Mθ →∗ L
≥U

↔∗ Nθ が存在するならば � は

� �� � の（局所最小）� 単一化子である．ただ

し，U = ∅ のとき γ: Mθ →∗ Nθ(= L) である．

代入 θ が M ≈ N の（局所最小）R 単一化子であ

り，かつある系列 γ: Mθ ↔∗ Nθ が存在して OX(N)

が γ 中で境界をなす，すなわち，任意の u ∈ R(γ)と

v ∈ OX(N) について u|v または v ≤ u が成立する

ならば，� は � �vf � の � 単一化子である．

U = {ε} ならば，定義より θ が M �{ε} N の（局

所最小）単一化子であることと θ が M ≈ N の（局

所最小）単一化子であることは同値である．よって，

M �{ε} N は M ≈ N に置き換えることにして，E0

から除外する．

例 22

( 1 ) and(f, not(not(t))) �{1,21} and(y, not(y))は，

yθ = f を満たす代入 θ が R1 単一化子で

あることより R1 単一化可能である：and (f,

not(not(t)))
21← and(f, not(f))

( 2 ) and(t, not(t)) ≈vf and(not(f), y) は，yθ = f

を満たす代入 θ が R1 単一化子であること

より R1 単一化可能である：and(t, not(t))
1→

and(not(f), not(t))
2← and(not(f), f)

型づけされた対を型なしの対に変換する関数 core

を定義する．

定義 2313) Γ ⊆ E0 について，core(Γ) = {M ≈
N |M ≈ N ∈ Γ，M �U N ∈ Γ または M ≈vf N ∈
Γ} ∪ {fail | fail ∈ Γ}．

5. 単純TRSにおける R単一化アルゴリズム

この章では，合流性を満たす単純 TRSにおける R

単一化アルゴリズム Φ を与える．文献 13)の単一化

アルゴリズムは，合流性を満たす右定項 TRSに対し

て定義されているものなので，入力 TRSの中に縮退

規則が含まれる場合，停止性と妥当性が保証されなく

なる．本アルゴリズムは，文献 13) のアルゴリズム

の拡張であり，縮退規則を許しても停止性と妥当性を

保証するものである．本アルゴリズムはいくつかの変

換規則より構成される．各変換規則は項対の有限集合

Γ ⊆ E0 を受け取り，ある Γ̃ ⊆ E0 を生成する．これ

を Γ⇒Φ Γ̃と表記する．この変換規則を非決定的に適

用する：Γ ⇒Φ Γ1, Γ ⇒Φ Γ2, · · · , Γ ⇒Φ Γk，ここで

Γ1, · · · , Γk ⊆ E0．このとき， Φを関数として見なし

Φ(Γ) = {Γ1, · · · , Γk} と書く．⇒∗
Φ を ⇒Φ の反射推

移閉包とする．本アルゴリズムは Γ0 = {M0 ≈ N0}
から開始し変換規則を繰り返し適用する．

本アルゴリズムは 3 つの段階からなる．第 1 段階

は Γ 中のある項対について，その項間で適用される

書換え規則を推測し，Γ を異なる Γ̃ に変換すること

を繰り返し行う．最終的に，第 1段階は Γを vf 型の

対の集合 Γ1 に変換し，これが次の第 2段階の入力と

なる．第 2 段階は通常の ∅ 単一化アルゴリズムと同
様で，vf 型の対の集合 Γが後述する解形式であれば

停止する．最終段階は解形式中の Γ の ∅ 単一化可能
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性，すなわち，Γ の非循環性を調べるのみである．

Φ(Γ) = {Γ1, · · · , Γk}とすると，変換 Φは，θが Γ

の局所最小 R 単一化子ならば，ある i (1 ≤ i ≤ k)と

代入 θ′ が存在して，θ′ は θ と無矛盾であり，かつ Γi

の局所最小 R 単一化子である，という条件を満たす．

さらに，core(Γi)が R単一化可能である i (1 ≤ i ≤ k)

が存在するならば，core(Γ) が R 単一化可能である

という条件を満たす．この性質を使うことで，Γ0 が

R 単一化可能であるとき，かつそのときに限り Γ が

∅ 単一化可能である系列 Γ0 ⇒∗
Φ Γ の存在を示す．

5.1 第 1 段 階

R 単一化アルゴリズムの第 1 段階の変換 Φ1 は項

対の有限部分集合 Γ ⊆ E0 を入力としてとり，変換

Γ⇒Φ1 Γ1, · · · , Γ⇒Φ1 Γk を非決定的に行う．ここで

Γ1, · · · , Γk ⊆ E0，k ∈ N，すなわち，Φ1 は有限分枝

である．アルゴリズムの正当性を保証するためにすべ

ての可能性を考慮する．

初期状態 Γ = {M0 ≈ N0} から開始し，Γ が ∅ に
なるか，failまたは少なくとも 1つの vf 型の項対を

含むまで，変換 Φ1 を繰り返し適用する．この条件を

第 1段階の停止条件と呼び，以下に定義する．

Γ ∩ {fail, M ≈vf N |M, N ∈ T} �= ∅ または
Γ = ∅

Γがこの条件を満たすならば，Γは次の段階の入力と

なる．

第 1段階で使われる変形を表記するために必要な補

助関数を，次に定義する．

decompose(M, N,U)

= {M|i �U/i N|i | 1 ≤ i ≤ k, i /∈ U}
∪ {M|i ≈ N|i | 1 ≤ i ≤ k, i ∈ U}

ここで k = a(root(M))，U/i = {u | iu ∈ U}（特に
∅/i = ∅ である）．
第 1 段階では，非決定的に，転換を適用，または

Γ\X×X 中の要素 pを選び，下記の分類に従って変

換（TT，TL→，GG，VG，VT）の 1つを適用する．

転換および変換は文献 13)の変換（付録A.3参照）を

基礎としている．転換を適用することで得られる項対

は，第 1段階の停止条件を満たす．変換を適用する場

合は，p = M ≈ N のとき，M，N をそれぞれ 3通

りに分類し，適用する変換を次のとおりに与える．

N

S G X

S TT TT VT

M G TT GG VG

X VT VG –

表の分類に従い，M ≈ N ∈ S× (S∪G)∪G×S のと

き，M ≈ N は TT条件を満たすという．VT，GG，

VG条件についても同様の意味で用いる．p = M�U N

のとき，適用する変換は次のとおり．

N

S G

S TL→ TL→
M G TL→ GG (U = ∅ のとき)

TL→ (U �= ∅ のとき)

X VT VG

可能な変換が存在しなければ，Γ⇒Φ1 {fail}．
Γ′ = Γ\{p}とする．以下の変換の説明において，θ

は p の局所最小単一化子であることを仮定している．

以下では，本論文において変更を必要とする変換に

ついてのみ述べる．

5.1.1 TT 変 換

TT変換の 1と 2については，文献 13)と同じであ

る（付録A.3参照）．よって，TT変換の 3について述

べる．すなわち，M ∈ G の場合である．この変換で

は，ある項 Lについて γ: M →∗ L←∗ Nθ を推測す

る．ここで，補題 11 より，補助項 M ′ ∈ LBound(M)

が存在して M ′ →∗
cf L←∗ Nθ が成立する．

M ′ ∈ LBound(M) を非決定的に 1つ選び☆

3.a. root(M ′) = root(N) のとき，M ′ ≈ N に対し

て TT変換の 1を 1回行う．

ここでは，M ′ ↓ Nθ が ε 不変であることを推

測している．

3.b. M ′ →+ β かつ β ∈ G を満たす規則 α→ β ∈
R を選び

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′ ∪ {β ≈ N}
さらに N ≈ β に対して TT変換の 1か 2を 1

回行う．M ′ →+ β であるか否かは決定可能で

ある9),14)．

ここでは，γ′: M ′ →∗ ασ → β ↓ Nθ 中で

ασ → β が最右 ε 簡約であることを推測して

いる．

例 24 and(t, t) の補助項 t と，規則 t → not(f)

を選ぶと，

{and(t, t) ≈ not(y)} ⇒Φ1 {not(f) ≈ not(y)}
その後 not(y) ≈ not(f) に対して TT 変換の 1を適

用することで，{y ≈ f} を得る．
5.1.2 TL→ 変換

TL→ 変換の 1と 2については文献 13)と同じであ

☆ 以後，単に選ぶというときは，非決定的に 1 つ選ぶことを意味
する．
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る（付録A.3参照）．TL→ 変換の 3，すなわちM ∈ G

の場合は 5.1.1項の 3と同様のものに変更する（すな

わち，補助項を用いて，縮退簡約の規則を回避する方

法に変更する）．

5.1.3 VG 変 換

1. p = x �M が VG条件を満たすとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′[M0/x]

ここで，M0 は L(M) 中の最小項．

2. p = x �U M が VG条件を満たすとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′[M0/x] ∪ {M0 �U M}
ここで，M0 は L(M) 中の最小項．

例 25 p = y ≈ and(t, t) を選ぶと，M0 = t，

{y ≈ and(t, t), eq(y, not(y)) ≈ f} ⇒Φ1

{eq(t, not(t)) ≈ f}
5.1.4 VT 変 換

1. p = x � M が VT条件を満たすとき，次の 2

つの場合からいずれかを選ぶ．ここでは，合流

系列 γ: xθ ↓ Mθ が存在することを推測する．

M|v ∈ S である位置 v ∈ O(M) を選び，次の

1.aまたは 1.bの変換を行う．

1.a. c ∈ F0 を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ {x ≈M [c]v, c ≈M|v}
v = ε ならば，さらに x ≈ c に対して

VG 変換（付録 A.3 参照）を適用する．

この変換では，系列 γ: xθ ↔∗ Mθ に対

して v ∈ min(R(γ))を推測している．θ

が pの局所最小単一化子であるという仮

定より xθ は最小項であり，補題 16 よ

り xθ からの簡約では最内記号しか書き

換わらないため，その最内記号 xθ|v = c

を推測している．

1.b. root(M|v) = root(α)を満たす規則 α→
β ∈ R を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ decompose(M|v, α,OX(α))

∪ {M [β]v ≈ x}
この変換では，代入 σと v ∈ min(R(γ))

について系列 xθ ↔∗ Mθ[βσ]v
v←

Mθ[ασ]v ←∗ Mθ を推測する．

2. p = x�U M がVT条件を満たすとき，M|v ∈ S

を満たす位置 v ∈ O(M) と，c ∈ F0 を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ {x �U′ M [c]v, c �U/v M|v}
ここで U ′ = {u ∈ U | u|v}，そして v = ε

ならば，x �∅ c に対して VG変換を適用する．

この変換では，系列 γ: xθ ↔∗ Mθ に対して，

v ∈ min(R(γ)) かつ u ≤ v である u ∈ U が

存在しないことを推測している．θが pの局所

最小単一化子であるという仮定より xθ は最小

項であり，補題 16 より xθ からは最内記号し

か書き換わらないため，その最内記号 xθ|v = c

を推測している．

例 26 v = ε と定数 t を選び VT変換の 1.aを適

用すると，

{x ≈ not(y)} ⇒Φ1 {x ≈ t, t ≈ not(y)}
その後，x ≈ t に対して VG変換を適用する．

v = ε と規則 and(x, x) → x を選び VT 変換の 1.b

を適用すると，

{and(y, t) ≈ y} ⇒Φ1

decompose(and(y, t), and(x′, x′), {1, 2})
∪{x′ ≈ y}
= {y ≈ x′, t ≈ x′, x′ ≈ y}

5.2 第 2 段 階

第 2段階における変換 Φ2を次に定義する．Φ2(Γ) �
Γ̃ ならば Γ⇒Φ2 Γ̃ と表記する．

第 1段階の転換（付録A.3参照）で生成された Γか

ら開始する．したがって，Γ ⊆ {x ≈vf L | L ∈ T \G}
が成立する．そして，現在の Γが以下に定義する第 2

段階の停止条件を満たすまで，変換 Φ2 を繰り返し適

用する．第 2段階では，Γ 中の任意の項対 M ≈vf N

について M ∈ G∪X を満たす．アルゴリズムの正当

性を保証するためにすべての可能性を考慮する．Γが

停止条件を満たすならば，最終段階で Γ の ∅ 単一化
可能性を調べる．

定義 27 Γ中の任意の x ≈vf P と x ≈vf Qについ

て，P = Qかつ P /∈ X が成立するならば Γは解形式

である．たとえば，{x ≈vf and(y′, t), y ≈vf not(x′)}
は解形式である．

第 2段階の停止条件は Γ が次の 2つの条件のいず

れかを満たすことである．

( 1 ) 任意の P ≈vf Q ∈ Γ について，P ∈ X が成

立し，Γが解形式である．

( 2 ) Γ = {fail}．
（Γ = ∅ は条件 ( 1 )を満たす）．

第 2段階の変換を表記するための尺度を定義する．

定義 28 項 M について

#0(M) =




{(|OX(M)|, Hm(M))}m
(V (M) �= ∅のとき)

∅
(V (M) = ∅のとき)
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たとえば，#0(and(x, not(x)))={(2, {0, 0, 1, 2}m)}m．
(i, Jm), (i′, J ′

m) に対しては，辞書式順序 > を用い

る．ここで，i，i′ ∈ N，Jm，J ′
m は N の多重部分

集合．� を > の多重集合への拡張とする．

この尺度は 6章で Γ ⊆ E0 について size(Γ)を定義

するためにも用いられる．文献 13)では Hm ではな

く H が用いられていたが，VT変換において縮退簡

約を推測する際に size(Γ)が小さくなることを示せな

いので，Hm を用いた尺度 #0 を新たに導入した．

定義 2913) 項 P, Q /∈ X について，非変数部分の

整合性を調べるための述語 common(P, Q)を以下に定

義する．U = min(OX(P )∪OX(Q))，V = min{v ∈
OF (P )∪OF (Q) | ∀u ∈ U. u|v}とする．すべての v ∈
V について P|v と Q|vは定項である．O(P )∩O(Q) ⊇
U ∪ V かつすべての v ∈ V について P|v ↓ Q|v
かつ P [c, · · · , c](v1,···,vn) = Q[c, · · · , c](v1,···,vn) な

らば common(P, Q) は真，そうでなければ偽であ

る．ここで，c ∈ F0，V ∪ U = {v1, · · · , vn}．P ↓
Q であるか否かは決定可能である9),14)．たとえば，

P = f(M, x, M ′)，Q = f(N, N ′, y)とする．ここで，

M，N ∈ G．この例では，U = {2, 3}，V = {1}．
P [c, c, c](1,2,3) = f(c, c, c) = Q[c, c, c](1,2,3) より，

M ↓ N ならば，common(P, Q) は真．

第 2段階では，最初に Γ 中の要素 p を非決定的に

選び，その中の項の種類に対応した Γ への変換（分

解，VV，GT，VG，GG）を適用する．可能な変換

が存在しなければ，Γ ⇒Φ2 {fail}．Γ′ = Γ \ {p} と
する．

これらの変換は文献 13)の変換（付録A.3参照）を

基礎としており，以下では，本論文において妥当性の

証明を簡単化するために変更，追加した変換のみを述

べる．

5.2.1 分 解

p = x ≈vf P (P ∈ S) であり，P �= Q（ただし，

Q ∈ S）かつ common(P, Q) が真になる項対 q = x

≈vf Q ∈ Γが存在するならば，

Γ′′ ∪ {p, q} ⇒Φ2

Γ′′ ∪ {q}
∪ {P|u ≈vf Q|u | u ∈ U, P|u ∈ X}
∪ {Q|u ≈vf P|u | u ∈ U, P|u /∈ X}

ここで Γ′′ = Γ′ \ {q}，U = min(OX(P ) ∪OX(Q))．

ここでは，#0(P )�#0(Q) を仮定している☆．

例 30 Γ = {p, q}, p = x ≈vf and(not(x′), t), q =

x ≈vf and(y, not(f)) とする．

☆ #0(Q)�#0(P ) ならば，q のかわりに p を残す．

common(and(not(x′), t), and(y, not(f))) かつ

#0(and(not(x′), t)) = #0(and(y, not(f))) =

{(1, {0, 0, 1, 2}m)}m より，次の分解を行える．
{p, q} ⇒Φ2 {q, y ≈vf not(x′)}

5.2.2 VV 変 換

p = x ≈vf y ならば，

( 1 ) g(x) ≤ g(y) のとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′[x/y]

( 2 ) g(x) > g(y) のとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′[y/x]

例 31 Γ = {p, x ≈vf and(x′, t), x′ ≈vf not(y)},
p = x ≈vf x′ とする．g(x) < g(x′) とすると，次の

変換を行える．

{p, x ≈vf and(x′, t), x′ ≈vf not(y)} ⇒Φ2

{x ≈vf and(x′, t), x ≈vf not(y)}
これは新規に導入した変換である．最小の概念を導

入したことで，この変換が可能となった．

5.2.3 VG 変 換

p = x ≈vf P または p = P ≈vf x(P ∈ G) ならば，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′[P0/x]

ここで，P0 は L(P ) 中の最小項．

これは第 1段階の VG変換と同様である．

5.3 最 終 段 階

Γ を第 2段階の出力とする．Γ が ∅ 単一化可能な
らば，本アルゴリズムは ‘R 単一化可能’と答え，そ

うでなければ Γ⇒Φ {fail} となる．
∅ 単一化可能性は通常の単一化可能性と同じなので，
任意の単一化アルゴリズム3),8)が使える．Γが第 2段

階の停止条件の ( 1 )を満たすならば，Γ は解形式で

あり，したがって，Γが非循環的であるとき，かつそ

のときに限り Γは単一化可能である8)．循環性の定義

を次に与える．

定義 32 X 上の関係 �→ を以下に与える．ある

P ∈ S が存在して x ≈vf P ∈ Γ かつ y ∈ V (P )

が成立するとき，x �→ y．�→+ を �→ の推移閉包とす
ると，x �→+ xである xが存在するならば Γは循環

的である．

Φ の正当性条件：

( 1 ) ⇒∗
Φ1 · ⇒∗

Φ2 が停止性を満たし，かつ有限分枝

であり，

( 2 ) Γ0 = {M0 ≈ N0} が R 単一化可能であると

き，かつそのときに限り Γ0 ⇒∗
Φ1

Γ1 ⇒∗
Φ2

Γf

である Γ1 と Γf が存在して，Γ1 が第 1 段階

の停止条件を満たし，Γf が第 2段階の停止条

件を満たし，Γf が ∅ 単一化可能である（すな
わち，非循環的かつ Γf �= {fail}）．
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Φ が非決定的アルゴリズムであることから，Γ0 か

らのすべての変換系列 ⇒∗
Φ1 · ⇒∗

Φ2 を全探索する必要

があるが，上述の ( 1 )と ( 2 )より，有限時間内に Γ0

が R 単一化可能であるか否かを決定できることが保

証される．

本アルゴリズムは，Γ0 が R 単一化可能であるとき，

かつそのときに限り Γ0 の局所最小 R 単一化子を生

成するアルゴリズムに簡単に変更することができる．

なぜなら，解形式の情報および，VV，VG 変換を行

うときに得られる情報から R 単一化子を構成できる

からである．

6. アルゴリズム Φ の正当性

この章では，アルゴリズム Φ の正当性を証明する

ために必要な補題を証明する．準備として，次の定義

を与える．

定義 33 Φ:P(E0)→ P(P(E0)) を変換とすると，

Φ が妥当であるとは次の妥当性条件 (V1) と (V2)

が成立することである．任意の Γ ⊆ E0 について，

Φ(Γ) = {Γ1, · · · , Γn} とする．
(V1) θ が Γ の局所最小 R 単一化子ならば，ある

i (1 ≤ i ≤ n) と代入 θ′ が存在して，θ′ は θ

と無矛盾であり，かつ Γi の局所最小 R 単一化

子である．

(V2) i (1 ≤ i ≤ n)が存在して core(Γi)が R単一化

可能ならば，core(Γ) は R 単一化可能である．

6.1 第 1段階の正当性

第 1 段階の停止性を証明するために，size(Γ) を

(#1(Γ), #2(Γ), #3(Γ), #4(Γ)) と定義する．ここで，

#1(Γ) = �P≈Q∈Γ(#0(P ) �#0(Q))

�(�P�U Q∈Γ#0(P ))

#2(Γ) = �P�U Q∈Γ#0(Q)

#3(Γ) = �P�U Q∈Γ{|u| | u ∈ U}m
#4(Γ) = |Γ|

任意の Γ, Γ′ ⊆ E0 について size(Γ) と size(Γ′) を比

較するために，辞書式順序 > を用いる．

補題 34 第 1 段階は停止性を満たし有限分枝で

ある．

証明 第 1 段階中のすべての変換 Φ1(Γ) = {Γ1,

· · · , Γk} に対して，すべての 1 ≤ i ≤ k について

size(Γ) > size(Γi) が成立することを，以下の表に

従って証明できる．

#1 #2 #3 #4

TT �
TL→ の 1 � � �
TL→ の 2 �
TL→ の 3 � � �
GG = = = >

VG �
VTの 1 �
VTの 2 � �

証明法は文献 12) の補題 4.2 と同様なため，詳細は

略す．

また，Γが有限集合ならば，k は有限である．すな

わち，第 1段階は有限分枝である．したがって，補題

成立． �

補題 35

(i) 第 1段階の変換 Φ1 は妥当である．

(ii) Γ ⊆ E0 が R 単一化可能であり，かつ第 1 段

階の停止条件を満たさないならば，Φ1(Γ) �= ∅．
証明 θを Γの局所最小 R単一化子とする．文献 13)

の変換はこの補題を満たすことより，変更した変換の

みについてこの補題を証明すれば十分である．p ∈ Γ

とする．

TT 変 換

p = M � N は TT 条件を満たしているとする，

すなわち，M，N /∈ X を満たし，M /∈ G または

N /∈ G．M ∈ G の場合のみ変更したので，この場合

についてのみ考える．このとき，N ∈ S である．

(V1) θ が p の局所最小単一化子であり，R が

合流性を満たすことから，ある項 L について系列

γ: M →∗ L←∗ Nθ が存在する．補題 11 より，補助

項 M ′ ∈ LBound(M) が存在して，系列 γ′: M ′ →∗
cf

L ←∗ Nθ が成立する．ε /∈ R(γ′) の場合は文献 13)

の TT変換の 1を適用できるので，ε ∈ R(γ′) の場合

について考える．部分系列 γ: L ←∗ Nθ が ε 簡約を

持つ場合も，文献 13)の TT 変換の 2が適用できる

ので，部分系列 γ′′: M ′ →∗ Lが ε 簡約を持つ場合に

ついて考える．ασ → β(β ∈ G) を γ′′ の最右の ε 簡

約とすると，M ′ →+ β である．したがって，Φ1 は

次の変換を行える．

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1 Γ′ ∪ {β ≈ N}(= Γ̃)

明らかに，θ は Γ̃ の局所最小 R 単一化子である．そ

の後 Φ1 は N ≈ β を TT変換の 1または 2で変換で

きる．どちらの場合も，(V1)は成立する．

(V2) TT変換の 3を

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1 Γ′ ∪ {β ≈ N}(= Γ̃)
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とすると，core(Γ̃) = core(Γ′) ∪ {β ≈ N}が R 単一

化可能ならば，明らかに core(Γ) = core(Γ′)∪{p}は
R 単一化可能．

TL→ 変換についても同様に証明できる．

VG 変 換

p = x �M は VG条件を満たしているとする，す

なわち，M ∈ G を満たす．

(V1) θ が x ≈ M の局所最小 R 単一化子である

ことより，ある定項 M0 が存在して，xθ = M0 かつ

M0 は L(M) の最小項．したがって，Φ1 は次の変換

を行える．

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1 Γ′[M0/x](= Γ̃)

任意の P ≈ Q ∈ Γ′ について，系列 P [M0/x]θ =

Pθ ↔∗ Qθ = Q[M0/x]θ が存在することから，θ は

P [M0/x] ≈ Q[M0/x] の局所最小 R 単一化子となる．

任意の P �U Q ∈ Γ′ について，系列 P [M0/x]θ =

Pθ →∗ ·
≥U

↔∗ Qθ = Q[M0/x]θ が存在することから，

θは P [M0/x]�U Q[M0/x]の局所最小 R 単一化子と

なる．よって，θ は Γ̃ の局所最小 R 単一化子である．

(V2) VG変換の 1を

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1 Γ′[M0/x](= Γ̃)

とすると，core(Γ̃) = core(Γ′[M0/x])が R 単一化可

能ならば，明らかに core(Γ) = core(Γ′) ∪ {p} は R

単一化可能．

p = x �U M のとき，Φ1 は次の変換を行える．

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′[M0/x] ∪ {M0 �U M}
これも同様に証明できる．

VT 変 換

Γ ⊆ {x ≈ L, L ≈ x, x �U L | L ∈ T \ G} とする．
すなわち，すべての項対が VT条件を満たすとする．

(V1) θが Γの局所最小 R単一化子であることから，

Γ 中の x � L, x �U L について γ: xθ ↔∗ Lθ が成立

する．Γ 中にある p = x �M または p = x�U M が

存在して，γ: xθ ↔∗ Mθ，かつある v ∈ min(R(γ))

と u ∈ OX(M) について v < u が成立する場合につ

いて考える（そうでない場合は文献 13)の転換を行え

る）．よって，M|v ∈ S，定義 16より，u ∈ U である．

p = x �M のとき，xθ からの簡約が存在する場合

を考える（Mθ からの簡約を考える場合は，文献 13)

と同様）．xθ が最小であることより，補題 16 から，

xθ の最内記号のみが書き換えられる．よって，ある

定数 c が存在して，xθ|v = c かつ xθ|v ↔∗ Mθ|v が

成立する．したがって，Φ1 は次の変換を行える．

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1

Γ′ ∪ {x ≈M [c]v, c ≈M|v}(= Γ̃)

θ は Γ̃ の局所最小 R 単一化子でもある．

(V2) 1.aの場合について述べる．VT変換の 1.aを

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1

Γ′ ∪ {x ≈M [c]v, c ≈M|v}(= Γ̃)

とすると，core(Γ̃) = core(Γ′) ∪ {x ≈ M [c]v, c ≈
M|v} が R 単一化可能ならば，明らかに core(Γ) =

core(Γ′)∪{p}は R 単一化可能．1.bの場合も同様に

証明できる．

p = x �U M のとき，Φ1 は次の変換を行える．

Γ(= Γ′ ∪ {p})⇒Φ1

Γ′ ∪ {x �U′ M [c]v, c �U/v M|v}(= Γ̃)

これも同様に証明できる． �

6.2 第 2段階の正当性

E2 = {M ≈vf N | M ∈ G ∪ X} とする．第 1 段

階の転換 Γ ⇒Φ1 conv(Γ) について，conv(Γ) ⊆ E2

が成立し，第 2段階のすべての変換 Γ⇒Φ2 Γ̃につい

て，Γ ⊆ E2 ならば Γ̃ ⊆ E2 である．

補題 36 第 2 段階は停止性を満たし有限分枝で

ある．

証明 Γ ⊆ E2 について，size(Γ) を ($1(Γ), $2(Γ))

と定義する．ここで

$1(Γ) = �P≈vfQ∈Γ(#0(P ) �#0(Q))

$2(Γ) = |Γ|
任意の Γ, Γ′ ∈ E2 について size(Γ) と size(Γ′) を比

較するために辞書式順序 > を用いる．第 2段階のす

べての変換 Φ2(Γ) = {Γ1, · · · , Γk} に対して，すべて
の 1 ≤ i ≤ k について size(Γ) > size(Γi)が成立する

ことを以下の表に従って証明する．

$1 $2

分解 �
VV �
GT �
VG �
GG = >

証明法は文献 12)と同様であるため，詳細は省略する．

また，Γが有限集合ならば，k = |Φ2(Γ)| は有限で
ある．したがって，補題が成立する． �

補題 37

(i) 第 2段階の変換 Φ2 は妥当である．

(ii) Γ ⊆ E2 が R 単一化可能であり，かつ第 2 段

階の停止条件を満たさないならば，Φ2(Γ) �= ∅．
証明 文献 13)における同補題の証明と同様．VV変

換の妥当性は明らか． �
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6.3 最終段階の正当性

補題 38 Γ が第 2段階の停止条件を満たすことを

仮定すると，Γ の局所最小 R 単一化子 θ が存在する

ならば Γ は非循環的である．

証明 θ を Γ の局所最小 R 単一化子とする．任意

の x ≈vf P ∈ Γ と y ∈ V (P ) について，P /∈ X な

らば H(xθ) > H(yθ) を示す．ある u �= ε について

y = P|u とすると，θ が x ≈vf P の R 単一化子であ

ることより，xθ|u ↔∗ yθ が成立する．θ の局所最小

性より H(xθ|u) ≥ H(yθ)が保証される．したがって，

H(xθ) > H(yθ)．これより，任意の x, y ∈ X につい

て，x �→ y ならば H(xθ) > H(yθ)が成立する．ゆえ

に，x �→+ x が成立することはありえない．よって，

Γ は非循環的である． �

補題 39 Γ が第 2段階の停止条件を満たし，かつ

Γ の局所最小 R 単一化子が存在するならば，Γ は ∅
単一化可能である．

証明 明らかに Γ �= {fail} なので，Γ は解形式．補

題 38より Γは非循環的なので，∅ 単一化可能である．
�

7. ま と め

6章の補題より，次の定理が得られる．

定理 40 合流性を満たす単純TRSにおける単一化

問題は決定可能である．

証明 補題 34 と 36 より Φ の正当性条件の ( 1 )が

成立し，補題 35 と 37 より第 1，第 2 段階の変形

Φ1，Φ2 は妥当である．よって，Γ0 = {M0 ≈ N0}
が R 単一化可能ならば，ある Γ1 と Γf が存在して，

Γ0 ⇒∗
Φ1 Γ1 ⇒∗

Φ2 Γf が成立し，Γ1 と Γf がそれぞれ

第 1，第 2 段階の停止条件を満たし，Γf の局所最小

R 単一化子が存在する．したがって，補題 39 より Φ

の正当性条件の ( 2 )の必要条件部が成立する．また，

Φ1 と Φ2 の変換の妥当性より十分条件部が保証され

る．したがって，Φ の正当性条件の ( 2 )が成立する．

よって，∅ 単一化可能性の決定可能性より，定理が成
立する． �
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付 録

A.1 定理 4の証明

補題 41 PCP P = {〈ui, vi〉 | 1 ≤ i ≤ k} が解
を持つ ⇔ ∃i(1 ≤ i ≤ k).f(i(x), y, y) ≈ f($, $, $) は

RP 単一化可能．

証明 ⇒：PCP P の解を ui1 , · · · , uil = vi1 , · · · , vil

とする．ここで，ij ∈ {1, · · · , k}, 1 ≤ j ≤ l．

xθ = i2 · · · il($), yθ = ui1 · · ·uil ($) とするとき，

f(i1(x), y, y)θ →∗ f($, $, $) が成立する．ゆえに，

f(i1(x), y, y) ≈ f($, $, $) は RP 単一化可能．

⇐：∃i(1 ≤ i ≤ k).f(i(x), y, y) ≈ f($, $, $) は

RP 単一化可能とする．したがって，ある代入 θ が

存在して f(i(x), y, y)θ ↔∗ f($, $, $)．f($, $, $) は

正規形かつ RP は合流性を満たすことより，系列 γ :

f(i(x), y, y)θ →∗ f($, $, $)が存在する．よって，ある

j1, · · · , jl ∈ {1, · · · , k}が存在して xθ = j1 · · · jl($)が

成立する．なぜなら，これ以外の関数記号が出現する場

合には，その記号は書換えで消去されないからである．

このとき，上の系列 γが存在するためには，RP の定義

より，yθ = uiuj1 · · ·ujl($)かつ yθ = vivj1 · · · vjl($)

が成立する必要がある．ゆえに，PCP P は解を持つ．

�

A.2 補題 7 の証明

補題 7を証明するために，次の定義と補題を用いる．

定義 42 M [M11/c11, · · · , Mmn/cmn]を，1 ≤ i ≤
m，1 ≤ j ≤ n について M に出現するすべての cij

を Mij で置換して得られる項とする．

補題 43 θ = [M11/c11, · · · , Mmn/cmn] とする．

M →∗
Rk+1

N ならば，Mθ →∗
Rk

Nθ．

証明 M →Rk+1 N ならば，Mθ →Rk Nθ または

Mθ = Nθ を示せばよい．u を M →Rk+1 N の簡約

位置とする．このとき，M|u = αjσ かつ N|u = βjσ

を満たす σ と αj → βj ∈ Rk+1 が存在する．αj →
βj ∈ Rk ならば明らかに成立する．αj → βj /∈ Rk

かつ βj = fj(c1j · · · cij) ならば αj ∈ G かつ αj →
βjθ ∈ Rk より αjσθ(= αj) →Rk βjσθ が成立する．

αj → βj /∈ Rk，αj = ci′j かつ βj = Mi′j(1 ≤ i′ ≤ i)

ならば，αjσθ = αjθ = βj = βjσθ，すなわち

M|uθ = N|uθ．したがって，補題が成立する． �

証明 ［補題 7］補題 43 を用いて，文献 12)におけ

る標準化に関する補題の証明と同様に証明できる．�

A.3 文献 13)の単一化アルゴリズム

第 1 段 階

転 換

Γ ⊆ {x ≈ L, L ≈ x, x �U L | L ∈ T \G} のとき，
Γ⇒Φ1 conv(Γ)

conv(Γ) = {x ≈vf L | x ≈ L ∈ Γ または L ≈ x ∈ Γ

または x �U L ∈ Γ}．
TT 変 換

p = M � N が TT条件を満たすとき，

1. root(M) = root(N) のとき，

Γ′∪{p} ⇒Φ1 Γ′∪{M|i ≈ N|i | 1 ≤ i ≤ k}
k = a(root(M))．

2. M /∈ G のとき，root(M) = root(α) を満たす

規則 α→ β ∈ R を選び

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ decompose(M, α,OX(α))

∪ {β ≈ N}
3. M ∈ G のとき，M →+ β を満たす規則

α→ β ∈ R を選び

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′ ∪ {β ≈ N}
さらに，N ≈ β に対して TT変換の 1か 2を

1回行う．

TL→ 変換

p = M �U N が TL→ 条件を満たすとき，

1. root(M) = root(N) のとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′ ∪ decompose(M, N, U)

さらに，M ∈ G ならば，すべての P ≈ Q ∈
decompose(M, N,U)∩ (G×X)に対して後述

する VG変換を適用する．

2. M /∈ G のとき，root(M) = root(α) を満たす

規則 α→ β ∈ R を選び

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ decompose(M, α,OX(α))

∪ {β �U N}
3. M ∈ G のとき，M →+ β を満たす規則

α→ β ∈ R を選び

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′ ∪ {β �U N}
さらに，β �U N に対して TL→ 変換の 1を 1

回行う．

GG 変 換

1. p = M ≈ N が GG 条件を満たし M ↓ N の

とき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′

2. p = M �∅ N が GG 条件を満たし M →∗ N

のとき，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′
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VG 変 換

1. p = x �M が VG条件を満たすとき，

M0 ∈ Lmin(M) を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′[M0/x]

2. p = x �U M が VG条件を満たすとき，

M0 ∈ Lmin(M) を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1 Γ′[M0/x] ∪ {M0 �U M}
VT 変 換

1. p = x �M が VT条件を満たすとき，

M|v ∈ S を満たす位置 v ∈ O(M) と規則

α→ β ∈ R を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ {x ≈M [β]v, β ≈M|v}
さらに，v = εならば，x ≈ β に対して VG変

換を適用する．

2. p = x �U M が VT条件を満たすとき，

M|v ∈ S を満たす位置 v ∈ O(M) と規則

α→ β ∈ R を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ1

Γ′ ∪ {x �U′ M [β]v, β �U/v M|v}
ここで U ′ = {u ∈ U | u|v}，さらに，v = εな

らば，x �∅ β に対して VG変換を適用する．

第 2 段 階

分 解

p = x ≈vf P (P ∈ S) であり，x ∼ΓX y および

P �= Q，Q ∈ S かつ common(P, Q)が真になる項対

q = y ≈vf Q ∈ ΓT が存在するならば，

Γ′′ ∪ {p, q} ⇒Φ2

Γ′′ ∪ {q}
∪ {P|u ≈vf Q|u | u ∈ U, P|u ∈ X}
∪ {Q|u ≈vf P|u | u ∈ U, P|u /∈ X}

ここで Γ′′ = Γ′ \ {q}，U = Min(OX(P) ∪ OX(Q))．

ここでは，#0(P )�#0(Q) を仮定している．

GT 変 換

p = P ≈vf Q(P ∈ G, Q ∈ S) かつ common(P, Q)

が真ならば，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′ ∪ {Q|u ≈vf P|u | u ∈ OX(Q)}
VG 変 換

p = x ≈vf P または p = P ≈vf x(P ∈ G) ならば，

P0 ∈ Lmin(P ) を選び，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′[P0/x]

GG 変 換

p = P ≈vf Q(P, Q ∈ G) かつ P ↓ Q ならば，

Γ′ ∪ {p} ⇒Φ2 Γ′
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