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制約付き項書換え系の潜在帰納法を利用した
手続き型プログラム検証の試み

古 市 祐 樹†1 西 田 直 樹†1 酒 井 正 彦†1

草刈 圭一朗†1 坂 部 俊 樹†1

手続き型プログラムの検証手法として，モデル検査やホーア論理に基づく検証手法
が代表的である．一方，項書換えの分野では帰納的定理の証明手法として潜在帰納法
や書換え帰納法などが広く研究されている．本論文では，帰納的定理の証明法を利用
して手続き型プログラムの等価性の検証を試みる．具体的には，自然数上の while 言
語で定義された手続き型関数からプレスブルガー文を規則の制約として持つことが許
された制約付き項書換え系への変換を与え，その変換により手続き型プログラムの等
価性を書換え系の関数の等価性に帰着させ，潜在帰納法を用いて等価性検証を試みる．
この手法を実現するために，合流性を保証するための危険対定理および完備化手続き
を制約付き書換えに対応するように拡張する．

Approach to Procedural-program Verification
Based on Implicit Induction of Constrained
Term Rewriting Systems

Yuki Furuichi,†1 Naoki Nishida,†1 Masahiko Sakai,†1

Keiichirou Kusakari†1 and Toshiki Sakabe†1

In the field of procedural programming, several verification methods based
on model checking or Hoare logic have been proposed. On the other hand,
in the field of term rewriting, implicit induction and rewriting induction have
been widely studied as methods for proving inductive theorems. In this paper,
we try to take advantages of methods for proving inductive theorems in veri-
fying procedural functions written in a “while” language with natural number
type. More precisely, we propose a transformation from procedural programs to
constrained term rewriting systems whose constraints are in Presburger arith-
metic, and show that the transformation reduces the equivalence of procedural
programs to that of functions in rewrite systems. By verifying the equivalence
between rewrite systems, we verify the equivalence between the correspond-

ing procedural functions. To establish this approach, we extend Critical Pair
Theorem and the basic completion procedure for constrained systems.

1. は じ め に

手続き型プログラムと関数型プログラムでは，それぞれにプログラム検証手法の研究がさ

れている．手続き型プログラムに対しては，モデル検査7),17),24) やホーア論理に基づく検証

手法12),14),17) が代表的である．しかし，ループ不変式の発見は一般的に不可能であること

や，事前条件・事後条件の付与などのヒューリスティックな作業が必要であることから，検

証の自動化は困難である．一方，関数型プログラムに対しては，帰納的定理の自動証明手法

である潜在帰納法16),21) や書換え帰納法3),25) などが項書換え系（TRS）の分野で広く研究

されている．帰納的定理とは任意の基底項上で成立する等式である6)．関数の等価性は帰納

的定理として定式化できるので，等価性検証に帰納的定理の自動証明法を利用できる．

本論文では，帰納的定理の証明法を利用し，手続き型プログラムの検証手法の枠組みを提

案する．基本アイディアは，手続き型プログラムを同等の計算を行う制約付き TRSに変換

し，それが仕様として与えられる TRSと等価であることを帰納的定理の証明法を利用して

検証するというものである（図 1）．なお，この手法は，2つの手続き型プログラムの等価

性検証にも応用できる．このアイディアを実現するために，主に以下の 3つのことを行う．

• 自然数上の while言語で定義された手続き型関数からプレスブルガー文を規則の制約と

して持つことが許された制約付き TRSへの変換を提案する．

• 合流性を保証するための危険対定理を制約付き書換えに対応するように拡張する．
• 完備化手続きをプレスブルガー文などの制約を持つ書換え系に対応するように拡張する．
基本アイディアを具体化する際，通常の TRSでは潜在帰納法に基づく自動証明3),16),18)

に必要な完備化手続きに問題が生じる．完備化手続きは，与えられた TRSに対して停止性・

合流性を持つ等価な TRSを構成する手続きであり，その手続きは必ず停止するとは限らな

い．たとえば，比較演算子を含む項が完備化手続きを暴走させることも少なくない．これは

完備化手続きそのものに潜在している問題が原因であり，本章の末尾で具体例（関数 max）

をあげて説明する．そこで，TRSを拡張し，真偽が決定可能であることが知られているプ
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図 1 提案する検証手法の概要
Fig. 1 Framework of a verification proposed in this paper.

レスブルガー文を制約として付加した書換え規則からなる書換え系（P文付き TRS）を導

入する．それにともない，書換え規則の制約部を考慮して推論規則を拡張することにより，

完備化手続きを P文付き TRSの枠組みに拡張する．この拡張によって比較演算が項中に出

現しなくなるので，通常の TRSの場合の完備化手続きの問題を解消する（関数 maxの例

を参照）．P文付き TRSの枠組みでの完備化手続きについては，決定可能な理論の一階述

語論理式を制約に付加した TRS（制約付き TRS）とそれに対する完備化手続きに一般化し

て議論する．また，完備化で得られる書換え系の局所合流性を保証するための危険対定理に

ついても制約付き TRSに対応するように拡張する．制約付き TRSの制約部では，条件付

き TRS22) とは異なり，その真偽が書換え関係には関係なく決定される．よって，本手法は

条件付き TRSの枠組みでの完備化13) よりは TRSの完備化に近い．

制約を項の所属関係で表現する制約付き TRSの枠組みではすでに危険対定理と完備化手

続きが提案されている8)–10),15),19),27),29)（詳細については 8 章を参照）．文献 15)，29)の

完備化手続きは推論規則を導入しておらず，さらに，制約部分の集合の分割が明示されてい

ない．一方，文献 8)–10)，19)，20)では，扱う制約に文脈変数などが記述できるような表

現力の豊かな制約付き TRS を扱えるが，それらの制約に対する処理も完備化の中で行うた

め，非常に多くの複雑な推論規則で手続きを構成している．本論文で完備化の対象とする

制約付き TRSは文献 8)–10)，19)，20)の制約付き TRSよりも狭いクラスで十分であり，

さらに帰納的定理の証明と相性が良い手続きを必要としている．そこで，本論文では，制約

の真偽と充足可能性が決定可能であることを仮定し，TRSの枠組みの完備化に追従した簡

潔な完備化手続きを再構築する．また，危険対定理が成り立つための十分条件（制約部安定

性）を保存するように完備化の推論規則の適用条件を与え，制約部の処理を単純にする．

定理自動証明の枠組みの多くは，等式集合や規則集合に適用するいくつかの推論規則とそ

れらの適用戦略で構成される3),5),16),21),25)．本論文では，潜在帰納法の原理に準拠した完

備化手続きに基づいた検証法の枠組みを制約付き TRSに対応するように拡張する．この枠

組みを基本にする理由は，完備化手続きが TRSに対してすでに非常によく研究され，基本

的な理論として確立されていること，他の多くの枠組みが持つ基本的な推論規則で構成され

ていることである．よって，将来的な拡張の際にも，これまでの多くの成果の利用が期待で

きる．また，本論文で提案する枠組みが他の枠組みを拡張する際にも非常に有効である．

検証手法は次のとおりである．まず，手続き型プログラムを等価な P文付き TRSに変換

する．対象とする手続き型プログラムは，制御構造が while文と if 文，データ型が int 型

（本論文では特に自然数のみ扱う）に制限された C言語で記述された関数である．ただし，

条件文についてはブール型の解釈に従う．状態遷移により意味論を定式化したうえで，プロ

グラムを忠実に模倣する P文付き TRSを構成する．次に，手続き型プログラムから変換に

より得られた P文付き TRSと仕様としてあらかじめ与える P文付き TRSに対して，その

両者が等価であることを帰納的定理の証明手法（本論文では，潜在帰納法の原理に基づいた

完備化手続き）を適用して検証する．実際に，トイプログラムではあるが，自然数列の総和

を求めるプログラムに対して検証が成功した例を紹介する．

最後に，通常の TRSではなく，P文付き TRSを導入する理由を説明する．手続き型プ

ログラムから TRSへ直接変換する手法も試みたが，比較演算を表す項の存在が完備化を安

易に暴走させることを実験で確認した．暴走の原因は完備化手続きにあり，関数型プログラ

ムでの定理自動証明でも，判定条件に比較演算が用いられる if 文を含むようなプログラムで

は頻繁に生じる暴走である．たとえば，2つの自然数の最大値を求める次の TRSを考える．⎧⎪⎨
⎪⎩

max(x, y)→ if(x < y, y, x), 0 < s(y)→ true,

if(true, x, y)→ x, x < 0→ false,

if(false, x, y)→ y, s(x) < s(y)→ x < y

⎫⎪⎬
⎪⎭

この TRSに対して等式 max(x, x) ≈ xが帰納的定理であることを通常の完備化手続き1)

で証明しようとすると，等式 if(x < x, si(x), si(x)) ≈ si(x) （i ≥ 0）が残り続けて，完備

化が暴走する．このような暴走は完備化の戦略を工夫することで抑制できる可能性もある
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が，P文付き TRSを用いることで，比較演算子の書換えに対する完備化作業が除去できる

こと，それによりそのような戦略が不要になるという利点もある．さらに，完備化の複雑さ

を本質的に問題のある箇所のみにしぼりこめ，定理自動証明で頻繁に必要とされる補題等式

が構成しやすくなると期待できる．また，将来的には，負の数を扱えるように拡張する際

に，コーディングや計算の規則の表現が単純化されると期待できる．よって，本論文で提案

する P文付き TRSでの定理自動証明の枠組みは，関数型プログラムでの定理自動証明にお

いても有効であると考えられる．なお，上記の例を P文付き TRSで表現すると以下のよう

になり，本論文で提案する完備化では検証は簡単に成功する．{
max(x, y)→ y ⇐ x < y, max(x, y)→ x⇐ ¬(x < y)

}
本論文は次のように構成される．2 章では項書き換えに関する記法を説明する．3 章では

検証の対象とする手続き型言語の構文と意味論を与える．4 章では検証に用いる制約付き

TRS の枠組み，手続き型プログラムから P 文付き TRS への変換アルゴリズムを提案し，

その正当性を示す．5 章では制約付き TRSの危険対定理を与える．6 章では検証の実質的

な作業にあたる制約付き TRSの完備化を提案する．7 章では潜在帰納法に基づいた検証手

続きを提案し，自然数列の総和を求める関数での等価性検証の例をあげる．8 章で関連研究

との比較を述べ，9 章で今後の課題をあげる．一部の定理の証明は付録に記載する．

2. 準 備

本論文では，項書換えの一般的な記法に従う1)．

抽象書換え系 S は，対象となる集合 Aと A上の簡約化関係と呼ばれる二項関係 −→ の組
(A,−→)である．a −→ bとなるような bが存在しないとき，aを S において正規形という．

このとき，c
∗−→ aである c ∈ Aについて，cは S の正規形を持つという．S における正規

形の集合を NFS で表す．a
∗−→ c

∗←− bとなるような c ∈ Aが存在するとき，aと bは会同

関係にあるといい，a ↓ bと表記する．b
∗←− a

∗−→ cならば b ↓ cのとき，S は合流性を持つ

という．b ←− a −→ cならば b ↓ cのとき，S は局所合流性を持つという．任意の a ∈ Aに

対して aから始まる −→ の無限系列が存在しないとき，S は停止性（または強正規性）を持

つという．すべての a ∈ Aが正規形を持つとき，S は弱停止性（または弱正規性）を持つ

という．S が合流性と停止性を持つとき，S は完備性を持つという．

関数記号の集合 F，変数の可算無限集合 V から生成されるすべての項の集合を T (F ,V)

とする．項 tに現れるすべての変数の集合を Var(t)で表す．項 sと tが同一であるときは

s ≡ tと記述する．項 tへの 1引数関数記号 f の n回の適用は fn(t)と略記する．項 tにお

ける位置の集合を O(t)とする．位置 p，q ∈ O(t)に対して，pp′ = q を満たす p′ が存在す

るとき，p ≤ q と書く．特に p′ �= εとき，p < q と記す．root(s)は項 sの先頭（位置 ε）

の記号を表す．ホール �を特別な関数記号とし，引数は持たない記号とする．文脈とは，�
を 1つだけ含む項である．ホール自身も文脈であり，このような文脈を空の文脈という．文

脈 C[ ]において位置 pに出現するホール �を項 tで置き換えることによって得られる項を

C[t]p と記す．なお，pを省略してもよい．F，V 上のすべての文脈の集合を T�(F ,V)とす

る．項 t，uに対して t ≡ C[u]p となるような文脈 C[ ]が存在するとき，uを tの部分項と

呼ぶ．また，pにおける部分項 uを t|p と記す．
代入 σ の定義域と値域をそれぞれ Dom(σ)（= {x | x �≡ σ(x)}）と Ran(σ)（= {σ(x) |

x ∈ Dom(σ)}）で表す．値域に現れる変数の集合を VRan(σ) =
⋃

t∈Ran(σ)
Var(t)とする．

Dom(σ) = {x1, . . . , xn}であり，かつ σ(xi) ≡ tiのとき，σを {x1 �→ t1, · · · , xn �→ tn}と記
す．項 tに対して，σ(t)を tのインスタンスと呼び，tσ と略記する．代入 σ，σ′ について，

Dom(σ) = Dom(σ′) かつすべての x ∈ Dom(σ)において σ(x) ≡ σ′(x)のとき，σ = σ′ と

記述する．σ と σ′ の合成は σσ′ と記述し，x(σσ′) ≡ σ′(σ(x))で定義する．σ の定義域を

X ⊆ V に制限した代入 σ|X を {x �→xσ | x ∈ Dom(σ) ∩X}と定義する．項 tに対して σ

が VRan(σ|Var(t)) = ∅ を満たすとき，σ は t に対して基底代入であるという．代入 σ，θ

に対して σδ = θ となる代入 δ が存在するとき，σ � θ と記す．

項 sと tが単一化可能とは，ある代入 σ が存在して sσ ≡ tσ となることである．このと

き，σを sと tの単一化子という．sと tの単一化子 σが，s，tの任意の単一化子 θについ

て σ � θ を満たすとき，σ は最汎であるという．

項上の半順序 �が整礎であり，文脈と代入に閉じているとき，�を簡約化順序と呼ぶ．

3. 手続き型言語の構文と意味論

本章では，検証対象の手続き型言語の仕様（構文・評価意味論・計算意味論）を与える．

3.1 構 文

本論文で検証の対象プログラム（関数）の手続き部分は標準的な while言語26),34) の構文

に従ったステートメントの系列とする．対象とする手続き型言語を BNF記法を用いて図 2

のように定義する．xは変数名を表す記号列とし，C言語の記法に従う．nは自然数とする．

大文字から始まる単語は非終端記号を表す．εは空文を表す．また，宣言された変数の名前

の重複もないこととする．ステートメント系列 ssの中で宣言される前に参照される（式な
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S ::= ε | S ; S | int x = E | x = E | if( B ){ S }else{ S } | while( B ){ S }

E ::= x | n | ( E ) | ( E + E ) | ( E - E ) | ( E * E )

B ::= BE | ( B ) | ( B || B ) | ( B && B ) | (!B )

BE ::= false | true
| Ea == Ea | Ea != Ea | Ea < Ea | Ea <= Ea | Ea > Ea | Ea >= Ea

Ea ::= x | n | ( Ea ) | ( Ea + Ea ) | ( Ea - Ea )

図 2 手続き型言語の構文
Fig. 2 Syntax of our procedural language.

どに現れる）変数を ssの自由変数と呼ぶ．さらに，if文と while文の内側では変数宣言は

行われないこととする．除算は例外処理があり，計算を書換え規則で表現する際には関数の

十分完全性（7 章を参照）を失うため，本論文では用いないこととする．

3.2 評価意味論と計算意味論

次に 3.1 節で与えた手続き型言語の評価意味論 ⇒A，⇒B と計算意味論 ⇒C を定義す

る26),34)．提案した言語の基本操作は代入文である．よって，意味論を定義するうえで変数

への値を保持するための記憶が必要である．記憶をMとすると，M[x]はMで記憶されて

いる xの値を表す．M[x/v]はMの xの値を vに更新（追加）して得られる記憶を表す．M

の定義域を代入と同様に Dom(M)で表す．M[x] = M[y] = 1のとき，M[y/2, z/3]という

操作を施して得られる記憶M′ では，M′[x] = 1，M′[y] = 2，M′[z] = 3となる．

評価関係⇒Aは 1つの式 eと 1つの記憶Mをとり，1つの値 n（自然数）を返す（(e, M)

⇒A n）．評価関係 ⇒B は 1 つの論理式 bと 1つの記憶 Mをとり，真偽値（true または

false）を返す（(b, M) ⇒B cかつ cは trueか falseのどちらか）．⇒A と⇒B の意味論

は文献 26)，34)に従うこととし，それぞれ一般の自然数の四則演算�1とブール演算と一致

する．なお，本論文では ⇒A と ⇒B の定義は省略する．

計算意味論 ⇒C は，ステートメントの系列と 1つの記憶をとり，ステートメントが実行

（評価）され，残りの系列と更新された記憶が返される．その意味論を図 3 で与える．また，

このように与えた計算意味論 ⇒C による評価結果（最終的な記憶）は一意である
26),34)．

�1 m − n < 0 のときは m − n を 0 と評価するが，本論文では m − n < 0 となる状況に直面しない例を扱う．

ComR

(ss1, M)⇒C (ε, M′) (ss2, M
′)⇒C (ε, M′′)

(ss1; ss2, M)⇒C (ε, M′′)
InitR

(e, M)⇒A v

(int x = e, M)⇒C (ε, M[x/v])

AsR
(e, M)⇒A v

(x = e, M)⇒C (ε, M[x/v])

IfR

(b, M)⇒B true (ss1, M)⇒C (ε, M′)
(if(b){ss1}else{ss2}, M)⇒C (ε, M′)

(b, M)⇒B false (ss2, M)⇒C (ε, M′)
(if(b){ss1}else{ss2}, M)⇒C (ε, M′)

WhileR
(b, M)⇒B false

(while(b){ss}, M)⇒C (ε, M′)

(b, M)⇒Btrue (ss; while(b){ss}, M)⇒C(ε, M′)
(while(b){ss}, M)⇒C (ε, M′)

図 3 手続き型言語の計算意味論 ⇒C

Fig. 3 Semantics ⇒C of the procedural language.

3.3 検証の対象とする手続き型関数の定義

本論文で検証の対象とするプログラム（関数）は，図 2 の構文に従ったステートメント系

列と，末尾で値を返すための return文で定義される関数とする．ssをステートメントの系

列，x1, . . . , xn を ssの自由変数，eを式（出現する変数はすべて ssに出現）とすると，n

引数関数 f の関数定義は以下のようになる：

int f( int x1, · · · , int xn ){ ss; return e; }
f は関数名を表す記号列とし，C言語の記法に従う．さらに，そのように定義される関数の

うち，C言語の関数として正常にコンパイルできる関数を扱うこととする．C言語にはブー

ル型はないが，ブール型の概念に矛盾しない条件文，すなわち，ブール型を導入してもその

ままブール式として型が付けられる条件文を扱う．E，Ea，B から生成される数式，ブー
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int sum1( int n ){

int i = 1;

int z = 0;

while( i <= n ){

z = z + i;

i = i + 1;

}

return z;

}

図 4 手続き型プログラム sum1

Fig. 4 Procedural program sum1.

ル式の括弧は慣例に従い，省略してもよいこととする．

本論文で検証の対象とする手続き型関数の特長は以下のようにまとめられる．

• 制御文として if文と while文を書ける．

• 型は自然数（int）�1に限る．

• 関数呼び出しはない．
• 変数宣言の際に必ず初期化される．
• 関数定義の末尾で return文により値を返す．

本論文では特に自然数のみを扱う．また，手続き型プログラムの return文の位置の制限

が強いが，これは制約付き TRSへの変換の正当性の証明を簡潔にするためであり，本質的

ではない．

例 3.1 図 4 に示す手続き型プログラムは自然数 nまでの総和を求める関数である． ��

4. 制約付き TRSへの変換

本章では，3 章で定めた手続き型言語プログラムを検証するための関数型言語のモデル

として制約付き TRSの枠組みを与え，制約付き TRSに属するプレスブルガー文制約付き

TRSへの変換アルゴリズムを提案する．また，変換アルゴリズムの正当性を示す．

�1 int は本来，整数に対して用いられる型名であるが，本論文で扱う手続き型プログラムは C 言語の記法に準拠
するため，本論文では int を自然数の型名として用いる．

4.1 制約付き項書換え系

P は関数記号の集合 FP，述語記号の集合 HP，変数集合 V によって定められる一階
述語論理式の集合であり，解釈 IP が付随しているものとする．すなわち，P は，アトム
p(t1, . . . , tn)（ここに，p ∈ HP は n引数述語記号，ti ∈ T (FP ,V)），true，false，∧，∨，
¬，∀，∃�2から構成される論理式の集合であり，付随する IP により自由変数を持たない論理
式（閉じた論理式という）に真偽値が割り当てられているとする．以降では，P の論理式を
制約と呼ぶ．制約 cの自由変数の集合を fv(c)で表す．閉じた制約 cが P の下で真であるこ
とを単に cは真であるという．本論文では，IP の下では，閉じた制約の真偽判定問題が決定
可能であるとする．よって，P の任意の論理式の IP の下での真偽値と充足可能性は決定可
能である．限量子を含まない論理式 cへの項の代入 θの適用は，項の代入の自然な拡張とす

る．すなわち，θ(p(t1, . . . , tn)) = p(θ(t1), . . . , θ(tn))（ただし，p ∈ HP ∪{true, false}），
θ(¬c) = ¬θ(c)，θ(c1 op c2) = θ(c1) op θ(c2)（ただし，opは ∨または ∧のいずれか）で
ある．

F を関数記号の集合とし，F ⊇ FP であるとする．σ を Ran(σ) ⊆ T (F ,V)を満たす代

入とする．Ran(σ|fv(c)) ⊆ T (FP ,V) であるときのみ σを cへ適用することを許し，cへ σ

を適用して得られる論理式を cσ と表記する（cσ ∈ P である）．
(F ,P) 上の制約付き書換え規則 (l, r, c) は，l �∈ V，l, r ∈ T (F ,V)，Var(l) ⊇ Var(r)

を満たす左辺項 l，右辺項 r と，Var(l) ⊇ fv(c) と c ∈ P を満たす制約部 c の組であり，

l → r ⇐ cと記す．本論文では cには限量子 ∀，∃が含まれないこととする．cが true の

ときは制約部を省略して l→ r と書くこともある．

R を (F ,P) 上の制約付き書換え規則の有限集合とする．R で定められる書換え関

係 −→R を，−→R = {(C[lσ]p, C[rσ]p) | l → r ⇐ c ∈ R, C[ ] ∈ T�(F ,V), cσ が真 }
と定義する�3．(F ,P) 上の制約付き項書換え系（constrained TRS）は項の集合 T (F ,V)

と書換え関係 −→R で定められる抽象書換え系 (T (F ,V),−→R)であり，書換え規則の集合 R

で表す．制約部が trueである規則のみからなる制約付き TRSは項書換え系（TRS）であ

る．Rの F，X 上のすべての正規形の集合を NFR(F , X)とし，X = ∅のときは NFR(F)

と書く．

�2 ∃ と ∀ はそれぞれ，制約の充足可能性を判定する際と ∀ は制約が自由変数にどのような基底項を与えても真で
あるかどうかを判定する際に，自由変数を束縛するために用いる．これらの判定は 6 章の完備化の推論規則を適
用する際の条件の判定に必要である．

�3 基底項上の述語を扱うので，cσ が真と解釈されるときは fv(cσ) = ∅である．よって，Ran(σ|fv(c)) ⊆ T (FP)．
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本論文では主に，制約をプレスブルガー文11) に限定した制約付き TRSを扱う．プレス

ブルガー算術とは加算を持つ整数の理論（整数，整数上の変数，整数の加減演算 +，-，整

数の比較演算 ==， !=， <， <=， >， >=，論理演算 ∨，∧，¬，限量子 ∀と ∃からなる理
論）であり，プレスブルガー算術の閉論理式をプレスブルガー文（P 文）という．本論文

では閉じていない式も P文と呼ぶ．なお，本論文では P文の算術演算子と比較演算子の記

法は C言語に従い，自然数に制限した P文を扱うこととする．閉じた P文の真偽判定は決

定可能であることが知られている23),30),32)．制約部を P文に制限した制約付き TRSを P

文付き項書換え系（Presburger-constrained TRS）と呼ぶ．すなわち，P文の集合を Pbgr

とすると，P文付き TRSは (F ,Pbgr)上の制約付き TRSである．本論文では，P文中の

変数に代入される項を表現する関数記号の集合 FPbgr を {+,−, s, 0} とする．中置記法で
記述される 2引数関数記号 +，−はそれぞれ加算，減算と解釈し，括弧が省略されている
場合は左結合として扱う．項 sn(0)は自然数 nと解釈する．本論文では，可読性を向上させ

るために，P文の表現では式を表現する項（T (FPbgr,V)の項）ではなく，自然数と加減算

の演算子（+と -）で構成される式を用いることとする．たとえば，x + s(0) >= s2(0)の

代わりに x + 1 >= 2を用いて P文を表記する．このような P文 cの表記は，以下のように

定義される乗算を含む算術式を表す項（FPbgr ∪ {×}上の項）から算術式（ +， -，*，変

数，自然数からなる式）への変換 Eを用いると，E(c)となる．

• E(x) = x．

• E(sn(0)) = n．

• E(sn(t)) = E(t) + n（ただし，root(t) �∈ {0, s}）．
• E(t1 + t2) = E(t1) + E(t2) （−，×の場合は +をそれぞれ-，*で置き換える）．

また，P文 cに算術式を表す項（T (FPbgr,V)の項）の代入 θ を適用して得られる P文

θ(c) は，E(θ(c)) 中の多項式を正規化して得られる P 文で表記する．たとえば，x + s(0)

>= s2(0)に代入 {x �→y+(z+s(0))}を適用した結果は，y + z + 2 >= 2と表記する．

Rを (F ,P)上の制約付き TRSとする．被定義記号の集合を DR = {root(l) | l → r ⇐
c ∈ R}，構成子の集合を CR = F \DR と定義する．どの規則の左辺も根の位置以外に被定

義記号を持たないとき，Rを構成子システムと呼ぶ．本論文では CR ⊆ FP を仮定する．

4.2 P文付き TRSへの変換アルゴリズム

本節では，図 2 で定義されたステートメントの系列を基に定められる手続き型プログラ

ムを P文付き TRSに変換するアルゴリズム TRを提案する．

手続き型の関数定義を P文付き TRSに変換するアルゴリズム TRを，図 2 の構文で記述

• T( t, ε, i ) = ( t, ∅, i )．

• T( t, ss1 ; ss2, i ) = ( t2, R1 ∪R2, i2 )，

ただし，T( t, ss1, i ) = ( t1, R1, i1 ) かつ T( t1, ss2, i1 ) = ( t2, R2, i2 )．

• T( t, int x = e, i ) = ( ui(
−−−−→Var(t), x),

{
t→ ui(

−−−−→Var(t), E−1(e))
}

, i + 1 )．

• T( t, x = e, i ) = ( ui(
−−−−→Var(t)),

{
t→

(
ui(
−−−−→Var(t))

)
{x �→ E

−1(e)}
}

, i + 1 )．

• T( t, if( b ){ ss1 }else{ ss2 }, i )

= ( ui2(
−−−−→Var(t)), R1 ∪R2 ∪

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

t → ui(
−−−−→Var(t))⇐ b,

t → ui1(
−−−−→Var(t))⇐ ¬b,

t1 → ui2(
−−−−→Var(t)),

t2 → ui2(
−−−−→Var(t))

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

, i2 + 1 )，

ただし，T( ui(
−−−−→Var(t)), ss1, i+1 ) = ( t1, R1, i1 )かつT( ui1(

−−−−→Var(t)), ss2, i1+1 )

= ( t2, R2, i2 )．

• T( t, while( b ){ ss }, i )

= ( ui′(
−−−−→Var(t)), R ∪

⎧⎪⎨
⎪⎩

t → ui(
−−−−→Var(t))⇐ b,

t → ui′(
−−−−→Var(t))⇐ ¬b,

t′ → t

⎫⎪⎬
⎪⎭ , i′ + 1 )，

ただし，T( ui(
−−−−→Var(t)), ss, i + 1 ) = ( t′, R, i′ )．

図 5 ステートメント系列から P 文付き TRS への変換アルゴリズム T

Fig. 5 Transformation T from statement sequences into Presburger-constrained TRSs.

TR(int f(int x1, . . . , int xn){ ss; return e;}) = R∪{t→ ui(E
−1(e)), ui(y)→ y}

ただし，T(f(x1, . . . , xn), ss, 1) = (t, R, i)とする．

（このとき，uのラベルの開始番号は 1でなく，自由に決めてもよい．）

図 6 C 言語の関数から P 文付き TRS への変換 TR

Fig. 6 Transformation TR from procedural functions into Presburger-constrained TRSs.

されたステートメントの系列を P文付き TRSを変換するアルゴリズム T（図 5）を基に，

図 6 のように与える．図 4 のプログラム sum1を TRで変換した例については，例 4.1 で

示す．図 6 中の変換 E
−1 は変換 Eの逆変換であり，以下のように定義される．

• E
−1(x) = x．
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• E
−1(n) = sn(0)．

• E
−1(e1 + e2) = E

−1(e1) + E
−1(e2)（-の場合は +を −で置換える）．

まずは，図 2 の構文で記述されたステートメントの系列を P文付き TRSを変換するア

ルゴリズム T（図 5）について説明する．変換 Tはステートメントを 1つ取り出して，その

種類で場合分けしてそのステートメントの動作に対応した書換え規則を生成する．
−−−−→Var(t)

は tに含まれる変数を特定の順序で並べた列である．Tで生成された規則は元のプログラム

の制御の流れを表現する．この変換は決定性を持たないが，ラベルの重複利用が起こらない

ので，変換結果は一意である．

T(t, ss, i) = (t′, R, i′)とする．このとき，ssの自由変数は tに出現していることとする．

tは計算したい項であり，次に生成する規則の左辺となる．ssはステートメントの系列で，

これから P文付き TRSへと変換するプログラムである．Rは tを計算するために変換で得

られる規則の集合である．自然数 iはプログラムの内部状態を表す関数記号 uを識別するた

めにラベルとして利用する．ui(x1, . . . , xm)は，ラベル iが指す（ラベル iを uに付ける際

に読んでいる）命令文を評価する直前のメモリの状態を表している．ui の導入は条件付き

TRSから TRSへの変換22) に基づいている．ifと whileの構造で生成される規則の役割を

以下にまとめる．

（ifの場合）規則 t → ui(
−−−−→Var(t)) ⇐ b は if-then-else 構造の then 節への遷移，規則

t → ui1(
−−−−→Var(t)) ⇐ ¬b は else 節への遷移を表す．P 文付き TRS R1 と R2 はそれ

ぞれ then節と else節の処理を定める規則集合であり，項 t1 と t2 はそれぞれ then節

と else節の処理が終了した際の状態を表現する．規則 tj → ui2(
−−−−→Var(t))（j = 1，2）は

それぞれ then節と else節から if-then-else節を終了した状態を表す項 ui2(
−−−−→Var(t))へ

の遷移を表現する．

（whileの場合）規則 t→ ui(
−−−−→Var(t))⇐ bと t→ ui′(

−−−−→Var(t))⇐ ¬bは whileループの内部

処理を繰り返すかどうかの分岐を表現し，前者は while ループの内部への遷移を，後

者は while ループが終了した状態を表す項 ui′(
−−−−→Var(t)) への遷移を表現する．項 t′ は

whileループの内部の処理が終了した状態を表し，規則 t′ → tにより再び whileループ

の条件を判定するために，項 tへ遷移する．

条件文の P文では，ブール演算子&&，||，! はそれぞれ ∧，∨，¬に置き換える．
式を評価する P 文付き TRS Rc は { 0 + y → y, s(x) + y → s(x + y), · · · } のよう
にあらかじめ完備性と十分完全性を持つように与えておく．すなわち，任意の記憶 M と

項 t ∈ T ({+,−,×, s, 0},V)と tに対する基底代入 θ（E(xθ) = M[x]）自然数 nについて，

(E(t), M) ⇒A nのとき，かつそのときに限り，tθ
∗−→Rc

sn(0)を満たすようにRcを与える．

最後に，関数定義を P文付き TRSに変換するアルゴリズム TR（図 6）を説明する．ui

は return文で返す式の値を評価する状態を表現し，規則 ui(y)→ y で値を返す．

例 4.1 図 4 のプログラム sum1を TRで変換して得られる P文付き TRS Rsum1 は次のよ

うになる．

Rsum1 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sum1(n) → u1(n, s(0))

u1(n, i ) → u2(n, i, 0)

u2(n, i, z) → u3(n, i, z)⇐ i <=n

u3(n, i, z) → u4(n, i, z + i)

u4(n, i, z) → u5(n, i + s(0), z)

u5(n, i, z) → u2(n, i, z)

u2(n, i, z) → u6(n, i, z)⇐ ¬(i <=n)

u6(n, i, z) → u7(z)

u7(y) → y

sum1(s10(0))は最左最内書換えで次のように計算される．

sum1(s10(0)) −→Rsum1∪Rc
u1(s

10(0), s(0))

−→Rsum1∪Rc
u2(s

10(0), s(0), 0)

−→Rsum1∪Rc
u3(s

10(0), s(0), 0)

−→Rsum1∪Rc
u4(s

10(0), s(0), 0 + s(0))
∗−→Rsum1∪Rc

u4(s
10(0), s(0), s(0))

−→Rsum1∪Rc
u5(s

10(0), s(0)+ s(0), s(0))
∗−→Rsum1∪Rc

u5(s
10(0), s2(0), s(0))

−→Rsum1∪Rc
u2(s

10(0), s2(0), s(0))

−→Rsum1∪Rc
· · ·

−→Rsum1∪Rc
u2(s

10(0), s11(0), s55(0))

−→Rsum1∪Rc
u6(s

10(0), s11(0), s55(0))

−→Rsum1∪Rc
u7(s

55(0))

−→Rsum1∪Rc
s55(0)
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一方，sum1(s(x))は u2(s(x), s(0), 0) までは書き換えられるが，これ以上書き換えることは

できない． ��

4.3 変換アルゴリズムの正当性

最後に，提案した変換アルゴリズム TRの正当性を示す．ここでいう正当性とは手続き型

プログラムでの計算とその手続き型プログラムを変換した P文付き TRSでの計算は一致す

るということである．以降では，式 eを項に変換した E
−1(e)を teと書く．記憶Mに対応す

る代入 θM を Dom(θM) = Dom(M)かつ，すべての x ∈ Dom(θM)に対して xθM = tM[x]

を満たす代入と定義する．

定理 4.2 n引数の関数記号 f，変数 x1, . . . , xn，式 e，ステートメントの系列 ssから構成

されるプログラム P を int f( int x1, · · · ,int xn ){ ss; return e; }とし，MとM′ を

記憶，mを自然数とする．(ss, M)
∗⇒C (ε, M′)かつ (e, M′) ⇒A mのとき，かつこのとき

に限り，f(x1, . . . , xn)θM
∗−→TR(P )∪Rc

sm(0)．

［証明］ 付録 A.1 を参照． ��

上記の定理の証明から，計算が停止する場合に P の内部（記憶）の状態の遷移とそれに対

応する ui(· · ·)の項の書換えが一致していることが分かる．一方，本論文では証明は与えな
いが，停止性がない（値を返さない）ような場合でも同様の対応関係が保たれている．よっ

て，f(v1, . . . , vn) が値を返さずに計算が停止しないことと，項 f(sv1(0), . . . , svn(0))から

の無限系列が存在することは等しい．

5. 制約付き TRSの危険対定理

本論文は，制約付き TRSのための完備化手続きに基づいた検証法の実現をめざしている．

そのためには，完備化で得られる TRSの合流性を保証するための基本原理である危険対定

理を制約付き TRSに対応するように拡張する必要がある．本章では，制約付き TRSの危

険対の概念を導入し，危険対定理が制約付き TRSで成立する条件を示す．そして，変換で

得られる P文付き TRSが局所合流性を持つことを示す．

制約付きTRSの危険対の概念を条件付きTRSの場合31) と同様に与える．l1 → r1 ⇐ c1，

l2 → r2 ⇐ c2 を Var(l1) ∩ Var(l2) = ∅ となるように変数を名前替えした規則とする．
l1 ≡ C[t]（ただし，tは変数ではないとする）とし，tσ ≡ l2σ となるような最汎単一化子

σ が存在したとき，〈r1σ, (C[r2])σ〉 ⇐ c1σ ∧ c2σを制約付き危険対と呼ぶ�1．ただし，2つ

の規則が同じ（変数の名前替えどうし）である際には，C �≡ � とする．このような危険
対が存在するとき，2 つの規則は重なるという．制約付き TRS R のすべての危険対の集

合を CP(R)で表す．さらに，l → r ⇐ cと Rの規則との間で形成される危険対の集合を

CP (l→ r ⇐ c, R)と書く．ある制約付き危険対 〈s, t〉 ⇐ cに対して，制約 cを充足するよ

うな代入 σ が存在するときその危険対は可能（feasible）であるという．また，そうでない

ときその危険対は不能（infeasible）であるという．本論文では，危険対が不能になる 2つ

の規則については，その危険対を構成した位置（危険対の定義中の p）に関しては重なりが

ないと見なす．

Rを制約付き TRSとする．項 sと tが制約 cの下で会同関係にあるとは，任意の代入 σ

に対して，cσ が真ならば sσ ↓R tσ が成り立つことである．また，制約付き項対 〈s, t〉 ⇐ c

が会同関係にあるとは，sと tが cの下で会同関係にあることである．

TRSの合流性に関する危険対補題は，制約付き TRSに対してはそのままでは成り立た

ない．書換えの分岐が重なりのない上下の位置で起こる場合に問題が生じる．たとえば，述

語を項の構造等価関係 ≡とした制約付き TRS { f(x)→ c⇐ x ≡ a, a→ b }を考える．す
ると，項 f(a)は cと f(b)のどちらにも書き換えられる．しかし，これら 2つの項は会同関

係にないため，この制約付き TRSは規則に重なりがないにもかかわらず合流性を持たない．

これは制約 x ≡ aの aが暗に規則 a→ bと重なりと同様の現象を起こしているからである．

そこで，関連の規則によって制約部の真偽が変化しないという性質を考える．

定義 5.1（制約部安定性） 制約 c ∈ P が任意の代入 θ に対して以下を満たすとき，cは二

項関係→に関して真偽安定性を持つという．
“任意の自由変数 x ∈ fv(c)について xθ (→ ∪ ≡) xσ” を満たすすべての代入 σに

対して，cθ と cσ の真偽値が一致する．

R のすべての規則の制約部が→ に関して真偽安定性を持つとき，制約付き TRS R は→
に関して制約部安定性を持つといい，特に，→が ∗−→R に相当するときは，単に制約部安定

性を持つという． ��

自然数の加減算を表現した規則 Rc が自然数の一般の計算法則に矛盾しなければ，P文付

�1 危険対 〈s, t〉 ⇐ c は一般には Var(s, t) ⊇ fv(c) を満たす（c 中の変数が必ずしも s，t に出現する）とは限
らない．fv(c) \ Var(s, t) の変数は ∃ で束縛されているように振る舞い，そのような変数が存在していても問
題はない．
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き TRSは制約部安定性を持つ．

命題 5.2 P文付き TRS R（⊇ Rc）は R \Rc に +，−の規則は持たないとする�1．この

とき，Rは制約部安定性を持つ．

［証明］ 付録 A.2 を参照． ��

制約部安定性を持つ制約付き TRSにおいて，以下の制約付き危険対に関する補題と定理

が成り立つ．

補題 5.3（制約付き危険対補題） Rを制約部安定性を持つ制約付き TRS，s，t0，t1 を項

とする．s −→R ti （i = 0，1）ならば，以下のどちらかが成り立つ．

• t0 ↓R t1．

• ti = s[ui]p（i = 0，1）．ただし，cσ が真となる危険対 〈v0, v1〉 ⇐ c ∈ CP(R)と代入

σ が存在して，ui ≡ viσ（i = 0，1）または u1−i ≡ viσ（i = 0，1）．

［証明］ 付録 A.3 を参照． ��

制約付き危険対補題より以下の定理が得られる．

定理 5.4（制約付き危険対定理） Rを制約部安定性を持つ制約付き TRSとする．Rが局

所合流性を持つとき，かつそのときに限り，Rのすべての可能な制約付き危険対は会同関係

にある． ��

最後に変換で得られる P文付き TRSが局所合流性を持つことを示す．

命題 5.5 Rcが完備性を持つとき，TR(P )∪Rcは局所合流性を持つ P文付きTRSである．

［略証］ 図 5 の Tの定義中で，tを左辺とする規則はたかだか 2つしか生成されず，2つ

生成されるときは制約部にそれぞれ b，¬bが付加される．よって，TRで生成される規則に

よって生じる危険対は b ∧ ¬bを制約として持つ．また，TR(P )と Rc の間に危険対は生じ

ない．これらのことから，TR(P )はそれ自身もしくは Rc との間に可能な危険対を持たな

�1 すなわち，{root(l) | l → r ⇐ c ∈ R \ Rc} ∩ {+,−} = ∅．

い．また，Rc は完備性を持つように与えられている．よって，TR(P ) ∪Rc は局所合流性

を持つ． ��

CP(TR(P )) = ∅でかつ TR(P )と Rc の規則は重ならないので危険対は存在しない．よっ

て，Rc の性質次第では，TR(P ) ∪Rc が停止性を持たずとも合流性を持つ場合がある．た

とえば，Rc が直交性を持つならば TR(P ) ∪Rc も直交性を持つことが期待できる．この性

質が証明できれば，Rc が直交性を持つときに TR(P ) ∪Rc は合流性を持つことを示せる．

6. 制約付きTRSにおける完備化手続き

7 章で述べるように，完備化手続きを基にした帰納的定理の証明では，証明したい等式と

書換え系の対から手続きを開始し，基底正規形の集合を変化させずに等式集合を空にする

ことを目標とする．そこで，本章では，TRSにおける完備化1),2) を制約付き TRSに拡張

する．まずは，TRSの完備化手続き1),2) を基に制約付き TRSの完備化のための推論規則，

完備化手続きを与える．また，制約付き TRS固有の推論規則を提案する．

6.1 制約の下での書換え

完備化では制約付きの等式の両辺や規則の右辺を書き換える必要がある．そこで，制約

を環境とした下での書換えを定義する．cを充足可能な論理式としたとき，任意の代入 θに

対して cθ が真ならば dθ も真（すなわち，−→x を c，dのすべての自由変数の並びとすると，

“∀−→x .(¬c ∨ d)”が真�2）であることを c |= dと書く．充足可能な制約 c の下での書換え関

係 −→c R を { (C[lσ], C[rσ]) | l→ r ⇐ d ∈ R, C[ ] ∈ T�(F ,V), c |= dσ } と定義する�3．

命題 6.1 Rを制約付き TRSとする．このとき，以下の 2つは等価である．

( 1 ) −→R が停止性を持つ．

( 2 ) 任意の充足可能な制約 cについて，−→c R は停止性を持つ．

［証明］ 付録 A.4 を参照． ��

この命題より，簡約化順序 �に対して −→R ⊆ �のとき，−→c R が停止性を持つことを保

�2 “¬c ∨ d” は c が満たされるときには必ず d も満たされることを意味する．c が充足不能のときには，制約付き
書換えが停止しないことがあり，完備化手続きの 1 ステップ（図 9 の ( 4 )(c)）が停止しなくなるという問題が
生じる．たとえば，例 4.1 の Rsum を考えたとき，c を充足不能な制約とすると，項 u1(n, i, z) から −→c Rsum

の無限系列が存在する．
�3 −→R の定義と異なり，σ は Ran(σ|fv(d)) ⊆ T (FP ) を満たさなくてよい．
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Expansion
(E ∪ {s � t⇐ c}, R)

(E ∪ CP(s→ t⇐ c, R ∪ {s→ t⇐ c}), R ∪ {s→ t⇐ c})
ただし，s � t かつ root(s) �∈ FP かつ fv(c) ⊆ Var(s)

Composition
(E,R ∪ {s→ t⇐ c})
(E, R ∪ {s→ u⇐ c}) ただし，t −→c R u

Simplification
(E ∪ {s � t⇐ c}, R)

(E ∪ {s ≈ u⇐ c}, R)
ただし，t −→c R u

Deletion
(E ∪ {s � t⇐ c}, R)

(E, R)
ただし，s ≡ tまたは cは充足不能

図 7 制約付き TRS 完備化のための推論規則（�C で適用される推論規則）
Fig. 7 Inference rules of completion for constrained TRSs (applied in �C ).

証できる．

6.2 制約付き TRS完備化の推論規則

まず，制約付き TRSの完備化のための推論規則を与える．規則や等式の制約部の考慮以

外は，基本的には TRSの場合1),2) と同様である．等式では左辺と右辺を区別する必要がな

い．よって，s � t⇐ cと書いたときは，s ≈ t⇐ cと t ≈ s⇐ cのどちらかを表すことと

する．

図 7 で与える推論規則は，等式の有限集合 E と書換え規則の有限集合 Rの組 (E, R)に

作用する．直観的に，E には入力の等式（の両辺を書き換えた等式）か，まだ書換え規則へ

と変換していない危険対（の両辺を書き換えた等式）が含まれる．また，R は完備性を持

つ書換え規則の集合を仮定する．簡約化順序 �は，Rの書換えと簡約化順序が矛盾しない，

すなわち，−→R ⊆ �を満たすように与える．目標は (E0, R)から E0 ∪ Rと等価である完

備な制約付き TRS R′ を含む (∅, R′)を導出することである．しかし，完備化手続きは一般

に（成功して）停止するとは限らない．なお，TRSの完備化では内側で他の規則が必ず適

用できる規則を除去する推論規則として Collapseがある1)．推論規則 Collapseは制約

付き TRSのために拡張されている33) が，議論および証明が複雑になるうえに，この推論

規則は実装の際の効率化に有効であるものの帰納的定理の証明には本質的には影響がない

ことから，本論文では割愛する．

E-Decomposition
(E ∪ {s � C[tσ]⇐ c}, R)

(E ∪ {s ≈ C[uσ]⇐ c ∧ dσ, s ≈ C[tσ]⇐ c ∧ ¬(dσ)}, R)

ただし，t→ u⇐ d ∈ Rかつ c |= dσ かつ fv(dσ) ⊆ fv(c)

MGU-Deletion（P 文付き TRS の場合のみ）
(E ∪ {s � t⇐ c}, R)

(E ∪ {s ≈ t⇐ c ∧ ¬
(∧

x∈Dom(σ)
(x == E(xσ))

)
}, R)

ただし，σ は sと tの最汎単一化子であり，

Dom(σ) ⊆ fv(c)かつ Ran(σ) ⊆ T (FPbgr, fv(c))

図 8 推論規則 E-Decomposition，MGU-Deletion （�C′ で適用される推論規則）
Fig. 8 Added inference rules E-Decomposition and MGU-Deletion (applied in �C′ ).

図 7 の推論規則の説明をする．Expansion �1は E から等式を 1 つ選び，方向付けして

Rに加え，Rとの間にできる危険対を E に加える．Composition，Simplificationはそ

れぞれ規則の右辺，等式の 1 辺をその制約部が成り立つ範囲で書き換える．Deletion は

両辺が等しい等式や制約部が充足不能な等式を取り除く．図 7 の推論規則を (E,R)に 1回

適用して (E′, R′)が得られたとき，(E, R) �C (E′, R′)と書く．与える等式集合と P文付

き TRSが制約を持たない場合，図 7 の推論規則は TRSの KB完備化手続きの推論規則と

一致する．

完備化の推論規則の性質を議論するために等式集合Eで定まる関係↔Eを定義する必要があ

る．s � t⇐ cは一般には fv(c) ⊆ Var(s, t)を満たさないので，書換え関係と同様には定義で

きない．本論文では関係↔Eを {(C[sσ], C[tσ]) | s � t⇐ c ∈ R, C[ ] ∈ T�(F ,V), cσ は真}
と定義する．

6.3 制約部の分解のための推論規則の導入

図 7 の規則だけでは等式の制約をうまく場合分けできず，検証が成功しない（等式集合を

空にできない）場合がある．これは TRSの完備化では直面しない，制約付きの場合固有の

問題である．以下では，そのような場合を例をあげて説明し，さらにそれを解決するための

推論規則（図 8）を提案する．

�1 Expansion の付帯条件の 1 つ “root(s) �∈ FP” は理論的には “s は FP 以外の記号を含む（s ∈
T (F ,V) \ T (FP ,V)）” に緩められる．
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P 文付き TRS R0 = { f(x, y) → 0 ⇐ x == y, f(x, y) → f(s(x), y) ⇐ x < y } と等
式集合 E0 = { f(x, y) ≈ 0 ⇐ x <= y } を考える．これらに Expansion を適用すると，

R1 = R0 ∪{ f(x, y)→ 0⇐ x <= y }と E1 = { f(s(x), y) ≈ 0⇐ x + 1 <= y }が得られる．こ
の後もExpansionのみが適用でき，Rn = R0∪{ f(si(x), y)→ 0⇐ x + i <= y | 1 ≤ i < n}
と En = { f(sn(x), y)→ 0⇐ x +n <= y } を生成し続ける．しかし，E1 の等式を考えると，

f(s(x), y) に対する任意の基底代入を両辺に適用すると，両辺とも 0 に書き換えられるの

で，E1 の等式は帰納的定理といえる．これがうまく証明できない理由は E1 の等式の制約

x + 1 <= yが真になるときに複数の書換え規則が適用できるために，等式を正規化できないこ

とが原因である．E1の等式を x + 1 == yの場合と x + 1 < yの場合に分けるとそれぞれの等式

が正規化できて，0 ≈ 0⇐ · · ·になる．このような等式の制約部を分解するための推論規則
が，図 8 の推論規則 E-Decompositionである．(E1, R1)に R1 の最初の規則に注目して

E-Decompositionを適用すると，E′
1 = { f(s(x), y) ≈ 0⇐ x + 1 <= y∧¬(x + 1 == y), 0 ≈

0 ⇐ x + 1 <= y ∧ x + 1 == y } が得られる．(E′
1, R1)に Simplification と Deletion を適

用すると，(∅, R1)となる．このように，推論規則 E-Decompositionにより等式を規則が

適用できる制約で場合分けすることが可能になる．

次に P文付き TRSでの問題について説明する．P文付き TRSの場合には，x ≈ s(y)⇐
x <= y + 1 ∧ x > y のような等式は制約部から x == y + 1が導かれ，その結果，両辺が等しい

ことが分かる．しかし，これを機械的に行うことは難しい．このような等式を取り除くた

めに，図 8 の推論規則 MGU-Deletion を導入する．この推論規則では，等式の最汎単

一化子を求め，その最汎単一化子が論理式に変換できるようであれば，その論理式の否定

を制約部に追加することで，両辺の構造が等しくない場合に限定した等式へと変形する．

この後に Deletion を適用することで，前述のような等式は除去できる．前述の等式は

x ≈ s(y)⇐ (x <= y + 1∧ x > y)∧¬(x == y + 1)に変形され，制約部が充足不能になるので削

除される．

図 8 の推論規則を 1回適用することを �C ′ と記述し，図 7 もしくは図 8 の推論規則を 1

回適用すること，すなわち，�C ∪ �C ′ を �C ,C ′ と書く．これらの推論規則の有効性は 7 章

の検証例でも示されている．

6.4 完備化の正当性

本節では，完備化手続きによって得られる制約付き TRSが合流性を持ち，さらに入力の

等式と制約付き TRSと等価であることを示す．

TRSの完備化では成功した場合には合流性を持つ等価な TRSが得られるが，制約付き

TRSの枠組みでは合流性を持つTRSが得られるとは限らない．これはE-Decomposition

とMGU-Deletionという．等式の制約部を分解する推論規則を導入したことが原因であ

る．しかし，これらの推論規則は基底項上の等価関係は保存する．また，潜在帰納法により

検証を行う際には，基底項に関してのみ合流性があればよい．危険対定理は，基底項に対し

てのみでも成り立つので，完備化は帰納的定理の証明に十分に役立つ．

定義 6.2 Rを制約付き TRSとする．抽象書換え系 (T (F),−→R)が局所合流性を持つとき，

Rは基底項上で局所合流性を持つという．また，Rの制約付き危険対 〈s, t〉 ⇐ cが cθg を満

たす任意の（sと tに対する）基底代入 θg について sθg と tθg が抽象書換え系 (T (F),−→R)

で会同関係にあるとき，〈s, t〉 ⇐ cは基底項上で会同関係にあるという． ��

定理 6.3 Rを制約部安定性を持つ制約付き TRSとする．Rが基底項上で局所合流性を持

つとき，かつそのときに限り，Rのすべての可能な制約付き危険対は基底項上で会同関係に

ある． ��

最後に，本章で提案した推論規則（図 7，図 8）から構成される完備化手続きの正当性を

示す．

定理 6.4 E0 を P文付き等式の集合，�を簡約化順序，R0 を −→R0 ⊆ �を満たし基底項
上で完備性を持つ P文付き TRSとし，E0 のすべての等式の制約部と R0 のすべての規則

の制約部が ∗−→R0 の下で真偽安定性を持ち，(E0, R0) �C ,C ′ · · · �C ,C ′ (∅, Rn)を得たとす

る．このとき，以下のすべてが成り立つ．

( 1 ) Rn は E0 ∪R0 と基底項上で等価（
∗↔E0∪R0 =

∗↔Rn
）である．

( 2 ) Rn は真偽安定性を持つ．

( 3 ) Rn は基底項上で完備である．

( 4 ) T (CR0 ,V) = T (CRn ,V)（CR0 = CRn）．

［証明］ 付録 A.5 を参照． ��

なお，�C ′ が出現しなければ，“基底項上で” という制限は不要である．また，MGU-

Deletionを用いない場合は，定理 6.4 は任意の制約付き等式と制約付き TRSで成り立つ．

図 7，図 8 の推論規則をどのように適用していくかを定めた戦略の下で，等式集合に規則
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を適用して等式集合を空にすることをめざす手続きが完備化手続きである．定理 6.4 より，

図 7，図 8 の推論規則で構成される任意の完備化手続きは正しいといえる．

7. 手続き型プログラムの検証手続き

本章では，本論文で提案する手続き型プログラムの検証手順を説明する．検証する性質は

3 章で提案した手続き型言語で記述されたプログラムと P文付き TRSで記述された仕様を

表す関数の等価性とする．等価性判定には 7.2 節で紹介する潜在帰納法の原理とそれに基

づく証明法を利用する．そして，本手法による検証例をあげる．

7.1 検証対象プログラムの制限

検証対象のプログラムは以下を満たすと仮定する．

• オーバフローは起こらない．
• プログラムは停止性を持ち，さらに TRで得られた P文付き TRSも停止性を持つ．

一般には，停止性を持つプログラムから変換 TRで得られた P文付き TRSが停止性を持

つとは限らない．たとえば，図 4 の while文の制約を i != n+1に変更した手続き型プログ

ラムは nを自然数に限定した際には停止性を持つが，変換して得られる P文付き TRSは

停止性を持たないだけでなく，弱停止性でさえ持たない．たとえば，u2(s(0), s2(0), 0)は正

規形を持たない．

7.2 潜在帰納法の原理と帰納的定理の証明

本節では，等価性判定に利用する潜在帰納法3),6),16),21) の原理とそれに基づく既存の定理

自動証明18) の概要を説明する．

等式 s ≈ tが項書換え系 Rにおける帰納的定理であるとは，sと tに対する（Dom(σ) ⊇
Var(s, t)を満たす）任意の基底代入 σg について sσg

∗↔R tσg となることである6)．また，

制約付き等式 s ≈ t⇐ cが制約付き TRS Rにおける帰納的定理であるとは，cσg が真にな

る任意の（sと tに対する）基底代入 σg について sσg
∗↔R tσg となることである．本論文

では，制約付き等式を単に等式という場合もある．

2 つの抽象書換え系 S1 = (A,−→1)，S2 = (A,−→2) が
∗↔1 =

∗↔2 を満たすとき，S1 と

S2 は等価であるという．潜在帰納法とは適当な集合上における 2つの抽象書換え系の等価

性を判定する手法である．

定理 7.1（潜在帰納法21),28)）以下のすべてを満たすとき， ∗↔1 =
∗↔2．

• ∗↔1 ⊆ ∗↔2．

• S1 が弱正規性を持つ．

• S2 が合流性を持つ．

• NFS1 = NFS2． ��

この原理を用いると，等式集合 E の各等式が Rの帰納的定理であることの証明は以下の

手順で行える18)

( 1 ) −→R ⊆ �となる簡約化順序 �を与える�1．

( 2 ) (E,R)を �の下で完備化．
( 3 ) 完備化が成功して得られた制約付き TRS R′ が NFR(F) = NFR′(F) を満たすか

判定．

上記の手法の制約付き TRSへの拡張を 7.3 節で述べる．

文献 18)の証明法では，完備化で規則を追加するごとに NFR(F)が変化しないかを判定

する．本手法では，関数は必ず結果を返すという性質（十分完全性）を利用し，NFR(F)が

変化しないように規則を追加することで，( 3 )の判定は行わなくてよいようにする．

潜在帰納法に基づいて帰納的定理を証明する際には，正規形の集合が変化してはならな

い．すなわち，(E, R) �C (E′, R′)のとき，NFR(F) = NFR′(F)を満たさなければならな

い．反駁証明法と組み合わせた手法18) では Expansionの後に毎回 NFR(F) = NFR′(F)

を判定する．本手法では，制約付き TRSを扱っているので，正規形の集合が一般には計算

可能ではない．しかし，本論文で扱う手続き型プログラムは十分完全性を持つので，関数の

十分完全性を利用することで，NFR(F) = NFR′(F) がつねに成り立つことを示す．これ

は，真偽安定性を保つために Expansionに付加した制約 root(s) �∈ FP の影響である．

まずは，制約付き TRSの十分完全性を TRSと同様に定義する．

定義 7.2 Rを制約付きTRSとする．すべての基底項 s ∈ T (F)に対して s
∗−→R t ∈ T (CR)

を満たす tが存在するとき，Rは十分完全性を持つという． ��

命題 7.3 制約付き TRS R が十分完全性を持つとき，かつそのときに限り，NFR(F) =

T (CR)． ��

補題 7.4 (E, R) �C ,C ′ (E′, R′)とする．このとき，以下のすべてが成り立つ．

�1 本論文では，Expansion での等式の規則化の際に R の停止性を保持するように，人間が適当に等式を方向付け
する．
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• NFR(F) = NFR′(F)．

• Rが十分完全性を持つならば，R′ も十分完全性を持つ．

［証明］ Expansionのときのみ示せばよい．命題 7.3より，NFR(F) = T (CR)．root(s) �∈
FP より，CR = CR′．T (CR′)の項は正規形であるので，T (CR′) ⊆ NFR′(F)．一方， +−→R

⊆ +−→R′ より，NFR(F) ⊇ NFR′(F)．よって，NFR′(F) = T (CR′)．命題 7.3 より，R′ は

十分完全性を持つ． ��

次に，変換で得られる P文付き TRS停止性を持つときには，その P文付き TRSは十分

完全性を持つことを示す．

命題 7.5 P を手続き型プログラムとする．このとき，TRS TR(P )は左線形である．さら

に，TR(P ) ∪Rc が弱停止性を持つならば，TR(P ) ∪Rc は十分完全性を持つ．

［証明］ 付録 A.6 を参照． ��

よって，変換 TR で得られる P 文付き TRS が停止性を持つときは十分完全性も持つの

で，完備化手続きが成功すれば検証が成功したことになる．

なお，TRSでの検証では，異なる 2つの構成子項からなる等式が出現した時点で最初に与

えた等式は帰納的定理ではないことが保証できる（反駁証明）．提案した完備化においても

同様のことがいえる．たとえば，P文付き TRSでの完備化の途中に等式 s(x) ≈ 0⇐ x <= 0

などが出現したとする．最初に与えられた等式が帰納的定理であることを示すには，この

等式が成り立たなければならない．しかし，これは自然数の意味を考えると成り立たない．

よって，最初に与えた等式が帰納的定理ではないことが示される．

7.3 手続き型プログラムの検証手続き

本論文で提案する検証手続きは図 9 のようにまとめられる．図 9 ( 4 ) (a)–(k)は制約付き

書換えの完備化の戦略の 1つである．これは，TRSの KB完備化手続きの自然な拡張であ

る．( 3 )の補題の等式は，( 4 )の繰返しの途中 (a)の直前で必要に応じて追加してもかまわ

ない．( 4 )では等式 f(x1, . . . , xn) = f ′(x1, . . . , xn)が Rp ∪Rs 上で帰納的定理であること

を潜在帰納法により証明している．E-DecompositionとMGU-Deletionは等式の部分

が同じ制約付き等式に繰り返し使うことができる．しかし，E-Decompositionは (a)–(k)

の 1サイクルの中で，等式中の 1つの位置に対して規則ごとにたかだか 1回適用すれば，そ

n引数関数 fを定義する手続き型プログラムを P，P文付き TRS（関数 g(x1, . . . , xn)を

定義）を Rs とする．

( 1 ) Rp = TR(P )を求め，P文付き TRS Rc を定める．

( 2 ) −→Rp∪Rc∪Rs
⊆ � を満たす簡約化順序 �を定める．

( 3 ) E = {f(x1, . . . , xn) ≈ g(x1, . . . , xn)} ∪ {補題の等式 }とする．
( 4 ) R0 := Rp，E0 := E，i := 0として，以下の完備化手続きを Ei = ∅となるまで繰

り返す．

(a) Expansionを適用．Ei �= ∅で順序の付く等式が存在しないとき失敗で終了．
(b) Compositionで Ri のすべての規則の右辺を正規化．

(c) Simplificationで Ei のすべての等式の両辺を正規化．

(d) MGU-Deletionをすべての等式に適用．

(e) 制約が変化した等式の両辺を Simplificationでを正規化．

(f) Deletionで Ei の自明か不能な等式をすべて除去．

(g) 各等式について 1回ずつ E-Decompositionを適用．

(h) Simplificationで Ei のすべての等式の両辺を正規化．

(i) MGU-Deletionをすべての等式に適用．

(j) 制約が変化した等式の両辺を Simplificationで正規化．

(k) Deletionで Ei の自明か不能な等式をすべて除去．

(l) Ri+1 := Ri，Ei+1 := Ei，i := i + 1．

図 9 潜在帰納法に基づいた検証手続き
Fig. 9 Verification procedure based on inductionless induction.

の候補はたかだか有限個しか存在しない．また，MGU-Deletion も (a)–(k)の 1 サイク

ルの中では 1つの等式にたかだか 1回適用すれば十分である．

定理 7.6 Rを基底項上で完備性を持つ P文付き TRS，E を等式集合，�を −→R ⊆ �を
満たす簡約化順序とする．(E, R)から �の下で，図 9 ( 4 )の完備化手続きが成功したなら

ば，E のすべての等式は Rの帰納的定理である．

［証明］ 付録 A.7 を参照． ��

定理 7.6 より，本手法で検証が成功した際に，手続き型プログラムが仕様を満たすことが
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保証される．

系 7.7 n 引数関数 f を定義する手続き型プログラムを P，仕様の P 文付き TRS（関数

g(x1, . . . , xn)を定義）を Rs とし，Rs ⊇ Rc とする．さらに，TR(P ) ∪Rc ∪Rs は完備性

を持つとする�1．図 9 の手続きが成功したとき，任意の自然数 v1, . . . , vn について，手続

き型関数 f(v1, . . . , vn)が返す値と項 g(sv1(0), . . . , svn(0))の Rs での正規形は（E
−1 を法

として）等価である． ��

なお，手続き型プログラム P1 と P2 の等価性についても TRで得られる P文付き TRS

の u記号の重複がないように TRを適用すれば，上記と同様に行える．

7.4 検 証 例

本節では，手続き型で書かれた関数 sum1（図 4）と仕様として P文付き TRSで書いた

関数 sumを与え，それらの等価性を検証する．

手続き型プログラム sum1 を P 文付き TRS に変換したものが例 4.1 の Rsum1 である．

Rsum1 に Compositionを施して簡単化した P文付き TRS R′
sum1 を以下に示す．

R′
sum1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sum1(n) → u2(n, s(0), 0) (1)

u2(n, i, z) → u2(n, s(i), z + i)⇐ i <=n (2)

u2(n, i, z) → z ⇐ ¬(i <=n) (3)

Rsum =

{
sum(0) → 0 (4)

sum(s(n)) → sum(n) + s(n) (5)

Rc =

{
0 + y → y, s(x) + y → s(x + y),

s(0) + y → s(y), x + s(0) → s(x)

}

R = R′
sum1 ∪Rsum ∪Rc

R上で等式 sum1(x) ≈ sum(x)が帰納的定理であることは図 9 の手続きにより以下のよ

うに証明できる．なお，⇒X で図 9 ( 4 )の適用の様子を Xにどの段階までを適用したかの

情報を付加して表示する．

�1 TR(P ) ∪ Rc ∪ Rs は停止性を持ち，Rs は合流性を持ち，TR(P ) と Rs の被定義記号に重複はない状況を仮
定する．

({
(6) u2(s(n), i, z) ≈ u2(n, i, z) + s(n) ⇐ i <=n + 1

(7) sum(n) ≈ sum1(n)

}
, R

)
⇒(a)

({
(7),

(8) u2(s(n), s(i), z + i) ≈ u2(n, i, z) + s(n) ⇐ i <=n + 1 ∧ i <=n + 1,

(9) z ≈ u2(n, i, z) + s(n) ⇐ i <=n + 1 ∧ ¬(i <=n + 1)

}
,

R ∪ {(6) u2(s(n), i, z)→u2(n, i, z) + s(n) ⇐ i <= n + 1}

)
⇒(b)−(f) ({ (7’) sum(n) ≈ u2(n, s(0), 0), (8) } , R ∪ { (6) })

⇒(g)

⎛
⎜⎝
{

(7’-1) sum(n) ≈ u2(n, s2(0), 0 + s(0)) ⇐ 1 <=n,

(7’-2) sum(n) ≈ u2(n, s(0), 0) ⇐ ¬(1 <=n),

(8-1) u2(s(n), s(i), z + i) ≈ u2(n, i, z) + s(n) ⇐ (i <=n + 1 ∧ i <=n + 1) ∧ ¬(i + 1 <=n + 1),

(8-2) u2(n, s(i), z + i) + s(n) ≈ u2(n, i, z) + s(n) ⇐ (i <=n + 1 ∧ i <=n + 1) ∧ i + 1 <=n + 1

}
,

R ∪ { (6) }

⎞
⎟⎠

⇒(h)

⎛
⎜⎝
{

(7’-1’) sum(n) ≈ u2(n, s2(0), s(0)) ⇐ 1 <=n,

(7’-2’) sum(n) ≈ 0 ⇐ ¬(1 <=n),

(8-1’) z + i ≈ z + s(n) ⇐ (i <=n + 1 ∧ i <=n + 1) ∧ ¬(i + 1 <=n + 1),

(8-2’) u2(n, s(i), z + i) + s(n) ≈ u2(n, s(i), z + i) + s(n) ⇐ (i <=n + 1 ∧ i <=n + 1) ∧ i + 1 <=n + 1

}
,

R ∪ { (6) }

⎞
⎟⎠

⇒(i)

({
(7’-1’), (7’-2’), (8-2’)

(8-1”) z + i ≈ z + s(n) ⇐ ((i <=n + 1 ∧ i <=n + 1) ∧ ¬(i + 1 <=n + 1)) ∧ ¬(i ==n)

}
, R ∪ { (6) }

)
⇒(j)−(l) ({ (7’-1’), (7’-2’) } , R ∪ { (6) })

⇒(a)

⎛
⎝
{

(7’-2’),

(10) 0 ≈ u2(0, s2(0), s(0)) ⇐ 1 <= 0,

(11) sum(n) + s(n) ≈ u2(s(n), s2(0), s(0)) ⇐ 1 <=n + 1

}
,

R ∪
{

(6), (7’-1’) sum(n) → u2(n, s2(0), s(0)) ⇐ 1 <=n
}
⎞
⎠

⇒(b)−(f) ({ (7’-2’), (11) } , R ∪ { (6), (7’-1’) })

⇒(g)

({
(7’-2’),

(11-1) u2(n, s2(0), s(0)) + s(n) ≈ u2(s(n), s2(0), s(0)) ⇐ 1 <=n + 1 ∧ 1 <=n,

(11-2) sum(n) + s(n) ≈ u2(s(n), s2(0), s(0)) ⇐ 1 <=n + 1 ∧ ¬(1 <=n)

}
,

R ∪ { (6), (7’-1’) }

)

⇒(h)

({
(7’-2’),

(11-1’) u2(n, s2(0), s(0)) + s(n) ≈ u2(n, s2(0), s(0)) + s(n) ⇐ 1 <=n + 1 ∧ 1 <=n,

(11-2’) sum(n) + s(n) ≈ s(0) ⇐ 1 <=n + 1 ∧ ¬(1 <=n)

}
,

R ∪ { (6), (7’-1’) }

)
⇒(i)−(l) ({ (7’-2’), (11-2’) } , R ∪ { (6), (7’-1’) })

⇒(a) ({ (11-2’) } , R ∪ { (6), (7’-1’), (7’-2’) sum(n) → 0 ⇐ ¬(1 <=n) })

⇒(b)

(
{ (11-2’), (12) 0 ≈ 0 ⇐ ¬(1 <= 0), (13) 0 ≈ sum(n) + s(n) ⇐ ¬(1 <=n + 1) } ,

R ∪ { (6), (7’-1’), (7’-2’) }

)
⇒(c) ({ (11-2”) s(n) ≈ s(0) ⇐ 1 <=n + 1 ∧ ¬(0 <=n), (12), (13) } , R ∪ { (6), (7’-1’), (7’-2’) })

⇒(d−f) ({ } , R ∪ { (6), (7’-1’), (7’-2’) })

P文の判定の際には，どの変数についても 0以上であると見なして真偽判定を行った．な

お，検証には補題等式 u2(s(n), i, z) ≈ u2(n, i, z) + s(n)⇐ i <=nを導入することが必要で

あったため，補題等式から規則化し証明した．この補題等式は，R ∪ {(7)}の危険対を R0

のみで Simplificationして導かれる等式 u2(n, s(0), 0)+ s(n) ≈ u2(s(n), s(0), 0)から，定

数項を変数で置き換えて補題等式を生成することにより得た．また，よく使われるインクリ

メント演算子（++）に対して項が簡潔になるように，x + 1，1 + y を計算する規則も用い
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た．完備化が成功して終了したので，関数 sum1と関数 sumの等価性が保証され，プログラ

ム sum1が P文付き TRSで与えられた仕様 Rsum を満たすことが示された．

本節の検証例には，関数型プログラミング言語 Standard ML of New Jerseyで実装した対

話的に推論規則を適用する完備化システムを用いた．これは，図 9 ( 4 )の戦略の模索を支援

するために開発したシステムであり，システムは等式集合と制約付きTRSを保持し，ユーザ

が選択した推論規則を保持している等式集合と制約付きTRSに適用する．Compositionと

Simplificationについてそれぞれすべての規則とすべての等式に対して正規形になるまで

適用されるように設計されている．また，簡約化順序は導入されておらず，Expansionでは

ユーザが等式を 1つ選択し方向付けを指定する．E-Decompositionでは，各等式の左辺に

対して，書換え規則のリストの先頭から順に適用できる規則を探索し，最初に発見された規

則で E-Decompositionを行う．本節の検証例の場合には，都合よく E-Decomposition

を適用できるように，いくつかの等式の左辺と右辺を入れ換える作業を施した．

P文付き TRSと等式の制約部を場合分けする E-Decompositionを導入したことで，完

備化の流れが，sum1と sumの等価性を人間が机上で証明する様子に非常に類似したことが

本節の検証例から分かる．

8. 関 連 研 究

本章では，本論文の制約付き TRSの合流性および完備化と関連研究との比較について述

べる．

制約付き TRSは以前から扱われている書換え系の 1つであり，多くの場合，その制約は

所属制約の系列で形式化されている8)–10),15),19),20),27),29)．所属制約とは x ∈ T のような形

式をした制約の系列であり，x ∈ T は xに代入される項 xθ が項の集合 T に含まれるとき

に真と解釈される．系列の真偽は制約の積として評価される．

文献 27)では，停止性と制限付き左非線形（restricted nonlinear）性を持つ所属制約付

き TRS Rにおいて，所属制約が Rに対して閉鎖性（closed）を持てば，本論文の定理 5.4

の “局所合流性”を “合流性”に置き換えた定理が成り立つことが示されている．制限付き

左非線形とは，左辺の線形ではない変数については所属制約の制限を受ける性質であり，所

属制約 x ∈ T が閉鎖であるとは，集合 T の任意の項 tの正規形も T に含まれていることで

ある．

文献 29)では，制限付き左非線形性を取り除いても文献 27)の定理が成り立つことが示

された．しかし，この条件の下では本論文の補題 5.3 は一般には成り立たない．所属制約に

記述される集合が正規形の部分集合であれば，その制約は閉鎖性を持つ．しかし，所属制約

で記述される集合として任意の項集合を許した場合は，閉鎖性を持つことを示すことは簡単

ではない．なぜなら，所属制約が閉鎖性を持つことを示すには，所属制約を満たす任意の項

の正規形がその所属制約を満たすことを示さなければならないからである．そこで本論文で

は，閉鎖性より制限が強い条件である制約部安定性の概念を導入し，補題 5.3 を示すこと

で危険対定理を示した．制約部安定性は閉鎖性よりも制限が強い一方で，1ステップの書換

え関係が制約の真偽を保存すること，すなわち左辺と右辺の解釈が一致することを確認す

ることで制約部安定性を持つことを示せる．また，文献 29)では，本論文のように推論規

則は与えずに，直接に完備化手続きを与えている．その手続きの中では所属制約 x ∈ T の

集合 T を分割する操作を行う．この操作は本論文の E-Decompositionと同様の操作であ

るが，どのように集合を分割するかは明示されておらず，人間が発見的に分割する必要があ

る．また，本論文のMGU-Deletionに相当する処理は存在しない．前述の集合の分割の

中で同様の処理は可能であるが，そのような分割の発見法は明らかにされていない．

文献 15)では，所属制約に加えて，2つの項の等価関係（=と �=）を扱える制約付きTRS

の完備化が示されている．しかし，制約の分割の操作は導入されていない．

文献 8)–10)，19)，20)では，本論文で扱った制約付き TRSを含むより一般的な制約付

き TRSの完備化手続きを提案している．扱われる制約では文脈が代入できる文脈変数を導

入している．一方で，制約の閉鎖性や制約部安定性は明示されずに，危険対定理を成り立

たせるように完備化の中で制約が解かれている．そのため，完備化の推論規則は複雑で種

類も多い．本論文で扱う制約付き TRSは文献 8)–10)，19)，20)で扱う制約付き TRSに含

まれるので，文献 8)–10)，19)，20)の推論規則の一部を組み合わせることで本論文の推論

規則を模倣できる．よって，本論文の推論規則より強力であるが，それらを適用するための

手続きが複雑であり，帰納的定理の証明に利用することは効果的とはいえない．さらに文

献 8)–10)，19)，20)の推論規則では制約の分割に関する部分が制約を解く部分と混在する

ため，本論文や文献 29)のように制約の分割を操作することは簡単ではない．

一方，本論文では，P文付き TRSを含む制約付き TRSの枠組みにおいて，推論規則を

本質的なものに限定することで，帰納的定理の証明に効果的な完備化手続き（検証手続き）

として TRSの完備化に追従した簡潔な完備化手続きを提案した．本論文の完備化手続きは，

対象を P付き TRSに限定した場合は，文献 1)に示されている TRSの完備化手続きの実

装に P文のデータ構造と真偽判定モジュールを追加することで容易に実装できる．ただし，

等式の方向付けに関しては，固定した簡約化順序による従来手法では，7.4 節の検証例を自
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動的に行うには不十分である．

文献 4)，5)では，本論文と類似した制約付き TRSを扱っているが，具体的に扱ってい

る制約は簡約化順序で評価される項の大小関係である．文献 4)，5)では，本論文と同様に

関数の十分完全性を利用した定理自動証明法を提案しているが，完備化手続きに基づいた

枠組みではなく，直接的に帰納的定理であることを証明する推論規則で構成された手法であ

る．この手法でも制約を満たす集合を分割する操作を持つが，本論文のMGU-Deletion

に相当する操作は他の操作の組合せで人間が発見的に行う必要がある．

9. お わ り に

本論文では，TRSに対する危険対定理および完備化手続きを制約付き TRSに対応する

ように拡張することで，制約付き TRS上での帰納的定理の証明法を提案した．そして，自

然数上の手続き型プログラムから P 文付き TRSへの等価変換を与えることで，手続き型

プログラムの検証法の枠組みを提案した．本論文では 1つの検証例をあげただけであるが，

提案した推論規則は今後の実験や検証の戦略開発のための基盤となることが期待される．本

手法で対象とする手続き型言語は関数呼び出し・配列・ポインタが扱えないなど制限が強い

が，数値を計算し返す関数などは記述できる．そのような場合には，本手法で検証を試みる

ことができる．

一方，本論文で示した検証例では，完備化手続きで必要な簡約化順序は人間が適当に方向

付けを行うことで代用した．さらに，E-Decompositionの適用に関しても本手法では決定

的ではない．よって，本手法は現在のところ，人間が対話的に推論規則の適用を選択しなけ

ればならない．これを自動化するために，以下の手法を開発することが今後の課題である．

• 制約付き等式の方向付け，すなわち，制約付き TRSの停止性を保証する簡約化順序．

• 図 9 (g)における E-Decompositionの決定的な適用のための戦略．

完備化には簡約化順序 � が必要であるが，今回の sum 関数の検証では人間の直観にた

よった順序に基づいて完備化を行った．規則の順序付けを経路順序で自動的に行うと 7.4 節

の検証例の規則 (2)には順序が付かない．よって，制約付き等式の方向付けは手続きの自動

化のための大きな課題である．また，本論文では，変換で得られた P文付き TRSの停止性

を仮定して検証を行った．これを自動で保証するために，P文付き TRSの停止性証明法を

開発することも今後の課題である．

sum1の検証例では補題となる等式を導入した．本手法ではループ不変式や事前条件・事

後条件を与える必要がない一方で，検証を成功させるために補題を与える必要がある場合も

多い．そのような補題の発見は定理自動証明の分野での古くからの課題である．本論文の変

換でプログラムから得られる P文付き TRSでは，uの記号が状態を表す構造をとり制御文

の特徴を反映するので，一般の TRSの場合での補題発見よりも補題の生成が容易であると

期待している．手続き型プログラム検証に特化した補題の発見の自動化も今後の課題であ

る．今回は自然数のみを扱ったが，整数の取扱いは今後の課題である．さらに，除算の取扱

いについても検討しなければならない．

今回は潜在帰納法に基づいた手続きを提案したが，書換え帰納法に基づいた手法など，他

の検証法も P文付き TRSを用いた検証に拡張できると予想される．
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付 録

A.1 定理 4.2 の略証

5 章で示したように，生成した P 文付き TRS が停止性を持つ場合は合流性を持つ．合

流性を持つ場合はどのように計算を行っても結果は一致するので，本論文では，P 文付き

TRSの書換えは最左最内で評価されることとする．

次の補題はステートメント系列と変換してられた P文付き TRSで同様の動作をすること

を示す．なお，−→p，−→p< はそれぞれ pの位置，p < q を満たす位置 q での書換えを表す．

補題 A.1.1 ss をステートメントの系列，x1, . . . , xn を ss に現れる自由変数とし，

T(uj(x1, . . . , xn), ss, j + 1) = (t, R, k) とする．このとき，変数 y1, . . . , ym が存在して，

t ≡ uk−1(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)．さらに，(ss, M)
∗⇒C (ε, M′)のとき，かつこのときに限

り，uj(x1, . . . , xn)θM
∗−→R∪Rc

tθM′．

［略証］ tの構造については定義より明らか．後者の題意の右向きは，ステートメント系列
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ssの構造と ⇒C の推論木の高さの辞書式順序に関する帰納法により証明できる．左向きは，

ステートメント系列 ssの構造と −→R
∗−→!

Rc
のステップ数 nの辞書式順序に関する帰納法に

より証明できる．ここで， ∗−→!
Rc

= { (s, t) | s ∗−→Rc
t ∈ NFRc }とする． ��

上記の補題により，変換の正当性を保証する定理 4.2 が系として得られる．

A.2 命題 5.2 の証明

まずは，真偽安定性の性質を示す．

補題 A.2.1 真偽安定性は ¬，∧，∨，および代入に閉じる．

［証明］ 代入に閉じることは定義より明らかである．

∨を含む制約は ¬，∧のみからなる制約で表現できるので，¬と ∧のみ証明する．
• ¬の場合 (¬c)σ が真（偽）であると仮定すると，cσ は偽（真）である．cの真偽安定

性より cσ→ は偽（真）であるので，(¬c)σ→ は真（偽）である．

• ∧の場合 (c1 ∧ c2)σが真であると仮定すると，c1σと c2σは真である．c1 と c2 の真偽

安定性より c1σ→ と c2σ→ は真であるので，(c1 ∧ c2)σ→ は真である．一方，(c1 ∧ c2)σ

が偽であると仮定すると，c1σ が偽としても一般性を失わない．c1 の真偽安定性より

c1σ→ は偽であるので，(c1 ∧ c2)σ→ は偽である． ��

次に，真偽安定性を保つような書換え規則の追加のための条件を示す．

補題 A.2.2 l → r ⇐ cを書換え規則，制約 c，d ∈ P を ∗−→R に関して真偽安定性を持つ

とする．root(l) �∈ FP ならば，dは ∗−→R∪{l→r⇐c} に関して真偽安定性を持つ．

［証明］ c，d の真偽が決定する際に代入される項は FP 上の項であり，l → r ⇐ c は

T (FP ,X )の項を書き換えない．よって，題意は成り立つ． ��

P文付き TRSでは次の補題が P文の性質から成り立つ．

補題 A.2.3 cを P文，R+,−を自然数上の加減算を行う (FPbgr,Pbgr)上の P文付きTRS

とする．このとき，cは ∗−→R+,−に関して真偽安定性を持つ．また，Rc ⊇ R+,−かつRc\R+,−

は +，−の規則を持たないとする．このとき，cは ∗−→Rc
に関して真偽安定性を持つ．

［証明］ 前者は自然数の加減算の性質から成り立つことは明らか．後者は補題 A.2.2 より

成り立つ． ��

補題 A.2.3 より命題 5.2 が導かれる．

A.3 補題 5.3 の略証

［略証］ t0，t1 がそれぞれ規則 li → ri ⇐ ci ∈ Rにより位置 pi ∈ O(s)で書き換えられた

とすると，s|pi ≡ liσi，ti ≡ s[riσi]pi とおける（i = 0，1）．p0と p1が並列な位置である場

合，および 2つの規則が重なっている場合は TRSの場合の危険対補題と同様に題意を証明

できる．ここでは，上下の関係にあり重なりもない場合，すなわち，p1 = p0pとなるような

pが存在し，s ≡ (l0[x]q)σ0 かつ σ(x) ≡ C[l1σ1]q′ かつ p = qq′ の場合を考える．このとき，

t0 ≡ s[r0σ0]p0，t1 ≡ s[(l0σ0)[r1σ1]p]p0 である．σ = σ0|Dom(σ0)\{x} ∪ {x �→C[r1σ1]} と
すると，t0 ≡ s[r0σ0]p0

∗−→l1→r1⇐c1
s[r0σ]p0．一方，t1 ≡ s[(l0σ0)[r1σ1]p]p0

∗−→l1→r1⇐c1

s[l0σ]p0．ここで，c0σ0が真，xσ0 −→l1→r1⇐c1
xσ，Rが制約部安定性を持つことから，c0σ

は真である．よって，s[l0σ]p0 −→l0→r0⇐c0
s[r0σ]p0．ゆえに，t0 ↓R t1 である． ��

A.4 命題 6.1 の証明

まずは，制約の下での書換え系列に対して，その制約を満たす代入について，対応した書

換え系列が存在することを示す．

補題 A.4.1 s0 −→c R s1 −→c R · · · −→c R sn ならば，cθ が真である任意の代入 θ について s0θ

−→R s1θ −→R · · · −→R snθ．

［略証］ si −→c R si+1 を考える．このとき，l→ r ⇐ d ∈ R，C[ ]，σが存在し，si ≡ C[lσ]

かつ si+1 ≡ C[rσ]であり，さらに，c |= dσ．よって，cθが真ならば，dσθも真である．し

たがって，siθ ≡ Cθ[lσθ] −→R Cθ[rσθ] ≡ si+1θ． ��

命題 6.1 は以下のように証明される．

［証明］ (1)⇒(2) (2)でないとする．このとき，ある充足可能な制約 cが存在し，−→c R は

停止性を持たない，すなわち，無限系列 s0 −→c R s1 −→c R · · ·が存在する．補題 A.4.1 よ

り，無限系列 s0δ −→R s1δ −→R · · · が存在するが，これは (1)に矛盾する．よって，(1)

ならば (2)である．
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(2)⇒(1) cとして trueを考えると，−→R = −−−−→
true R である．よって，(2)ならば (1)は明

らか． ��

A.5 定理 6.4 の証明

本論文では，文献 1)にまとめられている TRSの完備化手続きの正当性の証明を基に，制

約付き TRSの完備化の推論規則の正当性を示す．

次の命題で，完備化手続きの正当性を証明するための図 7 の推論規則の性質を示す．

命題 A.5.1 (E, R) �C (E′, R′)とする．このとき，以下のすべてが成り立つ．

( A ) −→R ⊆ �ならば，−→R′ ⊆ �．
(B )

∗↔E∪R =
∗↔E′∪R′．

(C ) E のすべての等式の制約部と Rのすべての規則の制約部が ∗−→R に関して真偽安定性

を持つならば，E′ のすべての等式の制約部と R′ のすべての規則の制約部は ∗−→R′ に

関して真偽安定性を持つ．

(D ) CR = CR′．

［証明］ ( A ) Expansion，Simplification，Deletionについては明らか．Expansionで

加えられる規則で順序が付くのは明らか．Compositionのときは，−→s→u⇐c ⊆ −→s→t⇐c∈R◦
−→R ⊆ � ◦ � であるので，� の推移性より，題意は成り立つ．(B )，( D ) は明らかに成

り立つ．(C ) Expansionのとき，危険対の定義より，E′ と R′ に現れる制約は，E や R

に現れる制約そのものか，∧で組み合わせて生成した制約である．よって，補題 A.2.1 よ

り，E′ のすべての等式の制約部と R′ のすべての規則の制約部は ∗−→R に関して真偽安定性

を持つ．root(s) �∈ FP なので，補題 A.2.2 より，E′ のすべての等式の制約部と R′ のすべ

ての規則の制約部は ∗−→R′ に関して真偽安定性を持つ．Composition，Simplification，

Deletionのときは E′ と R′ の制約の集合は E と Rの制約の集合と等しく，さらに ∗−→R′

⊆ ∗−→R であるので，題意は成り立つ． ��

図 8 の推論規則は等式の制約部分を変形するため，変数を含む 2つの項では適用後に等

価関係が成り立たなくなる場合がある．すなわち，命題 A.5.1 (B )が成り立たない．しか

し，基底項上の等価関係では制約部が分解されたことは影響がない．たとえば，項 f(x, y)

と y は等式 f(x, y) ≈ y で関係付けられるが，分解された等式 f(x, y) → y ⇐ x == 0 と

f(x, y)→ y ⇐ x > 0では関係付けられない．しかし，変数 x，y に基底項が代入されれば分

解された等式でも関係付けられる．よって，基底項上では，等式や書換え規則の制約が分解

されても，基底項上の関係は維持される．

命題 A.5.2 (E,R) �C ′ (E′, R′)とする．このとき，以下が成り立つ．

( A ) −→R ⊆ �ならば，−→R′ ⊆ �．
( B ) 基底項上で ∗↔E∪R =

∗↔E′∪R′．

( C ) E のすべての等式の制約部と Rのすべての規則の制約部が ∗−→R に関して真偽安定性

を持つならば，E′ のすべての等式の制約部と R′ のすべての規則の制約部は ∗−→R′ に

関して真偽安定性を持つ．

( D ) CR = CR′．

［略証］ E-DecompositionとMGU-Deletionのそれぞれについて，後述の命題 A.5.3

と命題 A.5.4 から (B )が成り立つといえる．

命題 A.5.3 基底項上で ↔{s≈t⇐c1∧c2,s≈t⇐c1∧¬c2} = ↔{s≈t⇐c1}． ��

命題 A.5.4 c ∈ Pbgr，s と t を単一化可能な項，σ を Dom(σ) ⊆ fv(c) かつ Ran(σ) ⊆
T (FPbgr, fv(c))を満たす sと tの最汎単一化子，d ∈ Pbgr を

∧
x∈Dom(σ)

x ==E(xσ)とす

る．このとき，基底項上で ↔{s≈t⇐c} = (↓Rc ∪↔{s≈t⇐c∧¬d})．

［略証］ cθ が真になる（sと tに対する）基底代入 θ について sθ ↓Rc tθ または ¬dθ が真

であることは，項の構造に関する帰納法により証明できる．よって，題意は成り立つ． ��

R∞ =
⋃n

i=0
Ri，E∞ =

⋃n

i=0
Ei とする．R∞ の危険対は以下の性質を持つ．

補題 A.5.5 E0 を等式の集合，R0 を −→R0 ⊆ � を満たす完備な制約付き TRS とし，

E0 のすべての等式の制約部と R0 のすべての規則の制約部が
∗−→R0 の下で真偽安定，

(E0, R0) �C · · · �C (En, Rn) を得たとする．このとき，任意の重なりのある 2 つ規則

l1 → r1 ⇐ c1 ∈ R∞ と l2 → r2 ⇐ c2 ∈ R∞ の危険対 〈s, t〉 ⇐ cについて，以下のどちら

かが成り立つ．

• sと tが cの下で R∞ に関して会同関係にある．
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• ある i（1 ≤ i ≤ n）で，同様の位置で重なる 2 つの規則 l1 → r′1 ⇐ c1 ∈ Ri と

l2 → r′2 ⇐ c2 ∈ Ri の危険対 〈s′, t′〉 ⇐ cが Ei に存在し，s′ ∗−→c R∞ sと t′ ∗−→c R∞ tを満

たす．

［略証］ nに関する帰納法で証明できる． ��

↔E∞∪R∞ で関係付けられる項の列が Rn で会同関係にあることを示すための，証明系列

の概念とその重みを定義する．

定義 A.5.6 E を等式集合，R を制約付き TRSとする．s0 ↔E∪R s1 ↔E∪R · · · ↔E∪R

sn のとき，(s0, s1, · · · , sn)を証明系列という．s ↔E∪R tのコスト Cost(s, t)を，項の 2つ

の多重集合と，代入と制約の対の三つ組として，以下のように定義する．

• s ≡ C[s′σ] ↔{s′�t′⇐c} C[t′σ] ≡ tのとき，Cost(s, t) = ({s, t}, {s′, t′}, (σ, c))．

• s −→R tのとき，Cost(s, t) = ({s}, {t},−)．

• s ←−R tのとき，Cost(s, t) = ({t}, {s},−)．

ここで，−は任意の対を表す． ��

Costの 1番目と 2番目の要素である項の多重集合は，項上の順序 �で定められる項の多
重集合上の順序 �Mul で比較される．3番目の要素 (σ, c)は E-DecompositionとMGU-

Deletionが適用された際の制約を順序付けるために用いられる．σは基底代入のみを考え

る．制約と代入の対 (σ, c)（ただし，fv(c) ⊆ Dom(σ)）の重みは以下のすべてを満たす基底

代入の個数とする．

• Dom(θ) = Dom(σ)，

• cθ が真，

• t ∈ Ran(θ)の項の高さは Ran(σ)に現れる項の高さの最大値を超えない．

関数記号の数が有限であるので，高さの最大値を決められた下での基底項の個数は有限で

ある．よって，θの個数は有限であり，重みの比較が可能である．(σ, c)が (σ, c′)より上記

を満たす代入の個数が多いとき (σ, c) > (σ, c′)と記す．このような重みについて以下の性質

が成り立つ．

命題 A.5.7 σ を Dom(σ) �= ∅を満たす基底代入，cを fv(c) ⊆ Dom(σ)を満たす制約，d

を fv(d) ⊆ Dom(σ)を満たす制約とする．このとき，c |= dならば，(σ, c) > (σ, c∧¬d)． ��

定義より，制約上の重みは停止性を持つ．

三つ組のコスト上の順序 �Cost は，各要素を左から順にそれぞれ �Mul と �Mul と >で

評価する辞書式順序とする．証明系列 (s0, s1, · · · , sn)のコスト Cost((s0, s1, · · · , sn))を各

si, si+1（0 ≤ i < n）のコストの多重集合とする．�Cost で定まるコストの多重集合上の順

序を �Mul
Cost で表す．�Mul

Cost は帰納法に利用できる整礎な順序である．

命題 A.5.8 �が簡約化順序ならば，�Mul
Cost は停止性を持つ． ��

次に，2つの証明系列とその重みの関係を示す．

補題 A.5.9 E を等式集合，Rを制約付き TRS，�を簡約化順序，p1と p2を証明系列と

する．−→R ⊆ �のとき，p1と p2が以下のどれかを満たすならば，Cost(p1) �Mul
Cost Cost(p2)

である．

( 1 ) p1が s ↔E tであり，p2が s −→R t．

( 2 ) p1が s ↔E tであり，p2が s ↔E u ←−R t．

( 3 ) p1が s −→R tであり，p2が s −→R u ←−R t．

( 4 ) p1が s −→R tであり，p2が t −→R u．

( 5 ) p1が s −→R tであり，p2が t −→R t1 −→R · · · −→R tn（n > 0）．

( 6 ) p1が s −→R t −→R u，p2が s ←−R · · · ←−R tm ↔E un −→R · · · −→R u1 −→R uであ

り，tm
+←−R t

+−→R un を満たす．

( 7 ) sと tを基底項，cと dを fv(d) ⊆ fv(c)かつ c∧ dが充足可能である制約とする．p1

が s ↔{s′�t′⇐c} tであり，p2が s ↔{s′�t′⇐c∧¬d} t．

［証明］ Costと �Mul
Cost の定義，仮定 −→R ⊆ �より明らか． ��

次の補題で，s0 ↔E∞∪R∞ s1 ↔E∞∪R∞ · · · ↔E∞∪R∞ sm について，s0 と sm が Rn

で会同関係にあることを示す．

補題 A.5.10 E0 を等式の集合，R0 を −→R0 ⊆ �を満たす完備な制約付き TRSとし，E0

のすべての等式の制約部と R0 のすべての等式の制約部が
∗−→R0 の下で真偽安定，(E0, R0)

�C · · · �C (En, Rn) = (∅, Rn)を得たとする．s0 ↔E∞∪R∞ s1 ↔E∞∪R∞ · · · ↔E∞∪R∞

sm（m ≥ 0）を証明系列とする．このとき，s ↓Rn t．
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［略証］ p を証明系列 s0 ↔E∞∪R∞ s1 ↔E∞∪R∞ · · · ↔E∞∪R∞ sm（m ≥ 0）とし

て，�Mul
Cost に関する帰納法によって示す．以下の証明では，E-DecompositionとMGU-

Deletionの議論の際には，証明系列は基底項上であると仮定する．

Rn ⊆ R∞ より，証明系列の各 ↔E∞∪R∞ は，↔E∞，↔R∞\Rn
，↔Rn

のいずれかであ

る．証明系列が s0 −→Rn
· · · −→Rn

si ←−Rn
· · · ←−Rn

sm のとき，もしくは n = 0 のとき

は，s0 ↓Rn sn．そうでないときは，以下のいずれかが証明中に存在する．

( 1 ) si ↔E∞ si+1．

( 2 ) si ↔E∞ si+1 かつ si ≡ si+1 かつ n > 0かつ 0 ≤ i < n．

( 3 ) si −→R∞\Rn
si+1 または si ←−R∞\Rn

si+1．

( 4 ) si−1 ←−Rn
si −→Rn

si+1．

推論規則の定義と補題 A.5.5 より，これらの部分はそれぞれ以下の系列に置き換えられる．

( 1 ) ( a ) si −→R∞ si+1 または si ←−R∞ si+1（Expansion）．

( b ) si ↔{s�t⇐c} si+1 とすると，si ↔E∞ u ←−R∞ si+1 または si −→R∞ u ↔E∞

si+1 または si ↔{s�t⇐c∧¬d} si+1（ただし，fv(d) ⊆ fv(c) かつ c ∧ dは充足

可能）（E-Decomposition）．

( c ) si ↔{s�t⇐c} si+1 かつ sと tが単一化可能であるとすると，制約 dが存在し

て，si ↓R∞ si+1 または si ↔{s�t⇐c∧¬d} si+1（ただし，fv(d) ⊆ fv(c)）を満

たす（MGU-Deletion）．

( 2 ) si+1 を除去（Deletion）．

( 3 ) si ↔E∞ t ←−R∞ si+1 または si −→R∞ t ↔E∞ si+1（Composition）．

( 4 ) si ≡ t0 −→R∞ · · · −→R∞ tj ←−R∞ · · · ←−R∞ tk ≡ si+1（重なりがない場合の危険対

補題 5.3）または si ≡ t0 −→R∞ · · · −→R∞ tj ↔E∞ tj+1 ←−R∞ · · · ←−R∞ tk ≡ si+1

（補題 A.5.5）．

p 中の 1 つの部分を上記のように置き換えて得られる証明系列 p′ を s′0 ↔E∞∪R∞ s′1
↔E∞∪R∞ · · · ↔E∞∪R∞ s′m′ とすると，s′0 ≡ s0 かつ s′m′ ≡ sm．また，補題 A.5.9 より，

Cost(p) �Mul
Cost Cost(p′)．よって，帰納法の仮定より，s′0 ↓Rn s′m′．ゆえに，s0 ↓Rn sm． ��

最後に，定理 6.4 の証明を以下に与える．

［証明］ ∗↔E0∪R0
=

∗↔Rn
，Rn が制約部安定性と停止性を持つことは命題 A.5.1 より明

らか．

次に，基底項上で合流性を持つことを示す．t1
∗←−Rn

s
∗−→Rn

t2 とする．このとき，

Rn ⊆ R∞ より，t1
∗↔E∞∪R∞ t2 である．よって，補題 A.5.10 より，t1 ↓Rn t2．ゆえ

に，Rn は合流性を持つ． ��

A.6 命題 7.5 の証明

TRSが弱停止性と擬簡約性を持つとき，十分完全性を持つことが知られている．よって，

制約付き TRSについても同様の手順で十分完全性を示す．

定義 A.6.1 R を制約付き TRS，f ∈ DR とする．任意の t1, . . . , tn ∈ T (CR) について

f(t1, . . . , tn)が Rの正規形でないとき，f は Rにおいて疑似簡約性を持つという． ��

補題 A.6.2 Rを左線形制約付き TRS，f ∈ DR とする．任意の代入 θ = {xi �→ ti | 1 ≤
i ≤ n, ti ∈ T (CR)}に対して論理式

(∨
f(x1,···,xn)→ui⇐ci∈R

ci

)
θ が真であるとする．この

とき，f は Rにおいて疑似簡約性を持つ．

［証明］ 条件より，どんな ti ∈ T (CR) を与えても少なくとも 1 つ以上の規則

f(x1, · · · , xn) → ui ⇐ ci の制約部が真となるから f(t1, · · · , tn) −→R u．よって，f は

疑似簡約性を持つ． ��

補題 A.6.3 疑似簡約性と弱停止性を持つ制約付き TRS Rは十分完全性を持つ．

［証明］ Rが弱停止性を持つことからどの t ∈ T (F)についても t
∗−→R u ∈ NFR(F)とな

る uが存在する．このとき，u �∈ T (CR)を仮定すると，f ∈ DR かつ ti ∈ T (CR)を満たす

uの部分項 f(t1, · · · , tn)が存在する．Rは疑似簡約性を持つことからこの部分項は正規形

ではない．これは uが正規形であることに矛盾する．よって，Rは十分完全性を持つ． ��

命題 7.5 は以下のように証明される．

［証明］ 左線形性は作り方より明らか．TRで生成された規則集合が補題 A.6.2 を満たすこ

とは作り方より明らか．また，Rc は十分完全性を持つように与えられている．よって，弱

停止性を持つならば，補題 A.6.3 より十分完全性を持つ． ��
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A.7 定理 7.6 の証明

［証明］ R1 = R，R2 = R′，関係 −→i を −→Ri
と定義，Si = (T (F),−→i)とする．このと

き，Rが停止性を持つことから，S1 は停止性を持つ．また，完備化の性質（定理 6.4）よ

り， ∗↔E∪R ⊆
∗↔R′ かつ NF−→

R
(F) = NF−→

R′ (F)であり，R′ は基底項に関して完備性

を持つ．よって， ∗↔1 ⊆ ∗↔2 かつ NFS1 = NFS2 であり，S2 は合流性を持つ．ゆえに，S1

と S2 は潜在帰納法の条件を満たすので，定理 7.1 より， ∗↔1 =
∗↔2 である．したがって，

∗↔R1 =
∗↔R2 である．ここで，s ≈ t ⇐ c ∈ E と cθg を真にする基底代入 θg を考える．

sθg ↔{s≈t⇐c} tθg より，sθg ↔E tθg である．R′ の性質より sθg
∗↔R′ tθg である．した

がって，sθg
∗↔R tθg であるので，s ≈ t⇐ cは Rの帰納的定理である． ��
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