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1 はじめに

点集合 V と（無向）辺集合EからなるグラフをG =

(V,E)と書く．Gから点部分集合 V ′ ⊆ V を削除する

と，残るグラフが森となるとき，V ′ は Gのフィード

バック点集合と呼ばれる．例えば，図 1(b)は図 1(a)の

グラフのフィードバック点集合である．フィードバック

点集合問題とは，与えられたグラフに対し，最小サイ

ズのフィードバック点集合を求める問題である．本稿

では，グラフGに対する最小のフィードバック点集合

の大きさを OPTFVS(G)と表記する．フィードバック

点集合は任意のグラフG = (V,E)に対して存在し，特

に OPTFVS(G) ≤ |V | − 2であることに注意されたい．

この問題にはオペレーティングシステムにおけるデッ

ドロックの解消を始めとした多彩な応用が存在し，グ

ラフ理論における中心的な問題として 40年以上研究が

行われている．

近年，フィードバック点集合問題に対する新たな知

見を得るために，フィードバック独立点集合問題が文

献 [2]にて提案された．グラフ G = (V,E)の点部分集

合 I ⊆ V において，I に含まれるどの 2点も隣接しな

いとき，I は Gの独立点集合と呼ばれる．Gのフィー

ドバック点集合 V ′ が独立点集合であるとき，V ′ は G

のフィードバック独立点集合と呼ばれる．したがって，

(a) (b) (c)

図 1: (a)入力グラフ G，(b) Gのフィードバック点集

合，(c) Gのフィードバック独立点集合．
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図 1(c)は図 1(a)のグラフのフィードバック独立点集合

であるが，図 1(b)はフィードバック独立点集合ではな

い．従来のフィードバック点集合と違い，フィードバッ

ク独立点集合が存在しないグラフもあることに注意し

よう．フィードバック独立点集合問題とは，与えられ

たグラフにフィードバック独立点集合が存在するか判

定し，存在する場合には最小サイズのフィードバック

独立点集合を求める問題である．本稿では，グラフ G

に対する最小のフィードバック独立点集合の大きさを

OPT(G)と表記する．ただし，Gにフィードバック独

立点集合が存在しないとき，OPT(G) = +∞とする．
フィードバック独立点集合問題は，最大次数 4の平

面二部グラフですらNP困難であるため，文献 [2]では

解サイズをパラメータとした固定パラメータ容易性が

示されている．一方で，入力グラフの構造を利用して

計算容易性を明らかにする研究も行われており，木幅

制限グラフや弦グラフ，コグラフに対しては線形時間

で解けることが知られている [3]．

本稿では，フィードバック独立点集合に関して，よ

り詳細な計算困難性と近似可能性の解析を与える．ま

ず，与えられたグラフGにフィードバック独立点集合

が存在するかどうか，すなわち OPT(G) ̸= +∞であ
るかどうか判定する問題はNP完全であることを示す．

次に，P ̸= NPの仮定の下では，任意の実数 ε > 0に

対し，平面二部グラフにおいて多項式時間 n1−ε倍近似

アルゴリズムは存在しないことを示す．ここで，nは

グラフの点数である．最後に，最大次数∆の二部グラ

フに対し，多項式時間 (∆ − 1)倍近似アルゴリズムを

提案する．

2 存在判定問題のNP完全性

本節では，入力グラフにフィードバック独立点集合

が存在するか判定する問題を扱う．具体的には，以下

の定理を与える．

定理 1 最大次数 4 の平面三部グラフ G に対し，

OPT(G) ̸= +∞であるかの判定は NP完全である．
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定理 1は，NP完全であることが知られているハミ

ルトン閉路問題から，本問題への多項式時間帰着を構

築することによって証明できる．ここでは，詳細は省

略する．

3 近似可能性

本節では，まず以下の近似困難性を示すが，その証

明は省略する．

定理 2 εを任意の正の実数とする．P ̸= NPの仮定の

下では，フィードバック独立点集合問題に対する多項

式時間 n1−ε倍近似アルゴリズムは平面二部グラフでさ

え存在しない．ここで，nは入力グラフの点数である．

一方で，定理 2の対比として，本節では次の近似容

易性を示す．なお，∆ ≤ 2のグラフに対しては，最適

解が多項式時間で計算できることに注意されたい．

定理 3 最大次数 ∆ ≥ 3 の任意の二部グラフにおけ

るフィードバック独立点集合問題に対し，多項式時間

(∆− 1)倍近似アルゴリズムが存在する．

本稿の提案するアルゴリズムは，以下の通りである．

ただし，グラフGの点 uに対し，uに隣接している点

の集合をN(u)と表す．

Algorithm 1 (∆− 1)倍近似アルゴリズム

入力： 二部グラフ G = (A,B,E)

出力： Gのフィードバック独立点集合 F

1: 従来のフィードバック点集合問題に対する多項式時

間 2倍近似アルゴリズム [1]を用いて，Gのフィー

ドバック点集合 F ′ を得る

2: FA = F ′ ∩ A，FB = F ′ ∩ B とし，一般性を失う

ことなく |FA| ≤ |FB |と仮定する
3: while N(v) ∩ FB ̸= ∅なる v ∈ FA が存在 do

4: FA ← FA \ {v}
5: if N(v) \ FB ̸= ∅ then
6: 任意に w ∈ N(v) \ FB を選ぶ

7: FB ← (FB ∪N(v)) \ {w}
8: end if

9: end while

10: F = FA ∪ FB を出力し，終了

アルゴリズム 1が，多項式時間で実行できることは

容易にわかる．また，F ′はGのフィードバック点集合

であったから，アルゴリズム 1の出力 F がGのフィー

ドバック独立点集合であることも容易に示せる．よっ

て，以下では次の不等式を証明する．

|F | ≤ (∆− 1) · OPT(G). (1)

混乱を避けるため，F 0
A = F ′ ∩A，F 0

B = F ′ ∩Bとし，
アルゴリズム 1が停止した際の FA と FB をそれぞれ

F f
A と F f

B と表記する．したがって，F = F f
A ∪ F f

B で

あり，F f
A ⊆ F 0

A かつ F f
B ⊇ F 0

B である．すると，各点

v ∈ F 0
A \F

f
Aには，アルゴリズム 1のWhileループが実

行されている．特に，点 vにアルゴリズムの 6–7行目が

実行された場合だけ，B側には高 |々N(v)|−2
(
≤ ∆−2

)
個の点が新たに加えられる．ここで，N(v) ∩ FB ̸= ∅
であったことを思い出そう．したがって，

|F f
B | ≤ |F

0
B|+ (∆− 2)|F 0

A \ F
f
A|

を得る．F f
A ⊆ F 0

A かつ∆ ≥ 3であったから，

|F | = |F f
A|+ |F

f
B|

= (|F 0
A| − |F 0

A \ F
f
A|) + |F

f
B |

≤ |F 0
A|+ |F 0

B |+ (∆− 3)|F 0
A \ F

f
A|

≤ |F ′|+ (∆− 3)|F 0
A|.

|F 0
A| ≤ |F 0

B|と仮定したから，|F 0
A| ≤ |F ′|/2．ゆえに

|F | ≤ |F ′|+ ∆− 3

2
|F ′| = ∆− 1

2
|F ′|.

F ′は，フィードバック点集合問題に対する 2倍近似ア

ルゴリズム [1]の出力なので，|F ′| ≤ 2 ·OPTFVS(G)が

成り立つ．よって，

|F | ≤ ∆− 1

2
|F ′| ≤ (∆− 1) · OPTFVS(G).

Gの任意のフィードバック独立点集合は，Gのフィー

ドバック点集合でもあるから，OPTFVS(G) ≤ OPT(G)

を得る．以上より，不等式 (1)が証明できた．
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