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中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた
精度保証付き高速フーリエ変換

篠塚敬介1,a) 高橋大介2,b)

概要：数値計算で生じる誤差の範囲は精度保証付き数値計算を行うことによって正確に見積もることがで
きる．実数の計算では，上限-下限型区間演算および中心-半径型区間演算が，複素数の計算では，上限-下
限型区間演算に基づく矩形演算および円板演算が，それぞれ精度保証法として知られている．ここで，精
度保証の対象となる数値計算のアルゴリズムの一つに高速フーリエ変換（fast Fourier transform，FFT）が
あり，複素数の計算における精度保証法が適用されてきた．本稿では，既存手法よりも高速に計算するこ
とを目的とした中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTを提案し，その性能評
価の結果について述べる．

1. はじめに
数値計算は数学上の問題を計算機で解く手法であり，現
在に至るまで科学・工学の分野で重要な役割を果たしてい
る．しかし，数値計算は計算機内部での実数の表現が有限
桁の近似計算で行われるため，正しい計算結果が得られな
いことがある．そこで，計算結果の誤差評価を行うことで
正しい計算結果との誤差の範囲を正確に見積もる精度保証
付き数値計算が研究されてきた [1]．精度保証付き数値計
算の手法として，実数の計算では，上限-下限型区間演算お
よび中心-半径型区間演算が知られている [2]．また，複素
数の計算では，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算およ
び円板演算が知られている [3]．
数値計算で頻出するアルゴリズムに，離散フーリエ変
換（discrete Fourier transform，DFT）を高速に計算する高
速フーリエ変換（fast Fourier transform，FFT）がある [4]．
近年，野村は精度保証付き FFTを提案した [5]．FFTは複
素数の計算であることから，提案された精度保証付き FFT

は，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算および円板演算
を用いている．しかし，野村によるMathematica [6]上での
実験では，浮動小数点演算による FFTと比較して，上限-下
限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT

の計算時間が 2から 1024までのデータ点数において最大
で約 20倍，円板演算を用いた精度保証付き FFTの計算時
間が最大で約 50倍となり，精度保証に多くの時間を要して
1 筑波大学大学院システム情報工学研究科
2 筑波大学システム情報系
a) ksksnzk@hpcs.cs.tsukuba.ac.jp
b) daisuke@cs.tsukuba.ac.jp

いた．また，RumpはMATLAB [7]や Octave [8]上で精度
保証付き数値計算を行うソフトウェアである INTLAB [9]

で円板演算を用いた精度保証付き FFTの実装を行った．一
方，Chonaliは 8点の精度保証付き FFTを上限-下限型区間
演算に基づく矩形演算を用いて FPGA上で実装した [10]．
ここで，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いた
精度保証付き FFTは提案されているが，中心-半径型区間
演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTは提案
されていない．そこで，本稿では，より高速な精度保証付
き FFTの実現を目的として中心-半径型区間演算に基づく
矩形演算を用いた精度保証付き FFTを提案する．

2. 精度保証付き数値計算の基本的事項
2.1 浮動小数点数
浮動小数点数のフォーマットは，多くの計算機において

IEEE標準 754で規定されている [1]．IEEE754に基づく浮
動小数点数の集合を Fで表す．Fにおける演算では，4つ
の丸めモードが指定できる [1]．なお，cを実数 (c ∈ R)と
する．
上向きの丸め

c以上の浮動小数点数の中で最も小さい数に丸める．
これを △ : R→ Fと表す．

下向きの丸め
c以下の浮動小数点数の中で最も大きい数に丸める．
これを ▽ : R→ Fと表す．

最近点への丸め
cに最も近い浮動小数点数に丸める．これを □ : R→ F
と表す．もし，このような点が 2点ある場合には，仮
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Algorithm 1上限-下限型区間演算における四則演算 [5]

[a] + [b] = [▽(a1 + b1), △(a2 + b2)]

[a] − [b] = [▽(a1 − b2), △(a2 − b1)]

[a] · [b] = [min{▽a1b1, ▽a1b2, ▽a2b1, ▽a2b2},
max{△a1b1, △a1b2, △a2b1, △a2b2}]

[a] / [b] = [min{▽a1/b1, ▽a1/b2, ▽a2/b1, ▽a2/b2},
max{△a1/b1, △a1/b2, △a2/b1, △a2/b2}]

数部の最後のビットが偶数である浮動小数点数に丸め
る．これを偶数丸め方式という．

切り捨て
絶対値が c以下の浮動小数点数の中で cに最も近いも
のに丸める．

2.2 区間演算
区間演算は実数を区間で包含し，その区間を単位とした
四則演算を行う．ここで，区間は「上限」と「下限」の 2

つの数で表現したものと「中心」と「半径」の 2つの数で
表現したものが知られている．本稿では，「上限」と「下
限」で区間を表現した区間演算を上限-下限型区間演算と表
記する．また，「中心」と「半径」で区間を表現した区間演
算を中心-半径型区間演算と表記する．
計算機上で区間演算を実現する場合，区間を表現する数
を浮動小数点数とし，IEEE754に基づく丸めモード変更を
利用する．これを，機械区間演算 [1]と呼ぶ．本節以降，
特に断らない限り，区間演算と述べた場合には機械区間演
算を想定する．
2.2.1 上限-下限型区間演算
上限-下限型区間演算では，「上限」と「下限」の 2つの数
を浮動小数点数とし，区間を式 (1)によって表現する．た
だし，a1, a2 ∈ Fである．

[a] = [a1, a2] = {x ∈ R : a1 ≤ x ≤ a2} (1)

上限-下限型区間演算における四則演算は Algorithm 1の
ようになる [5]．
2.2.2 中心-半径型区間演算
中心-半径型区間演算では，「中心」と「半径」の 2つの数
を浮動小数点数とし，区間を式 (2)によって表現する．た
だし，a, α ∈ Fである．

⟨a⟩ = ⟨a, α⟩ = {x ∈ R : a − α ≤ x ≤ a + α} (2)

中心-半径型区間演算における四則演算のうち，加算・減
算・乗算については Algorithm 2のようになる [11]．また，
ϵ′ = 2−53 は 1.0未満の最大の浮動小数点数と 1.0の差とし
て定数であり，η = 2−1074 は最小の正の非正規化浮動小数
点数である [11]．
ここで，除算に関しては，最初に 1/⟨b⟩の計算を行い，次に

Algorithm 2中心-半径型区間演算における加算・減算・乗
算 [11]

⟨a⟩ + ⟨b⟩ = ⟨c = □ (a + b), △ (ϵ′ · |c| + α + β)⟩
⟨a⟩ − ⟨b⟩ = ⟨c = □ (a − b), △ (ϵ′ · |c| + α + β)⟩
⟨a⟩ · ⟨b⟩ = ⟨c = □ (a · b), △ {η + ϵ′ · |c| + (|a| + α) β + α|b|}⟩

Algorithm 3中心-半径型区間演算における 1/⟨b⟩の計算 [11]

c′1 = ▽ {(−1)/(−|b| − β)}
c′2 = △ {(−1)/(−|b| + β)}
c′ = △ {c′1 + 0.5 · (c′2 − c′1)}
γ′ = △ (c′ − c′1)

c′ = sign(b) · c′

Algorithm 4中心-半径型区間演算における除算 [11]

⟨a⟩/⟨b⟩ = ⟨a⟩ · ⟨c′⟩
= ⟨c = □ (a · c′), △ {η + ϵ′ · |c| + (|a| + α) γ′ + α|c′ |}⟩

Algorithm 5 上限-下限型区間から中心-半径型区間への変
換 [1]

上向きの丸めモードに変更
m =

a2 − a1

2
+ a1

r = m − a1

⟨a⟩との乗算を行えばよい．Algorithm 3に中心-半径型区間
演算における 1/⟨b⟩の計算方法を示す [11]．Algorithm 4に
中心-半径型区間演算における除算の計算方法を示す [11]．
ただし，1/⟨b⟩ = ⟨c′⟩ = ⟨c′, γ′⟩とする．
また，上限-下限型区間から中心-半径型区間への変換に
関して，Algorithm 5が知られている [1]．ただし，[a1, a2]

から ⟨m, r⟩に変換するものとする．このとき，式 (3)が成
立する．

[a1, a2] ⊂ ⟨m, r⟩ (3)

中心-半径型区間演算は上限-下限型区間演算と比較して，
積の計算を条件分岐を行わずにシンプルに計算すること
ができるが，区間幅が広がる過大評価が起こる．ただし，
過大評価は上限-下限型区間演算の正確な計算によって得
られる区間幅の 1.5倍以下に抑えられることが知られてい
る [11]．

3. 既存の精度保証付き高速フーリエ変換
本章では，まず，FFTの基となる DFTについて 3.1節で
説明する．そして，FFTについて 3.2節で説明し，既存の
精度保証付き FFTを 3.3節で説明する．
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3.1 離散フーリエ変換
DFTは連続フーリエ変換において無限区間積分を有限
の和で書き換え，周波数領域と時間領域をともに離散化
したものである．n 点のデータに対する DFT は式 (4) で
定義される [4]．ただし，x( j)および y(k)は複素数であり，
ωn = e−2πi/n，i =

√
−1，0 ≤ k ≤ n − 1である．

y(k) =
n−1∑
j=0

x( j) ω jk
n (4)

3.2 高速フーリエ変換
FFTは DFTを高速に計算するためのアルゴリズムであ
る．nが 2で割り切れる場合，式 (4)は n/2点の前半部分
と n/2点の後半部分に分けることができ，式 (5)のように
書くことができる．ただし，0 ≤ k ≤ n − 1である．

y(k) =
n/2−1∑

j=0

{x( j) + x( j + n/2) ω(n/2)k
n } ω jk

n (5)

ここで，ωn = e−2πi/n より，

ω(n/2)k
n = e−πik =

 1 kが偶数
−1 kが奇数

(6)

となる．
したがって，kが偶数と奇数の場合を考えると，n点DFT

は式 (7)，(8)の 2つの n/2点 DFTに分解することができ
る．ただし，0 ≤ k ≤ n/2 − 1である．

y(2k) =
n/2−1∑

j=0

{x( j) + x( j + n/2)} ω jk
n/2 (7)

y(2k + 1) =
n/2−1∑

j=0

{{x( j) − x( j + n/2)} ω j
n} ω jk

n/2 (8)

nが 2のべき乗であるとき，FFTは上記の式 (7)，(8)の分
解を再帰的に行い，2点 DFTに帰着させることで実現で
きる．
ここで，FFTは入力データが出力データに上書きされる

in-placeアルゴリズムである Cooley-Tukeyアルゴリズムが
知られている．一方，入力データと出力データを別の配列
にする out-of-placeな Stockhamアルゴリズムが知られてい
る [12]．Stockhamアルゴリズムはビットリバース順の並
び替えが必要なく，ベクトル化に向いている [13]．そこで，
本稿では Stockhamアルゴリズムを考える．

3.3 上限-下限型区間演算に基づく矩形演算による精度保
証付き高速フーリエ変換

矩形演算は複素数を複素矩形領域で包含し，その複素矩
形領域を単位とした四則演算を行う．ここで，複素矩形領
域は「実部」と「虚部」で表現され，「実部」と「虚部」は
上限-下限型区間で表現される．本稿では上限-下限型区間

Algorithm 6上限-下限型区間演算に基づく矩形演算におけ
る四則演算 [5]

[[aR], [aI]] + [[bR], [bI]] = [[aR] + [bR], [aI] + [bI]]

[[aR], [aI]] − [[bR], [bI]] = [[aR] − [bR], [aI] − [bI]]

[[aR], [aI]] · [[bR], [bI]] = [[aR][bR] − [aI][bI], [aR][bI] + [aI][bR]]

[[aR], [aI]] / [[bR], [bI]] =
[

[aR][bR] + [aI][bI]
[bR]2 + [bI]2 ,

−[aR][bI] + [aI][bR]
[bR]2 + [bI]2

]

で「実部」と「虚部」を表現した矩形演算を上限-下限型区
間演算に基づく矩形演算と呼ぶこととする．
上限-下限型区間演算に基づく矩形演算における複素矩
形領域を式 (9) に示す．ただし，[aR] = [aR1, aR2], [aI] =

[aI1, aI2]であり，aR1, aR2, aI1, aI2 ∈ Fである．

[[aR], [aI]] = {x + iy : x ∈ [aR], y ∈ [aI]} (9)

上限-下限型区間演算に基づく矩形演算における四則演
算は Algorithm 6のようになる [5]．
野村は上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いて

FFTの複素数の計算における精度保証を行い，Mathematica

上での実験結果では，浮動小数点演算による FFTと比較し
て，2から 1024までのデータ点数において計算時間が最大
で約 20倍となった [5]．一方，野村は複素数を複素円板領
域で包含した円板演算によっても FFTの精度保証を行った
が，Mathematica上での実験結果では，浮動小数点演算に
よる FFTと比較して，2から 1024までのデータ点数にお
いて計算時間が最大で約 50倍となった [5]．ただし，デー
タ点数が 2から 128と小さいとき，上限-下限型区間演算
に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTは円板演算を
用いた精度保証付き FFTよりも最大区間幅が小さく，デー
タ点数が 256から 1024と大きいとき，円板演算を用いた
精度保証付き FFTは上限-下限型区間演算に基づく矩形演
算を用いた精度保証付き FFTよりも最大区間幅が大きく
なった [5]．本稿では，より高速に計算をすることができ
た矩形演算に着目する．

4. 提案する精度保証付き高速フーリエ変換
本章では，まず，提案する精度保証付き FFTを 4.1節で
述べる．さらに，本稿における実装上の工夫を 4.2節，4.3

節，4.4節，4.5節でそれぞれ述べる．

4.1 中心-半径型区間演算に基づく矩形演算による精度保
証付き高速フーリエ変換

3.3節において，複素矩形領域は「実部」と「虚部」で表
現され，「実部」と「虚部」は上限-下限型区間で表現され
ていたが，本稿では，「実部」と「虚部」を中心-半径型区
間で表現することを提案する．そして，中心-半径型区間で
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Algorithm 7中心-半径型区間演算に基づく矩形演算におけ
る四則演算

[⟨aR⟩, ⟨aI⟩] + [⟨bR⟩, ⟨bI⟩] = [⟨aR⟩ + ⟨bR⟩, ⟨aI⟩ + ⟨bI⟩]
[⟨aR⟩, ⟨aI⟩] − [⟨bR⟩, ⟨bI⟩] = [⟨aR⟩ − ⟨bR⟩, ⟨aI⟩ − ⟨bI⟩]
[⟨aR⟩, ⟨aI⟩] · [⟨bR⟩, ⟨bI⟩] = [⟨aR⟩⟨bR⟩ − ⟨aI⟩⟨bI⟩, ⟨aR⟩⟨bI⟩ + ⟨aI⟩⟨bR⟩]

[⟨aR⟩, ⟨aI⟩] / [⟨bR⟩, ⟨bI⟩] =
[
⟨aR⟩⟨bR⟩ + ⟨aI⟩⟨bI⟩
⟨bR⟩2 + ⟨bI⟩2

,
−⟨aR⟩⟨bI⟩ + ⟨aI⟩⟨bR⟩
⟨bR⟩2 + ⟨bI⟩2

]

1 Down()

2 x1 ← a1 + b1

3 Up()

4 x2 ← a2 + b2

5

6 Down()

7 y1 ← c1 - d2

8 Up()

9 y2 ← c2 - d1

図 1 上限-下限型区間演算で和と差の計算を行うプログラムにおけ
る丸めモード変更回数削減前

1 Down()

2 x1 ← a1 + b1

3 y1 ← c1 - d2

4

5 Up()

6 x2 ← a2 + b2

7 y2 ← c2 - d1

図 2 上限-下限型区間演算で和と差の計算を行うプログラムにおけ
る丸めモード変更回数削減後

「実部」と「虚部」を表現した矩形演算を中心-半径型区間
演算に基づく矩形演算と呼ぶこととする．
中心-半径型区間演算に基づく矩形演算における複素矩形
領域を式 (10)に示す．ただし，⟨aR⟩ = ⟨aR, αR⟩，⟨aI⟩ = ⟨aI , αI⟩
であり，aR, αR, aI , αI ∈ Fである．

[⟨aR⟩, ⟨aI⟩] = {x + iy : x ∈ ⟨aR⟩, y ∈ ⟨aI⟩} (10)

中心-半径型区間演算に基づく矩形演算における四則演算
は Algorithm 7のようになる．
精度保証付き FFTは 3.3節と同様に中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いて FFTの複素数の計算を行えば
よい．

4.2 丸めモード変更の回数削減
本節までに示した各区間演算および各矩形演算を用い
た精度保証付き数値計算は計算順序を工夫することによ
り，丸めモード変更の回数を削減できることがある．例え

ば，実数 a, bの和を実数 xに，実数 c, dの差を実数 yに代
入するプログラムを考える．これを上限-下限型区間演算
を用いて精度保証する場合，[x1, x2] = [a1, a2]+ [b1, b2]と
[y1, y2] = [c1, c2] − [d1, d2] の計算を行えばよい．このと
き，Algorithm 1を単位として計算すると図 1のようにな
る．ただし，Down()は下向きの丸めモードに変更する関
数を，Up()は上向きの丸めモードに変更する関数をそれ
ぞれ表す．ここで，図 1では，丸めモード変更を行う関数
を計 4回呼び出しているが，丸めモード変更は Down()と
Up()の 2種類のみである．したがって，Down()の計算を
先に行い，Up()の計算を後に行うことで丸めモード変更
回数を 2回に削減することが考えられる．実際，今回の例
では和と差の各演算は順序を変更しても計算結果に影響し
ないため，丸めモード変更回数は図 2のように 2回に削減
できる．中心-半径型区間演算や上限-下限型区間演算に基
づく矩形演算，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算も同
様にして丸めモード変更の回数を削減できることがある．
本稿が対象とする FFTは最内側ループに複素数の計算
が現れる．上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用い
た精度保証付き FFTにおいて，最内側ループにおける複素
数の計算を上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用い
て行うが，このとき，丸めモード変更は計 20回行われる．
ここで，先述した考え方と同様にして計算結果に影響を与
えない範囲で計算順序を変えると，最内側ループでの丸め
モード変更回数が計 7回に削減できる．
一方，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTにおいて，最内側ループにおける複素数の
計算を中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いて行
うが，このとき，丸めモード変更は計 20回行われる．ここ
で，先述した考え方と同様にして計算結果に影響を与えな
い範囲で計算順序を変えると，最内側ループでの丸めモー
ド変更回数が計 2回に削減できる．

4.3 ベクトル化
丸めモード変更を実行する処理を入れるとベクトル化を
行うことが困難になる．ここで，中心-半径型区間演算に基
づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの最内側ループで
は丸めモード変更の回数が最近点への丸めを行う Near()
と Up()の計 2回である．最内側ループを Near()のモー
ドで計算を行うループと Up()のモードで計算を行うルー
プの 2 つに分割する．このとき，各ループには丸めモー
ド変更を行う関数は 1つだけとなるため，1つ目の最内側
ループの外に Near()を出すことができ，2つ目の最内側
ループの外に Up()を出すことができる．したがって，各
ループはベクトル化を行うことができるようになる．本稿
では，以上に述べた方法で中心-半径型区間演算に基づく矩
形演算を用いた精度保証付き FFTの最内側ループにおけ
るベクトル化を行う．ただし，1つ目のループで使用する
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表 1 Intel AVX2 命令における主な融合積和演算命令
命令 説明

VFMADD132PD Fused Multiply-Add of

VFMADD213PD Packed Double-Precision

VFMADD231PD Floating-Point Values

VFMADD132SD Fused Multiply-Add of

VFMADD213SD Scalar Double-Precision

VFMADD231SD Floating-Point Values

変数の値を 2つ目のループで使用する変数に対応させるた
め，ループ内の各変数を配列に変更することに注意する．
また，配列に変更したことによる速度低下をできるだけ防
ぐため，最内側ループでは大きなループを小さなループに
分けるストリップマイニングを用いる．

4.4 融合積和演算の利用
融合積和演算は x × y + zで表される積和演算を 1回の丸
めで行う演算である．ここで，以降は Intel x86 64アーキ
テクチャに基づく CPUを用いることを仮定した融合積和
演算命令について述べる．融合積和演算命令は Intel AVX2

命令を搭載している Haswellマイクロアーキテクチャ以降
で使用することができる．Intel AVX2命令における主な融
合積和演算命令を表 1に示す [14]．
ここでは，言語として Cおよび C++を用いることを想定
する．融合積和演算命令を適用する方法として，まず，コン
パイラオプションによる指示が挙げられる．例えば，Intel

C++コンパイラ [15]においては-march=core-avx2を，GNU

Complier Collection（GCC） [16]においては-mfmaを指定
すればよい．また，イントリンシック命令の利用が挙げら
れる．例えば，CおよびC++においては，まず，immintrin.h

をインクルードする．そして，128ビット・ベクトルの場
合は mm fmadd pd( m128d x, m128d y, m128d z) を，
256ビット・ベクトルの場合は mm256 fmadd pd( m256d

x, m256d y, m256d z)を用いればよい．また，関数呼び
出しによる適用が挙げられる．これは C99標準ライブラリ
における math.hあるいは C++11標準ライブラリにおける
cmathで提供されている．
本稿では，融合積和演算命令の，中心-半径型区間演算に
基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTへの適用方法と
して，容易に利用することのできるコンパイラオプション
による指示を採用する．

4.5 半角公式を利用した三角関数テーブルの作成
FFTの実装で必要となる三角関数の計算は FFTルーチ
ン内で行うのではなく，あらかじめ計算してテーブルを作
成し，参照による利用を行うことで効率を高くすることが
できる．浮動小数点演算による FFTで使用する三角関数の
値を求める方法としては，C言語における標準ライブラリ
関数のようにあらかじめ用意されている関数を用いる方法

Algorithm 8半角の公式を利用した三角関数の計算（浮動
小数点演算）
Input : cm,n

Output : cm,n

for j = 1 to n : j = 2 j
if j = 1 then cm,n ← 1
if j ≥ 2 && (m/ j % 2 = 0) then

if (m % j) / j < 1
2 then cm,n ←

√
1+ cm,n

2

if (m % j) / j = 1
2 then cm,n ← 0

if (m % j) / j > 1
2 then cm,n ← −

√
1+ cm,n

2

if j ≥ 2 && (m/ j % 2 , 0) then

if (m % j) / j < 1
2 then cm,n ← −

√
1+ cm,n

2
if (m % j) / j = 1

2 then cm,n ← 0

if (m % j) / j > 1
2 then cm,n ←

√
1+ cm,n

2

がある．一方，上限-下限型区間演算矩形演算に基づく区間
演算を用いた精度保証付き FFTおよび中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTで使用する
区間表示された三角関数の値を求める方法としては，テイ
ラー展開の利用や倍角公式の利用がある [17]．本稿では，
入力データが 2のべき乗の FFTの実装で必要となる三角関
数の計算を容易に求めることのできる，半角公式を利用し
た計算方法を提案する．
4.5.1 浮動小数点演算を用いた三角関数テーブルの作成
浮動小数点演算による n 点 FFT では，ωm

n = e−2πim/n =

cos (−2πm/n) + i · sin (−2πm/n)を計算する必要がある．た
だし，mは任意の自然数である．したがって，cos(−2πm/n)

と sin(−2πm/n)の値を格納したテーブルを作成する必要が
あるが，実際は，式 (11)および式 (12)より，テーブルに
cos(2πm/n)の値を格納しておけばよい．

cos(−2πm/n) = cos(2πm/n) (11)

sin
(
−2πm

n

)
= cos

2π
(

n
2 + m

)
n

 (12)

ここで，nが 2のべき乗である場合には，半角公式を繰り
返し用いることで cos(2πm/n)の値を Algorithm 8によって
求めることができる．ただし，cm,n は cos(2πm/n)の値を格
納する変数である．
4.5.2 上限-下限型区間演算を用いた三角関数テーブルの

作成
上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度
保証付き FFT および中心-半径型区間演算に基づく矩形
演算を用いた精度保証付き FFT では，ωm

n = e−2πim/n =

cos (−2πm/n) + i · sin (−2πm/n)を厳密な値が包含されるよ
うに計算する必要がある．したがって，cos(−2πm/n) と
sin(−2πm/n)の厳密な値を包含した区間を格納したテーブ
ルを作成する必要があるが，実際は，4.5.1節と同様の理由
から，テーブルには cos(2πm/n)の値を格納しておけばよい．
ただし，厳密な値を包含した区間は上限-下限型区間として表
現する．ここで，IEEE754における丸めの制御は四則演算と
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Algorithm 9半角の公式を用いた三角関数の計算（上下-下
限型区間演算）
Input :

[
cm,n , cm,n

]
Output :

[
cm,n , cm,n

]
for j = 1 to n : j = 2 j

if j = 1 then
[

cm,n , cm,n

]
← [1 , 1]

if j ≥ 2 && (m/ j % 2 = 0) then

if (m % j) / j < 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
←

√
[1 , 1]+

[
cm,n ,cm,n

]
[2 , 2]

if (m % j) / j = 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
← [0 , 0]

if (m % j) / j > 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
← −

√
[1 , 1]+

[
cm,n ,cm,n

]
[2 , 2]

if j ≥ 2 && (m/ j % 2 , 0) then

if (m % j) / j < 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
← −

√
[1 , 1]+

[
cm,n ,cm,n

]
[2 , 2]

if (m % j) / j = 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
← [0 , 0]

if (m % j) / j > 1
2 then

[
cm,n , cm,n

]
←

√
[1 , 1]+

[
cm,n ,cm,n

]
[2 , 2]

平方根のみに適用されるため，[▽ cos(2πm/n), △ cos(2πm/n)]

とすることはできない．そこで，三角関数の値は四則演算
と平方根のみで求め，区間として表現する必要がある．こ
こで，nが 2のべき乗である場合には，半角公式を繰り返
し用いることで cos(2πm/n)の値を Algorithm 9によって四
則演算と平方根のみで求めることができる．ただし，四則
演算と平方根は上限-下限型区間演算で行っていることに
注意する．
ここで，Algorithm 9で得られるのは上限-下限型区間で
あるが，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算で用いるた
めには中心-半径型区間に変換する必要がある．その場合
には，Algorithm 5による変換を行う [1]．

5. 性能評価
5.1 実験方法
入力データを一様乱数とし，n = 2m (m = 8, 9, · · · , 16)に
おける浮動小数点演算による FFT，上限-下限型区間演算に
基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT，中心-半径型
区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの
経過時間を測定し，比較する．ただし，FFTの実装におい
て必要となる三角関数の計算は 4.5節による方法であらか
じめ行い，テーブルを作成して参照できるようにする．な
お，三角関数のテーブルを作成する部分は経過時間の測定
対象とはしない．また，上限-下限型区間演算に基づく矩形
演算を用いた精度保証付き FFT，中心-半径型区間演算に基
づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT，INTLABで実装
されている精度保証付き FFTにおいて出力される結果の区
間幅の最大値を測定する．

5.2 実験環境
浮動小数点演算による FFT，上限-下限型区間演算に基づ
く矩形演算を用いた精度保証付き FFT，中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTにおける

経過時間の測定・最大区間幅の測定では，CPUは Intel(R)

Xeon(R) CPU E5-2670 v3(2.30GHz)を用いた．また，コン
パイラは Intel C++コンパイラのバージョン 15.0.2を用い
た．ビルド時のオプションは，処理速度を最大限に最適化
する-O3および融合積和演算命令を使用する-march=core-

avx2を指定した．中心-半径型区間演算に基づく矩形演算
を用いた精度保証付き FFTの融合積和演算命令の使用は
アセンブリコードにおける表 1 の VFMADD213PD，VF-

MADD231PD，VFMADD213SD，VFMADD231SDの融合
積和演算命令によって確認した．中心-半径型区間演算に
基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTのベクトル化
は-qopt-report=5により出力される最適化レポートにより
確認した．

INTLABはVersion9を使用し，CPUは Intel Core i5-4288U

(2.30GHz)を，MATLABはバージョン R2014bを搭載した
計算機上で最大区間幅の測定を行った．

5.3 実験結果
5.3.1 経過時間
浮動小数点演算による FFT，上限-下限型区間演算に基づ
く矩形演算を用いた精度保証付き FFT，中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの経過時
間を図 3に示す．ただし，横軸はデータ点数 nを，縦軸は
経過時間（秒）を表す．実験結果より，上限-下限型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの経過時
間は浮動小数点演算による FFTと比較して最小で約 13.1

倍（n = 32768），最大で約 22.4倍（n = 1024）であった．
一方，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTの経過時間は浮動小数点演算による FFT

と比較して最小で約 3.6倍（n = 32768），最大で約 6.4倍
（n = 1024）であった．したがって，中心-半径型区間演算
に基づく矩形演算による精度保証付き FFTの経過時間は上
限-下限型区間演算に基づく矩形演算による精度保証付き
FFTよりも高速であることが確認された．
ここで，補足実験として，浮動小数点演算による FFT，
丸めモード変更回数の削減を行わない上限-下限型区間演算
に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT，丸めモード
変更回数の削減・融合積和演算命令の利用・ベクトル化を
行わない中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTの経過時間を測定した．補足実験の結果を
図 4に示す．実験結果より，上限-下限型区間演算に基づく
矩形演算を用いた精度保証付き FFTの経過時間は浮動小数
点演算による FFTと比較して最小で約 33倍（n = 32768），
最大で約 58.7倍（n = 1024）であった．一方，中心-半径型
区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの経
過時間は浮動小数点演算による FFTと比較して最小で約
30.5倍（n = 32768），最大で約 54.8倍（n = 1024）であっ
た．補足実験の結果から，上限-下限型区間演算に基づく矩
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形演算を用いた精度保証付き FFTは丸めモード変更回数の
削減によって高速化につながったことが分かる．また，中
心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付
き FFTは丸めモード変更回数の削減・融合積和演算命令の
利用・ベクトル化のいずれかによって高速化につながった
ことが分かる．
さらに，追加の補足実験として，融合積和演算の命令の
利用のみ行わない中心-半径型区間演算に基づく矩形演算
を用いた精度保証付き FFTの経過時間を測定した．なお，
浮動小数点演算による FFT，上限-下限型区間演算に基づ
く矩形演算を用いた精度保証付き FFTは最初の実験と同
様である．追加の補足実験の結果を図 5に示す．実験結果
より，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTは浮動小数点演算による FFTと比較して
最小で約 4.1倍（n = 65536），最大で約 9倍（n = 512）で
あった．また，ベクトル化のみ行わない中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの経過時
間を測定した．なお，浮動小数点演算による FFT，上限-下
限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT

は最初の実験と同様である．実験の結果を図 6に示す．実
験結果より，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用い
た精度保証付き FFTは浮動小数点演算による FFTと比較
して平均で最小で約 3.8倍（n = 32768），最大で約 6.8倍
（n = 1024）であった．以上の追加実験により，融合積和
演算命令を利用しない，または，ベクトル化を行わないこ
とによる中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた
精度保証付き FFTの経過時間は多少の変化は見られたも
のの，図 4のような変化は起こらないことが分かる．した
がって，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTは丸めモード変更回数の削減によって特
に高速化につながったことが分かる．なお，融合積和演算
命令の利用が高速化に大きな影響を与えるまでには至らな
かった理由として，VFMADD213PD，VFMADD231PDに
加えて VFMADD213SD，VFMADD231SDの命令によって
計算を行っている箇所があることや，融合積和演算命令を
1回適用すれば済む x × y + zの形をした式が FFTルーチ
ンの最内側ループに無いことが原因として考えられる．ま
た，ベクトル化の利用が高速化に大きな影響を与えるにま
では至らなかった理由として，FFTルーチンの最内側ルー
プで使用している変数を配列に変更する箇所が生じたこと
が原因として考えられる．
5.3.2 最大区間幅
上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保
証付き FFT，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用
いた精度保証付き FFT，INTLABによる精度保証付き FFT

の最大区間幅を表 2に示す．
表 2より，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用い
た精度保証付き FFTの最大区間幅は，上限-下限型区間演
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図 4 各 FFT の経過時間（高速化前）

算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの最大区
間幅よりも大きくなることが分かる．これは，乗算におけ
る，中心-半径型区間演算の上限-下限型区間演算に対する
過大評価が原因と考えられる．しかし，5.3.1節で示したよ
うに，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度
保証付き FFTは上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を
用いた精度保証付き FFTよりも高速に計算できる点で有用
である．
また，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精
度保証付き FFTと中心-半径型区間演算に基づく矩形演算
を用いた精度保証付き FFTの両者の最大区間幅は INTLAB

による精度保証付き FFTの最大区間幅に対し，データ点数
が小さいときは最大区間幅が小さく，データ点数が大きく
なるに従って最大区間幅が大きくなることが分かる．これ
は，INTLABによる精度保証付き FFTが円板演算による精
度保証付き FFTであるからと考えられる．実際，3.3節で
述べたように，野村の研究において，データ点数が小さい
とき，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度
保証付き FFTは円板演算を用いた精度保証付き FFTより
も最大区間幅が小さく，データ点数が大きいとき，円板演
算を用いた精度保証付き FFTは上限-下限型区間演算に基
づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTよりも区間幅が大
きいという結果を示した [5]．

6. まとめ
本稿では，既存の上限-下限型区間演算に基づく矩形演算
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図 5 各 FFT の経過時間（融合積和演算命令未使用）
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図 6 各 FFT の経過時間（非ベクトル化）

表 2 最大区間幅

n 矩形（上限-下限） 矩形（中心-半径） INTLAB

256 1.6165 × 10−13 3.0337 × 10−13 5.1159 × 10−13

512 4.5475 × 10−13 7.9085 × 10−13 1.0232 × 10−12

1024 1.2363 × 10−12 2.1042 × 10−12 2.5011 × 10−12

2048 3.0376 × 10−12 5.1943 × 10−12 5.0022 × 10−12

4096 7.7094 × 10−12 1.3118 × 10−11 1.0914 × 10−11

8192 1.9462 × 10−11 3.3112 × 10−11 2.0918 × 10−11

16384 4.9852 × 10−11 8.4702 × 10−11 5.0932 × 10−11

32768 1.2613 × 10−10 2.1447 × 10−10 8.0036 × 10−11

65536 3.2097 × 10−10 5.4832 × 10−10 1.8917 × 10−10

を用いた精度保証付き FFTよりも高速に計算することを
目的とし，新たに中心-半径型区間演算に基づく矩形演算
を用いた精度保証付き FFTを提案した．さらに，上限-下
限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT

と中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保
証付き FFTで丸めモード変更の回数を削減できることを示
した．また，中心-半径型区間演算に基づく矩形演算を用い
た精度保証付き FFTにおいて融合積和演算命令の利用とベ
クトル化を行った．一方，半角公式を用いた三角関数の新
たな計算方法も示した．
そして，性能評価の結果から，浮動小数点演算を用いた

FFTと比較して，上限-下限型区間演算に基づく矩形演算
を用いた精度保証付き FFTの計算時間は最小で約 13.1倍，
最大で約 22.4倍となり，一方，中心-半径型区間演算に基
づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTの計算時間は最

小で約 3.6倍，最大で約 6.4倍となり，中心-半径型区間演
算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFTが上限-下
限型区間演算に基づく矩形演算を用いた精度保証付き FFT

よりも高速であることを確認した．
今後の課題として，ロード/ストアの回数を減らすため，

2以外の基数における精度保証付き FFTの実装を行うこと
が挙げられる．また，入力のデータ数が 2のべき乗以外の
精度保証付き FFTを実現し，汎用性を高めることが挙げら
れる．
謝辞 本研究の一部は，JST CREST「ポストペタスケー
ル高性能計算に資するシステムソフトウェア技術の創出」
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