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ネットワーク型交渉ゲームの安定化アルゴリズム

伊藤 健洋1 垣村 尚徳2 神山 直之3 小林 佑輔4 岡本 吉央5

概要：ネットワーク型環境における交渉問題をゲーム理論的に研究する．そのような状況で安定解が存在
すると常に言えるわけではないため，ネットワークに修正を加えて，安定解が存在するようにしたい．そ

のような修正は最小限に留めたいので，考える問題はグラフ上の組合せ最適化問題となる．過去の研究に

おいて，辺削除については，問題が NP困難になることが示されていた．本研究では，その他の可能な変

更，つまり，辺追加，点削除，点追加に関して，問題が多項式時間で解けることを証明する．また，重み付

きバージョンにおいて，辺追加と点削除がともに NP困難となることを証明する．

1. はじめに

経済学やゲーム理論において，マッチング市場は中心的

な役割を果たし，多くの研究が行われてきた．その中で

も，マッチング・ゲームと呼ばれる，ネットワークにおけ

るマッチングから生じる譲渡可能効用を持つ協力ゲームを

扱う．(これは再配分を伴う安定ルームメイト問題の協力

ゲームとしてのモデル化でもある．) そのようなゲームの

例を Erikssonと Karlander [12] が挙げている．

譲渡可能効用を持つ協力ゲームとして，マッチング・ゲー

ムでは，ネットワーク (すなわち，無向グラフ) が与えら

れる．グラフの各頂点がゲームのプレイヤーに対応する．

マッチングとは，プレイヤーの組の集合で，各プレイヤー

が高々 1組にしか参加せず，組が作られるのは 2人のプレ

イヤーの間に辺があるときのみとしたものである．組を作

る効用を考慮するために，グラフの辺に重みを付けること

も多い．提携の特性関数値は提携上のマッチングの最大効

用として定義される．

マッチング・ゲームは多くの研究者によって扱われ，そ

れに対する解概念がアルゴリズムの視点から研究されてい

る [2], [6], [7], [9], [13], [16], [17]．特に，与えられたマッ

チング・ゲームのコアが非空であることを判定する多項式

時間アルゴリズムが知られている [10]．コアが非空である

ゲームは望ましい性質を多く持ち，その 1つは「安定」な利

得の存在である．考えるネットワークが二部グラフである

とき，コアは常に非空である．対応するゲームは割当ゲー
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ムと呼ばれ，よく研究されている [25]．

その一方で，コアが空であるとき，どの利得も安定では

ない．したがって，コアが非空になるようにゲーム自体を

変更することがよくある．既存研究では，課税 [21], [27]，

安定性の費用 [3]，最小コア [17] といった手法が提案され

ている．本研究では，ネットワークの構造的変更を考え

る．これは，後で説明するネットワーク型交渉問題を考え

ると，自然な変更である．ゲーム自体が大きく変わらない

ように，変更は小さい方がよい．

変更には可能な方法がいくつかあるが，ここでは次の 4

つを考える．

辺削除： グラフから辺の集合を削除する．この場合，で

きる限り少数の辺を削除したい．

辺追加： グラフに辺の集合を追加する．この場合，でき

る限り少数の辺を追加したい．

点削除： グラフから頂点の集合を削除する．頂点を削除

するとき，それに接続するすべての辺も削除する．こ

の場合，できる限り少数の頂点を削除したい．

点追加： グラフに頂点の集合を追加する．頂点を追加す

るとき，新しい頂点から既にある頂点へ辺を追加し

てもよい．この場合，できる限り少数の頂点を追加し

たい．

既存研究では辺削除のみ扱われている．すなわち，問題

は最小個数の辺を削除し，非空なコアを持つグラフを作

ることである．Biróら [6] は重みがある場合，問題がNP

困難であることを証明した．後に，Bockら [8] は (上で導

入した) 重みがない場合でも問題がNP困難であり，一意

ゲーム予想 [18] の下で近似比 2を達成することが困難であ

ることも証明した．近似アルゴリズムも提案されているが

[8], [20]，定数近似アルゴリズムの存在は未解決である．
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表 1 結果の概要．∗ 印は本論文の結果である．

重みなし 辺 点

削除 NP 困難 [8] 多項式時間 [∗]
追加 多項式時間 [∗] 多項式時間 [∗]

重みあり 辺 点

削除 NP 困難 [6] NP 困難 [∗]
追加 NP 困難 [∗] —

結果

本研究は残りの 3つの場合，すなわち，辺追加，点削除，

点追加を扱う．そのすべてに対して，問題が多項式時間で

解けることを証明する．これによって，問題の変種に対す

る計算複雑性の分類を完全に与え，既存研究にある辺削除

のみが困難な場合であることを解明した．

多項式時間アルゴリズムを得るために，いわゆるGallai–

Edmonds分解を積極的に利用する．この分解はグラフに

おける最大マッチングの構造に関する有益な情報を持って

いる．また，後で説明する通り，線形計画法の理論を利用

して，考える問題とグラフの分数マッチングを関連付ける．

点追加では，1頂点を追加したとしても，同時に多くの

辺を追加することが可能である．しかし，後で説明する通

り，点追加に対する提案するアルゴリズムでは，すべての

許容解の中から追加する頂点数だけでなく追加する辺数も

最小のものを出力する．

本研究では，重みありの場合も考える．辺追加の場合，

追加できる各辺に非負実数が割り当てられている．点削除

の場合，各頂点に非負実数が割り当てられている．この実

数は追加/削除の費用を表し，可能な変更がどれも同様に行

なえるわけではない場合をモデル化している．この設定で，

辺追加と点削除がともにNP困難であることを証明する．

(紙幅の都合上，この結果の証明を本稿では省略する．)

結果を表 1にまとめる．

本研究と同時に，Ahmadianら [1] は点削除を研究し，

それが多項式時間で解けること，および，重みがあるとき

NP困難となることを証明した．さらに，重みがあるとき

の近似アルゴリズムも提案している．

ネットワーク型交渉問題との関係

Bateniら [4]はマッチング・ゲームのコア非空性とKlein-

bergと Tardos [19] によるネットワーク型交渉問題におけ

る望ましい性質に関係があることを証明した．その関係を

ここで簡単に紹介する．

Kleinberg と Tardos [19] はネットワーク型交渉問題の

数学的基盤を与えた．彼らのモデルでは，ネットワークの

各頂点がプレイヤーに対応し，各辺が 2プレイヤー間の単

位量取引に対応する．そして，各プレイヤーはネットワー

クにおける近傍の高々 1人としか取引を行うことができな

い．これにより，交渉の結果はネットワークのマッチング

と各プレイヤーが得る値の組として表現される．あるプレ

イヤーが他のプレイヤーと組になるとき，単位利得がこの

2プレイヤーの間で分割されて，彼らの得る値となる．ど

のプレイヤーとも組にならないプレイヤーの得る値は 0で

ある．Nash [23] が研究した古典的な 2プレイヤーの場合

は，2頂点・1辺から成るネットワークに対応する．

交渉の結果が与えられたときに，プレイヤーが現在の

マッチングを逸脱することを考えたい．すなわち，プレイ

ヤー Aが他のプレイヤー Bと組を作るインセンティブが

あるのは，ネットワークにおいて，Bが Aの近傍であり，

Aと Bが取引を行うことにして，Bの値が変わらないな

らば，Aの値が上昇するときである．そのようなインセン

ティブを持つプレイヤーがいないとき，交渉の結果は安定

であると呼ばれる．その一方で，交渉の結果が平衡にある

とは，マッチングの辺で結ばれた 2人のプレイヤーの値が

Nash交渉解によって与えられることである．Kleinbergと

Tardos [19] の主結果によると，安定な交渉の結果が存在す

ることと平衡にある交渉の結果が存在することは同値であ

る．Bateniら [4] は，それがまた，同じネットワーク上の

マッチング・ゲームが非空なコアを持つことと同値である

ことを証明した．

この同値性に基づいて，Bockら [8] に従い，マッチン

グ・ゲームが非空なコアを持つようにネットワークを変更

する過程を安定化と呼び，非空なコアを持つマッチング・

ゲームを生じるグラフのことを安定であると呼ぶ．

ここで，最小コアや安定性の費用を考える際に現れる変

更過程よりも本研究が考察対象とする構造的変更がネット

ワーク型交渉問題の探求において適切であることを強調し

たい．前者に対する変更は特性関数がマッチング・ゲーム

から生じたという構造を保存しないため，ネットワーク型

交渉問題に対する帰結を導かないのである．

線形計画法との関係

グラフや組合せ論から生じる協力ゲームのコア非空性を

研究する際，線形計画法の理論が鍵となることが知られて

いる．マッチング・ゲームに対して，これはグラフのマッ

チング数と分数マッチング数の関係に翻訳される．

グラフのマッチングは，グラフの各辺へ 0か 1を割り当

てるとき，グラフの各頂点に接続する辺に割り当てられた

値の和が 1 以下となるようなものと見なせる．グラフの

分数マッチングとは，グラフの各辺へ非負実数を割り当て

るベクトルで，グラフの各頂点に接続する辺に割り当てら

れた値の和が 1以下となるようなものとして定義される．

マッチング数とは，グラフにおけるマッチングの最大サイ

ズで，辺への 0と 1の割り当てで，マッチングに対応する

ものの総和の最大値と見なせる．同様に，分数マッチング

数は，分数マッチングにおいて辺に割り当てられた値の総

和の最大値として定義される．

マッチング数の計算は自然に 0/1整数線形計画問題とし

て定式化され，分数マッチング数の計算は整数制約のない
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線形計画問題として定式化される．

定義より，分数マッチング数は常にマッチング数以上で

ある．Dengら [10] の結果によると，これら 2つが等しい

こととマッチング・ゲームのコアが非空であることは同値

である．さらに，コアが非空であるとき，それは分数マッ

チング数の定式化で現れる線形計画問題の双対問題の最適

解集合に一致する．二部グラフである場合 (つまり，割当

ゲームの場合) は既に，Shapleyと Shubik [25] によって証

明されていた．

最適化において，分数マッチング数とマッチング数の差

は整数性ギャップと呼ばれ，厳密であれ近似であれ，最適

化アルゴリズムを設計する際に重要な役割を果たす．本研

究の結果は入力グラフを変更して整数性ギャップを 0にす

ることに対応し，この視点をアルゴリズム設計に用いる．

2. 準備

マッチング数と安定グラフ

本稿では，単純無向グラフ Gの頂点集合が V であり，

辺集合が E であるとき，G = (V,E) と表記する．頂点

u, v ∈ V の間の辺は {u, v}と表記する．頂点集合 V の部

分集合 X に対して，E(X) := {{u, v} ∈ E | u, v ∈ X}と
定義し，X が誘導する G の部分グラフを G[X] で表す．

すなわち，G[X] = (X,E(X)) である．頂点 v ∈ V に対

して，δ(v) で v に接続する辺全体の集合を表す．部分集

合 X ⊆ V に対して，δ(X) :=
∪

v∈X δ(v) \ E(X)と定義

する．すなわち，δ(X) は X から出る辺全体の集合であ

る．部分集合X ⊆ V に対して，近傍集合 N(X)を V \X
の頂点 v で，{u, v} ∈ E となるような頂点 u ∈ X が存

在するもの全体の集合として定義する．集合 V の部分

集合 X で |X| = 2 を満たすものをすべて集めたものを(
V
2

)
で表す．部分集合 F ⊆

(
V
2

)
\ E に対して，Gに F の

辺を追加してできるグラフを G + F で表す．すなわち，

G + F = (V,E ∪ F )である．部分集合 X ⊆ V に対して，

GからX の頂点を除去してできるグラフをG−X で表す．

すなわち，G−X = (V \X,E \
∪

v∈X δ(v)) である．各辺

e ∈
(
V
2

)
\ E に対して，G + e := G + {e}と定義し，各頂

点 v ∈ V に対して，G − v := G − {v}と定義する．部分
集合M ⊆ E が Gのマッチングであるとは，M のどの 2

辺も共通端点を持たないことである．要素数最大のマッチ

ングを最大マッチングと呼ぶ．最大マッチングの要素数を

マッチング数と呼び，ν(G)で表す．完全マッチングとは，

|M | = |V |/2を満たすマッチングM のことである．

グラフGの最大マッチングを見つける問題は次の整数計

画問題 IP(G)として定式化できる．

ν(G) = max


∑
e∈E

x(e)

∣∣∣∣∣∣∣
∑

e∈δ(v)

x(e) ≤ 1 (v ∈ V ),

x ∈ {0, 1}E

 .

問題 IP(G)の線形計画緩和 LP(G)を考える．

νf (G) := max


∑
e∈E

x(e)

∣∣∣∣∣∣∣
∑

e∈δ(v)

x(e) ≤ 1 (v ∈ V ),

x ∈ RE
+

 .

ここで，R+は非負実数全体の集合である．問題 LP(G)の

最適値 νf (G) を G の分数マッチング数と呼ぶ．ここで，

νf (G) ≥ ν(G)が成り立つ．問題 LP(G)の双対問題DP(G)

は次のように書ける．

τf (G) := min

{∑
v∈V

y(v)

∣∣∣∣∣ y(u) + y(v) ≥ 1 ({u, v} ∈ E),

y ∈ RV
+

}
.

線形計画法の強双対定理より，νf (G) = τf (G)が成り立つ．

問題 DP(G)は Gの最小点被覆を見つける問題の線形計

画緩和であることに注意する．ここで，点被覆とは，部分

集合X ⊆ V で，Gのどの辺もX の頂点に接続しているも

ののことである．点被覆の最小要素数を τ(G)で表す．

グラフGが安定であることは，Gにおける交渉問題に安

定な交渉結果が存在することであり，それはG上のマッチ

ング・ゲームのコアが非空であることと同値であった．先

に述べた通り，Gが安定であることは次のように特徴づけ

られる．

命題 1 ([10]). グラフ Gが安定であるとき，そのときに限

り，νf (G) = ν(G)となる．

したがって，グラフ Gの安定化は Gを変更して得られ

たグラフ G′ が νf (G
′) = ν(G′)を満たすようにすることで

ある．例えば，辺を追加する場合，部分集合 F ⊆
(
V
2

)
\ E

で，νf (G+ F ) = ν(G+ F )となるものを見つけたい．

Gallai–Edmonds分解

部分集合 M ⊆ E に対して，M の端点全体の集合を

∂M で表す．すなわち，∂M =
∪

e∈M eである．頂点 v が

v ∈ ∂M を満たすとき，v はM によって被覆されるとい

う．そうでないとき，vはM によって露出されるという．

頂点 v ∈ V が本質的であるとは，v が Gのすべての最大

マッチングによって被覆されることである．そうでないと

き，vは非本質的である．

定義 1. (Gallai–Edmonds分解 [11], [14], [15]) 頂点集合 V

の分割 (B,A,D)を次のように定義する．

• B は非本質的頂点全体の集合である．

• A = N(B)，すなわち，Aは B の近傍集合である．

• D = V \ (B ∪A)．

分割 (B,A,D)を GのGallai–Edmonds分解と呼ぶ．

グラフの Gallai–Edmonds分解は一意に存在し，多項式

時間で見つけられることが知られている (例えば [22] 参

照)．定義より，A ∪Dの頂点はどれも Gの最大マッチン

グM に被覆され，M によって露出される頂点はBにしか

現れない．

さらに，有名な Tutte–Berge公式も Gallai–Edmonds分
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解を用いて書ける．

命題 2. (Tutte–Berge公式 [5], [26]) G[B]の連結成分の数

を comp(G[B])で表すと，次が成り立つ．

ν(G) =
1

2
(|V | − comp(G[B]) + |A|) .

Bockら [8] はGallai–Edmonds分解を用いて差 νf (G)−
ν(G)を特徴づけ，辺削除安定化集合の大きさの下界を導

出した．本節の残りで，Gallai–Edmonds 分解を用いて，

LP(G)と DP(G)に対する最適解を明示的に与える (命題

4)．後に，これを用いて，他の変種に対する最小安定化集

合を導く．LP(G)に対する結果は [24]で与えられている

ことを補足する．そのために，まず Gallai–Edmonds分解

の基本的な性質をまとめる (例えば [22] 参照)．

(a) G[B]の各連結成分 H は因子臨界的である．ここで，

グラフ G′ が因子臨界的であるとは，G′ の任意の頂点

v に対して G′ − v が完全マッチングを持つことであ

る．つまり，H の頂点数は奇数である．

(b) 任意の最大マッチングM に対して，G[B]の各連結成

分H は以下のいずれか一方のみを満たす．(i) H には

M によって露出される頂点が 1つ存在し，H から出

ていくM の辺は存在しない．(ii) H にはM によって

露出される頂点が存在せず，H から出ていくM の辺

は 1つである．

G[B]の孤立点全体の集合を B1 とする．G[B]の他の非

自明な連結成分 (つまり，頂点数が 3 以上である連結成

分) の頂点集合を B3 = B \ B1 とする．本稿では，分割

(B1, B3, A,D)をGallai–Edmonds分解と呼ぶこともある．

グラフ Gの最大マッチングM に対して，M 交互閉路

C とは，M の辺が交互に現れる閉路である．ただし，長

さが奇数の場合は，1頂点を除いてそうであればよい．M

交互道も同様に定義する．Gallai–Edmonds分解の構造か

ら，次の補題が得られる．

補題 1. G[B3]の連結成分 H がM によって露出される頂

点 vを持つとき，H には vを通る奇数長のM 交互閉路が

存在する．

B1 と A を結ぶ辺によって誘導される二部グラフを

G[B1, A] で表す．G の最大マッチングが B1 最適である

とは，|∂M ∩B1| = ν(G[B1, A])を満たすこと，すなわち，

B1 につながるM の辺数が最大化されていることとする．

最大マッチングを見つける増加道型アルゴリズムにより，

B1 最適マッチングは多項式時間で見つけられる．

命題 3. Gの B1 最適マッチングは常に存在し，多項式時

間で発見できる．

B1最適マッチングの助けを借りて，LP(G)とDP(G)の

最適解を与えられるようになる．

命題 4. M は Gの B1 最適マッチングであり，M によっ

て露出される G[B3]の頂点が v1, v2, . . . , vp であるとする．

( 1 ) 頂点を共有しない奇数長 M 交互閉路 C1, C2, . . . , Cp

において，任意の i = 1, 2, . . . , p に対して，Ci が vi

を含むとする．このとき，次で定義されるベクトル

x ∈ RE
+ は LP(G)の最適解である．

x(e) =


1 (e ∈ M \

∪p
i=1 ECi のとき),

1/2 (e ∈
∪p

i=1 ECi のとき),

0 (その他).

ただし，任意の i = 1, 2, . . . , pに対して ECi は Ci の

辺集合を表す．

( 2 ) G[B1, A]の最小点被覆を Y とする．このとき，次で定

義されるベクトル y ∈ RV
+ は DP(G)の最適解である．

y(v) =


1 (v ∈ A ∩ Y のとき),

0 (v ∈ B1 \ Y のとき),

1/2 (その他).

( 3 ) LP(G)と DP(G)の最適値は次に等しい．

1

2

(
|V \B1|+ ν(G[B1, A])

)
. (1)

証明. 言明中で定義された x と y がそれぞれ LP(G) と

DP(G) の許容解であり，かつ，目的関数値が式 (1) の値に

等しいことを示す．

各頂点 v ∈ V に対して
∑

e∈δ(v) x(e) ∈ {0, 1}であるた
め，xは LP(G) の許容解である．また，

∑
e∈δ(v) x(e) = 0

であるとき，そのときに限り，v ∈ B1 \ ∂M となるので，

xの目的関数値は∑
e∈E

x(e) =
1

2

∑
v∈V

∑
e∈δ(v)

x(e)

=
1

2

(
|D|+ |A|+ |B3|+ |B1 ∩ ∂M |

)
となる．つまり，|V | = |D| + |A| + |B3| + |B1| かつ
|B1 ∩ ∂M | = ν(G[B1, A]) なので，これは式 (1) の値に

等しい．

一方で，y が DP(G) の許容解であることは次のように

分かる．辺の 1端点 v が v ∈ B1 \ Y と y(v) = 0を満たす

とき，Y はG[B1, A]の点被覆なので，もう一方の端点 uは

A ∩ Y の要素である．ゆえに，y(u) = 1となる．したがっ

て，任意の辺 {u, v}に対して y(u) + y(v) ≥ 1が成立する．

目的関数値は∑
v∈V

y(v) =
|D|
2

+
|A \ Y |

2
+ |A ∩ Y |+ |B1 ∩ Y |

2
+

|B3|
2

=
1

2

(
|D|+ |A|+ ν(G[B1, A]) + |B3|

)
となる．ここで，最後の等号は |A∩Y |+ |B1 ∩Y | = |Y | =
ν(G[B1, A])から導かれる．よって，y の目的関数値は式

(1) の値に等しい．

つまり，この 2つは式 (1) の値に等しく，線形計画法の

c© 2016 Information Processing Society of Japan 4

Vol.2016-AL-157 No.3
2016/3/6



情報処理学会研究報告
IPSJ SIG Technical Report

双対定理より，最適解であることが分かる．

分数マッチング数 νf (G)とマッチング数 ν(G)の差を

d(G) := νf (G)− ν(G)

で表す．命題 2 と 4 を組み合わせると，Gallai–Edmonds

分解によって d(G)を表すことができる．

命題 5. 次が成り立つ．

d(G) =
1

2

(
comp(G[B3])− |A|+ ν(G[B1, A])

)
. (2)

Bockら [8] は B1 最適マッチングによって露出される頂

点を持つG[B3]の連結成分数が 2d(G)に等しいことを証明

した．命題 5より，これは comp(G[B3])−|A|+ν(G[B1, A])

に等しい．

3. 辺追加

部分集合 F ⊆
(
V
2

)
\ E が辺追加安定化集合であるとは，

ν(G + F ) = νf (G + F )を満たすことである．本節では，

辺追加安定化集合が存在するか判定し，存在する場合に最

小サイズの辺追加安定化集合を見つける問題を議論する．

まず，Gが辺追加安定化集合を持つための必要条件を考

える．

定理 1. |V |が奇数であり，かつ，ν(G[B1, A]) = |B1|であ
るとき，Gには辺追加安定化集合が存在しない．

証明. ν(G[B1, A]) = |B1|という仮定より，命題 4にある

最適値 (1)は n/2に等しい (ただし，n = |V |)．したがっ
て，任意の部分集合 F ⊆

(
V
2

)
\ E に対して，

νf (G+ F ) ≥ νf (G) =
n

2

が成り立つ．一方で，nが奇数であるため，任意の部分集

合 F ⊆
(
V
2

)
\ E に対して

ν(G+ F ) ≤
⌊n
2

⌋
=

n− 1

2

が成り立つ．つまり，G には辺追加安定集合が存在しな

い．

次に，Gが定理 1の条件を満たさないとき，辺追加安定

化集合の最小サイズが d(G)によって定まることを示す．

定理 2. |V |が偶数であるか，または，ν(G[B1, A]) < |B1|
であるとき，Gは辺追加安定化集合を持ち，その最小サイ

ズは dd(G)eに等しい．
証明のために，まず，次の補題で，与えられたグラフに

辺を 1つ追加することを考える．そして，定理 2の証明を

行う．

補題 2. 任意の辺 e ∈
(
V
2

)
\ E に対して，次が成り立つ．

d(G)− d(G+ e) ≤ 1.

証明. まず，

ν(G+ e) ≤ ν(G) + 1 (3)

が成り立つ．なぜならば，G + eの最大マッチングから，

Gのマッチングでサイズが ν(G+ e)− 1 > ν(G)以上のも

のを構成できるからである．一方，LP(G) の許容解 xは，

x(e) = 0と置くと，LP(G+ e)の許容解になるので，

νf (G+ e) ≥ νf (G) (4)

が得られる．したがって，式 (3)と式 (4)より，

d(G)− d(G+ e)

= (νf (G)− νf (G+ e))− (ν(G)− ν(G+ e)) ≤ 1

が得られ，証明が完了する．

定理 2の証明. まず，dd(G)e 個以上辺を追加する必要
があることを示す．サイズ p の辺追加安定化集合を

F = {e1, e2, . . . , ep} とする．さらに，F0 := ∅ として，
各 i = 1, 2, . . . , pに対して，Fi := {e1, e2, . . . , ei}とする．
このとき，補題 2を繰り返し適用することで，

d(G)− d(G+ F ) =

p∑
i=1

(d(G+ Fi−1)− d(G+ Fi)) ≤ p

が得られる．d(G + F ) = 0であり，pは整数であるので，

dd(G)e ≤ pとなる．よって，辺追加安定化集合の最小サイ

ズは dd(G)e以上である．
M を Gの B1 最適マッチングとする．このとき，M に

よってG[B3]の頂点が 2d(G)個露出される (第 2節の最後

参照)．次の 2つの場合を考えることで，サイズ dd(G)eの
辺追加安定化集合を見つける．

はじめに，2d(G)が偶数の場合を考える．G[B3]におけ

る露出頂点を使って互いに素である d(G)個の組を任意に

作り，その組の集合を F ∗ で表す．F ∗ のサイズは d(G)で

ある．M ∪ F ∗ は G + F ∗ のマッチングで，そののサイズ

は ν(G) + |F ∗|であるため，

ν(G+ F ∗) ≥ ν(G) + |F ∗| (5)

となることが分かる．命題 4 にあるような DP(G) の半

整数最適解を y とする．F ∗ の各組の端点の値は 1/2 で

あるため，y は DP(G + F ∗)の許容解でもある．つまり，

τf (G+ F ∗) ≤ τf (G)となり，線形計画法の双対定理より，

νf (G+ F ∗) ≤ νf (G) (6)

が得られる．したがって，式 (5)，式 (6) と |F ∗| = d(G)

より，

d(G+ F ∗) = νf (G+ F ∗)− ν(G+ F ∗)

≤ νf (G)− (ν(G) + |F ∗|) = 0

の成立が分かる．すなわち，F ∗は辺追加安定化集合である．

次に，2d(G)が奇数の場合を考える．このとき，
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ν(G[B1, A]) < |B1|

となる．なぜならば，そうでないとすると，仮定より |V |が
偶数でなくてはならないが，|V | = 2|M |+2d(G)であるた

め，矛盾が導かれる．G[B3]における露出頂点とB1におけ

る露出頂点 sを使って d(G)個の組を任意に作り，その組の

集合を F ∗で表す．F ∗のサイズは (2d(G)+1)/2 = dd(G)e
に等しい．先の場合と同様に，M ∪ F ∗ が G + F ∗ のマッ

チングであることから，

ν(G+ F ∗) ≥ ν(G) + |F ∗| (7)

が得られる．さらに，命題 4にあるような DP(G)の半整

数最適解を y として，y(s)の値を 1/2だけ増加させると，

yは DP(G+ F ∗)の許容解になる．したがって，

νf (G+ F ∗) = τf (G+ F ∗)

≤ τf (G) + 1/2 = νf (G) + 1/2
(8)

となり，したがって，式 (7)と式 (8)より

d(G+ F ∗) = νf (G+ F ∗)− ν(G+ F ∗)

≤ (νf (G) + 1/2)− (ν(G) + |F ∗|) = 0

が得られる (ここで，|F ∗| = d(G) + 1/2を用いた)．ゆえ

に，F ∗ は辺追加安定化集合である．

以上，どちらの場合においても，F ∗ はサイズ dd(G)eの
辺追加安定化集合であり，この値は最小である．

定理 1と 2から，最小辺追加安定化集合を見つける多項

式時間アルゴリズムが見つけられる．

辺追加安定化集合発見アルゴリズム

ステップ 0. GのGallai–Edmonds分解 (B1, B3, A,D) of

Gを見つける．

ステップ 1. G[B1, A]の最大マッチングM∗ を見つける．

|V |が奇数であり，ν(G[B1, A]) = |B1|であるならば，
「Gには辺追加安定化集合がない」と出力する．そう

でないとき，ステップ 2に進む．

ステップ 2. B1 最適マッチングM を見つける．

ステップ 3. B3 の露出頂点 (と d(G)が奇数の場合は B1

の露出頂点 1 つ) から，dd(G)e 個の組を作り，出力
する．

Gallai–Edmonds分解と G[B1, A]の最大マッチングM∗

は多項式時間で見つかる．さらに，命題 3より，ステップ

2の B1 最適マッチングM も多項式時間で見つかる．ス

テップ 3は簡単なので，次の定理が得られる．

定理 3. 辺追加安定化集合があるか判定し，そうである場

合，最小サイズ辺追加安定化集合を見つける多項式時間ア

ルゴリズムが存在する．

4. 点削除

部分集合 X ⊆ V が点削除安定化集合であるとは，

ν(G−X) = νf (G−X)が成り立つことである．ν(G−V ) =

0 = νf (G− V )であるため，点削除安定化集合は必ず存在

する．本節では，最小サイズ点削除安定化集合を見つける

問題を議論する．

本節の主定理は以下の通りである．

定理 4. 点削除安定化集合の最小サイズは 2d(G)である．

定理 4を証明するために，まずグラフから頂点を 1つ削

除することを考える．グラフGのGallai–Edmonds分解を

(B1, B3, A,D)として，B = B1 ∪B3 とする．

補題 3. 各頂点 v ∈ V に対して，次が成り立つ．

d(G)− d(G− v) ≤

0 (v ∈ V \B のとき),

1/2 (v ∈ B のとき).

証明. Gallai–Edmonds分解の定義より，v ∈ V \ B の場
合は難しくないので，v ∈ B の場合のみを考える．

頂点 vは非本質的であるため，

ν(G− v) = ν(G) (9)

が成り立つ．ここで，

νf (G− v) ≥ νf (G)− 1

2
(10)

を証明する．式 (10) が正しければ，式 (9) を用いると，

d(G)−d(G−v) = (νf (G)−νf (G−v))−(ν(G)−ν(G−v)) ≤
1/2 が得られ，証明が完了する．

後は，式 (10)を証明すればよい．M をGのB1最適マッ

チングとする．命題 4のように LP(G)の半整数最適解 xを

定義する．任意の u ∈ V に対して
∑

e∈δ(u) x(e) ∈ {0, 1}と
なることに注意する．

∑
e∈δ(v) x(e) = 0ならば，xをE\δ(v)

に制限すると，LP(G−v)の許容解で，目的関数値が νf (G)

に等しいものが得られる．よって，νf (G− v) ≥ νf (G)と

なり，つまり，
∑

e∈δ(v) x(e) = 1と仮定することができる．

このとき，vには，2辺 e, f で x(e) = x(f) = 1/2を満たす

ものか，あるいは，M の 1辺で x(e) = 1を満たすものが

接続する．この 2つの場合を分けて考える．

まず，v に 2辺 e, f で x(e) = x(f) = 1/2を満たすもの

が接続する場合を考える．xの構造より，頂点 v は奇数長

のM 交互閉路 C で，任意の e ∈ EC に対して x(e) = 1/2

となるものに含まれている (EC は C の辺集合とする)．

閉路 C には，vを露出する，サイズ (|EC| − 1)/2のマッチ

ングMC が存在する．ベクトル x′ in RE
+ を

x′(e) =


1 (e ∈ EC ∩MC のとき),

0 (e ∈ EC \MC のとき),

x(e) (その他)
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で定義する．このとき，x′ は LP(G) の許容解であり，∑
e∈E x′(e) = νf (G)−1/2を満たす．x′をE\δ(v)に制限す

ることで，LP(G−v)の許容解が得られ，
∑

e∈δ(v) x
′(e) = 0が

成り立つので，LP(G−v)における目的関数値は νf (G)−1/2

である．したがって，νf (G−v) ≥ νf (G)−1/2が得られる．

あとは，v にM の 1辺で x(e) = 1を満たすものが接続

する場合を考えればよい．v ∈ B なので，Gにおいて vを

露出する最大マッチングMv が存在する．対称差M∆Mv

には v から頂点 w 6∈ ∂M へ至るM 交互道 P が存在する．

C1, . . . , Cp を命題 4で定義されたM 交互閉路とする．あ

る Ci に eが含まれるとき，そのときに限り，x(e) = 1/2

が成り立つことに注意する．

まず，P がどの Ci とも交わらない場合を考える．この

とき，P の辺集合を EP とすると，各 e ∈ EP に対して

x(e) ∈ {0, 1}が成り立つ．ベクトル x′ ∈ RE
+ を

x′(e) =


0 (e ∈ EP ∩M のとき),

1 (e ∈ EP \M のとき),

x(e) (その他)

(11)

で定義すると，x′はLP(G)の許容解である．さらに，P の長

さは偶数なので，
∑

e∈E x′(e) =
∑

e∈E x(e) = νf (G)が成り

立つ．x′をE \ δ(v)に制限すると LP(G− v)の許容解にな

り，
∑

e∈δ(v) x
′(e) = 0が成り立つので，LP(G−v)に関する目

的関数値は νf (G)である．したがって，νf (G−v) ≥ νf (G)

が成立する．

次に，P がある Ci と交わる場合を考える．P がちょう

ど 1つの Ci (それを C とする) とだけ交わると仮定してよ

い．実際，v から始めて P を辿っていき，P がある Ci と

最初に交わるときを考える．そのとき，v から Ci までの

P の部分道と Ci の合併は，vから Ci の露出頂点に至る偶

数長のM 交互道を含んでいて，それを P と交換してもよ

い．ベクトル x′ ∈ RE
+ を

x′(e) =


0 (e ∈ (EP ∩M) ∪ (EC ′ \M)のとき),

1 (e ∈ (EP \M) ∪ (EC ′ ∩M)のとき),

x(e) (その他)

(12)

として定義する (ECはCの辺集合で，EC ′ = EC \EP と

する)．このとき，x′ は LP(G)の許容解である．さらに，∑
e∈EP∪EC x′(e) =

∑
e∈EP∪EC x(e) − 1/2 であるので，∑

e∈E x′(e) = νf (G)−1/2が成り立つ．x′をE \δ(v)に制
限するとLP(G−v)の許容解が得られ，

∑
e∈δ(v) x

′(e) = 0が

成り立つので，LP(G−v)に関する目的関数値は νf (G)−1/2

である．ゆえに，νf (G−v) ≥ νf (G)−1/2が成り立つ．した

がって，どちらの場合においても，νf (G−v) ≥ νf (G)−1/2

が成り立つ．

定理 4の証明. まず，d(G) 個以上の頂点を除去する必

要があることを証明する．サイズ p の点除去安定化集

合 X = {x1, x2, . . . , xp} を考える．X0 := ∅ として，
各 i = 1, 2, . . . , p に対して Xi := {x1, x2, . . . , xi} と定
義する．このとき，補題 3 より，d(G) − d(G − X) =∑p

i=1 (d(G−Xi−1)− d(G−Xi)) ≤ p/2 となる．d(G −
X) = 0であるので，p ≥ 2d(G)が得られる．

M を Gにおける B1 最適マッチングとする．このとき，

G[B3]には，M によって露出される頂点が 2d(G)個存在す

る．それらの集合を X∗ で表すと，X∗ のサイズは 2d(G)

であり，ν(G −X∗) = ν(G)が成り立つ．この X∗ が点除

去安定化集合であることを示す．

命題 4より，DP(G)の半整数最適解 y で，任意の頂点

v ∈ B3に対して y(v) = 1/2を満たすものが存在する．yを

V \X∗に制限することで得られるベクトルはDP(G−X∗)

の許容解で，その目的関数値は

τf (G)− 1

2
|X∗| = νf (G)− 1

2
|X∗| = νf (G)− d(G)

である．したがって，τf (G − X∗) ≤ νf (G) − d(G) とな

る．νf (G − X∗) = τf (G − X∗) なので，d(G − X∗) =

νf (G−X∗)− ν(G−X∗) ≤ (νf (G)− d(G))− ν(G) = 0が

得られる．これによって，X∗が最小サイズ d(G)の点除去

安定化集合であることが分かった．

定理 4から最小点除去安定化集合を見つける多項式時間

アルゴリズムが導かれる．そのアルゴリズムでは，G の

B1 最適マッチングM を見つけて，M によって露出され

る G[B3]の頂点全体を出力する．命題 3より，Gの B1 最

適マッチングは多項式時間で見つかる．したがって，次の

定理が得られる．

定理 5. 最小点除去安定化集合は多項式時間で発見でき

る．

5. 点追加

頂点の集合 X に対して，Gに X と X から出る辺を追

加することで得られるグラフを G+X と書く．G+X は

一意に決まらないが，下の議論は点追加によって得られる

任意のグラフに対して成立する．X = {v}であるときは
単に G+ vと書く．点追加安定化集合は頂点の集合X で，

X と X から出るいくつかの辺を追加してできるグラフが

安定であるもののことである．

第 3節および第 4節と同様に，1頂点の追加に関する次

の補題を導く．ページ数制限の都合上，証明は省略する．

補題 4. 任意の頂点 vに対して，d(G)− d(G+ v) ≤ 1/2 が

成り立つ．

補題 4から，定理 4に似た命題が得られ，すなわち，点

追加安定化集合のサイズが 2d(G)以上でなくてはならない

ことが分かる．さらに，サイズ 2d(G)の点追加安定化集合

は次のように見つけられる．定理 4と同様に Gの B1 最適
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マッチングによって露出される G[B3]の 2d(G)個の頂点

の集合をX とする．Gに 2d(G)個の頂点を新たに追加し，

それら 1つ 1つと X の異なる頂点を 1つの辺で結ぶ．こ

のとき，得られるグラフは安定になる．

定理 6. 点追加安定化集合の最小サイズは 2d(G) に等し

い．さらに，最小点追加安定化集合は多項式時間で見つか

る．

このアルゴリズムで追加される辺の数は 2d(G)であり，

追加される頂点と辺の総数を最小化する場合でも，これは

最適である．
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Közleményei, Vol. 8, pp. 373–395 (1963).

[15] Gallai, T.: Maximale Systeme unabhänginger Kanten, A
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