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1. 序論 

近年, 機械学習やパターン認識などの研究が盛んに行わ
れており, その多くの分野で音声や画像などの多量の高次
元データが扱われる. これらのデータは高次元であるため, 

多くの計算時間や記憶領域が必要となる一方で, データ点
の集合は, 実質的に低い次元の部分多様体上に存在するこ
とが多い. そのため, 高次元データの特徴を学習し, 低次元
空間においてそれを再現する多様体学習と呼ばれる手法の
研究が進められている. しかし, これまでのデータ多様体の
次元推定は, 主成分分析に代表されるように主に部分線形
空間で近似するような手法が多く, 多様体の位相構造に対
応できない.  

本研究では, 単体測度に基づく位相多様体の新しい次元
推定手法を提案し, データ集合のもつ位相構造に注目した
次元推定を行う. また, 手書き文字のデータに適用し, その
有効性を検証する.  

2. 次元推定 

与えられたデータ点の集合がℝ𝐷空間に存在し, そのデー
タ集合全体が𝑑次元の部分空間に含まれるとき, その部分空
間の次元𝑑がデータ集合の実効次元となる. 多様体学習では, 

局所線形埋め込み(LLE)[4]や ISOMAP[5]をはじめとする
数々の次元削減手法が提案されているが, それらの手法に
おいて低次元空間への写像を求めるには, あらかじめ実効
次元を求めておく必要があるものが多い. もし, 推定した次
元が実際の実効次元より大きければ, 冗長な情報を含むこ
とになり, 一方で小さければ, 次元削減を行った際にデータ
集合の情報を損失することになるため, 多様体学習におい
てデータ集合の実効次元の推定は, 重要な問題の 1 つであ
る. この問題を解決するために, 主成分分析のような射影を
用いた推定手法やフラクタルに基づく推定手法[7]などが提
案されている. しかし, 主成分分析のような射影を用いた手
法は, 多様体が局所線形近似できる場合は有効であるが, 非
線形な構造が含まれる場合に適切な次元の推定ができない
場合がある.  

3. 単体測度 

本研究で, 次元推定に利用する𝑟次元単体とは, ℝ𝑛内の 1

次独立な𝑟 + 1個の点を𝒙0, 𝒙1, … , 𝒙𝑟として, 
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をみたす𝒙0, 𝒙1, … , 𝒙𝑟の集合のことをいい, 𝑟-単体と表す. 1-

単体は線分, 2-単体は三角形, 3-単体は三角錐を形成し, 一

般の𝑛次元まで定義することが可能である[1].  

また, 𝑟-単体の測度とは, 大きさを表す概念を一般化した

ものであり, 1-単体の測度は線分の長さ, 2-単体の測度は三

角形の面積, 3-単体の測度は三角錐の体積のことをいう. 測

度𝑉𝑟は, 𝑘 − 1次元の超平面に含まれない点から(𝑘 − 1)-単体

に直交射影したときの長さをℎ𝑘  として,  
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により求めることができる[8]. 

4. 提案手法 

 データ点ごとに近傍を設定して, その近傍内の点で単体
を構成し, 構成された単体の測度を求めることで, 多様体の
次元推定を行う. 𝑟-単体は, 多様体の次元を𝑚としたとき, 

𝑟 ≤ 𝑚であれば単体の構成が可能であるが, 𝑚 < 𝑟のときに
は, 多様体上の点では, (𝑟 − 1)-単体に直交する方向に点を
とることができないため, 𝑟-単体を構成することができな
い. これより, 単体測度は単体を構成できた場合に比べ, 単
体を構成できなかった場合は, 著しく小さくなることが期
待できる.  

 提案手法のアルゴリズムを以下に示す.  

1) 近傍半径𝜀を入力として与え, ℝ𝐷におけるデータ点𝒙𝑖 
(𝑖 = 1, … , 𝑁)の各点に対する𝜀-近傍を設定する. また, 

この近傍に含まれる点集合を𝑁(𝒙𝑖)とする.  

2) 点𝒙𝑖の各近傍に対して, 次の i ),  ii )を行う.  

i ) 1-単体は, 近傍に含まれる 2 点𝒙𝑗 , 𝒙𝑘の距離

‖𝒙𝑗 − 𝒙𝑘‖が最大となる点で構成される. 1 次元

の場合のみ 2 点間の距離の最大値は2𝜀である

のに対し, 𝑘次元おける高さの最大値は近傍半

径εであることから, その整合性のために高さ

ℎ1は, ℎ1 =
1

2
‖𝒙𝑗 − 𝒙𝑘‖とし, 𝑉1 = ℎ1とする.   

ii ) 𝑟-単体(𝑟 ≥ 2)は, 𝑟 − 1次元の超平面に対して, 

𝑁(𝒙𝑖)に含まれる点𝒙𝑗から直交射影された点を

𝒚𝑗とするとき, 最大の‖𝒙𝑗 − 𝒚𝑗‖をℎ𝑟として, 𝑟-

単体の測度𝑉𝑟を求める.  

3) これまでに求めた測度𝑉𝑟(𝑟 = 1, … , 𝐷)に対して,  
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を計算し, 正規化を行う.  

この正規化した測度𝑀𝑟をもとに, 各次元での測度の推移か

ら, 多様体の次元推定を行う. 実際に, 𝑀𝑑+1の値が𝑀𝑑よりも

急激に小さくなっているとき, 推定される多様体の次元は, 

𝑑次元となる.  

5. 実験 

5.1 概要 

今回計測に用いるデータは, 図 1 のような MNIST の手
書き文字データセットを利用する. その中から 1 枚の画像
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に対し, ランダムに平行移動, もしくは輝度の変化を加えた
画像を生成し, データ集合とする. また, 画像には, あらかじ
めガウシアンフィルターを適用し, 平滑化処理をしてから
計測を行う. この画像データに対して, データ点の個数𝑁と
近傍半径𝜀を設定して提案手法を適用し, 得られた測度の平
均をもとにグラフから次元を確認する. 既存手法との比較
として, 主成分分析も同様に適用し, 得られる固有値から次
元を確認する. どちらの手法も縮尺をそろえるために, 1 次
元での測度あるいは, 固有値で各次元の値を割って, グラフ
にしている.  

図 1 手書き文字 

5.2 結果 

実験による結果を以下に示す.  

 まず, 手書き文字の画像に対して, 1 方向(横方向)の平行
移動を施した画像に対する次元推定である. データ点の個
数を𝑁 = 2000, 近傍半径を𝜀 = 100とした条件のもとで計測
を行った結果を図 2, 図 3に示す.  

 図 2 単体測度の推移 図 3 固有値の推移  

図 2より, 1次元から 2次元にかけて, 測度の大きさが小さ
くなっていることから, この多様体の局所次元は 1 次元で
あることがわかる. また, 図 3 においても, 2 次元での固有
値が十分に小さな値になっていることから, データの局所
次元が 1次元であることがわかる. 実際に, 1方向の平行移
動は, 自由度 1の変形であるため, データ多様体の次元は正
しく推定された.  

 次に, 手書き文字の画像に対して, 2 方向(横・縦方向)の
平行移動を施した画像に対する次元推定である. データ点
の個数を𝑁 = 10000, 近傍半径を𝜀 = 150とした条件のもと
で計測を行った結果を図 4, 図 5に示す.  

 図 4単体測度の推移 図 5 固有値の推移 

図 4より, 2次元から 3次元にかけて, 測度の大きさが小さ
くなっていることから, この多様体の局所次元は 2 次元で
あることがわかる. また, 図 5 においても, 3 次元での固有
値が十分に小さな値になっていることから, データの局所
次元は 2次元であることがわかる. 実際に, 2方向の平行移

動は, 自由度 2の変形であるため, データ多様体の次元は正
しく推定された.  

 最後に, 手書き文字の画像に対し, 2 方向の平行移動をさ
せ, さらにその輝度を変化させた画像に対する次元推定で
ある. データ点の個数を𝑁 = 30000, 近傍半径をε = 200と
した条件のもとで計測を行った結果を図 6, 図 7に示す.  

図 6 単体測度の推移 図 7 固有値の推移 

図 6より, 3次元から 4次元にかけて, 測度の大きさが小さ
くなっていることから, この多様体の局所次元は 3 次元で
あることがわかる. また, 図 7 においても, 4 次元での固有
値が十分に小さな値であることから, データの局所次元は
3 次元であることがわかる. 実際に, 2 方向の平行移動と輝
度の変化は, 自由度 3の変形であるため, 正しく推定された.  

6. 結論 

本研究では, 単体測度を用いた新しい次元推定手法を提
案し, 平行移動や輝度の変化を加えた手書き文字に適用し
た. 主成分分析が有効に働くと思われる条件のもとで, それ
による推定との比較を行い, 次元の局所推定が適切に行わ
れていることを確認した. さらに実データへの適用や雑音
対策, また異なる次元の複体から構成される多様体の次元
推定を可能にするため, 複数の近傍による次元推定の手法
や位相不変量の計算による位相多様体の構造を検証する手
法の検討が今後の課題である.  
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