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1 はじめに

深層学習 (deep learning) の登場 [1] で，ここ 10 年来急速

に応用を含めた機械学習分野が発展してきている．深層学習は

事前学習 (pretraining) を基本戦略としており，事前学習にお

いては制限ボルツマンマシン (restricted Boltzmann machine;

RBM) に対する学習が鍵となる [1]．RBM は可視変数の層と

隠れ変数の層の 2 層からなるボルツマンマシンであり，通常

の RBM では可視変数と隠れ変数共に離散変数として定義さ

れる．しかし，画像処理や音声処理など，実用的にはデータ

は必ずしも離散量ではなく連続量である場合もある．そこで

可視変数（かまたは場合によっては隠れ変数）を連続変数に

した RBM である Gaussian-Bernoulli RBM (GBRBM) が登

場する [3, 4, 5]．GBRBM は連続量のデータを扱うことので

きる RBM であり，GBRBM をデータ層に置いた Gaussian-

Bernoulli DBM (GBDBM) なる深層学習モデルも提案されて

いる [2]．GBDBMは深層ボルツマンマシン (deep Boltzmann

machine; DBM) [6, 7] の一種であり，連続量のデータを扱え

る確率的深層学習モデルとなっている．

確率的深層学習モデルや RBM 上での推論や学習の中では平

均場近似 (mean-field approximation) [8]と呼ばれる統計力学

由来の近似計算アルゴリズムが利用されている [9, 6, 7, 2]．し

たがって，平均場近似の性能を定性的・定量的に調べることは

深層学習研究において未だ重要なものとなっている．本論文で

は GBRBM に対する平均場近似の性能を調べることを目的と

する．GBRBM に対する平均場近似は大きく分けて 2 種類の

方法が考えられる．一つ目は全ての確率変数をそれぞれ統計的

に独立として近似するような従来的な方法である．またそれと

は別に，一部の確率変数を周辺化により消去した周辺分布に対

して平均場近似を適用する方法も考えられる．本論文ではこれ

ら 2 種類の平均場近似をそれぞれ導出し，両者を定性的視点と

定量的視点から比較する．

2 節で本論文の基礎モデルとなる GBRBM を定義し，続く

3節において GBRBM に対する 2 種類の平均場近似を導出す

る．4節では前節で導出した 2 種類の平均場近似の性能を定性

的視点から比較し，5節では数値実験を用いて両者を定量的に

比較する．6節は本論文のまとめである．
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図 1 完全 2 部グラフ上に定義される GBRBM．下層が可

視層で，上層が隠れ層である．

2 Gaussian-Bernoulli restricted Boltzmann machine

GBRBM は，図 1に示すような完全 2 部グラフ上に定義さ

れる確率的学習モデルである．下層は可視変数のみから構成さ

れる可視層 V で，上層は隠れ変数のみから構成される隠れ層

H である．V と H はそれぞれ可視層と隠れ層のノード番号の

集合である．可視変数 v = {vi ∈ (−∞,∞) | i ∈ V }は入出力
データと直接関連付けられる変数であり，連続値を取る確率変

数である．また，隠れ変数 h = {hj ∈ {+1,−1} | j ∈ H}は入
出力データとは直接関連付けられないシステムの内部変数であ

り，2 値をとる離散確率変数である．GBRBM のエネルギー関

数は次のように定義される [5]．

E(v,h | θ) :=
∑
i∈V

(vi − bi)
2

2σi
2

−
∑
i∈V

∑
j∈H

wij

σi
2
vihj −

∑
j∈H

cjhj

(1)

ここで，b = {bi | i ∈ V } と c = {cj | j ∈ H} はそれぞ
れ可視変数と隠れ変数に対するバイアスパラメータであり，

w = {wij | i ∈ V, j ∈ H} は可視変数と隠れ変数間の結合パ
ラメータである．σ = {σi | i ∈ V }は可視変数の分散に関連す
るパラメータとなっている．これらのモデルパラメータをまと

めて θ で表すこととする．式 (1) のエネルギー関数を用いて，

GBRBM は

P (v,h | θ) := 1

Z(θ)
exp

(
− E(v,h | θ)

)
(2)

のようなボルツマン分布の形で表される．Z(θ) は規格化定数

（分配関数と呼ばれることもある）であり

Z(θ) :=

∫ ∞

−∞

∑
h

exp
(
− E(v,h | θ)

)
dv
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のように定義されている．ここで
∫∞
−∞(· · · )dv は v に関する

多重積分を表しており，
∑

h は hの可能な全ての組み合わせに

関する多重和を表している．

式 (2)において，片方の層を条件とした場合のもう片方の層

の条件付き分布はそれぞれ次のようになる．

P (v | h,θ) =
∏
i∈V

N
(
vi | bi +

∑
j∈H

wijhj , σ
2
i

)
(3)

P (h | v,θ) =
exp

{(
cj +

∑
i∈V wijvi

)
hj}

2 cosh
(
cj +

∑
i∈V wijvi

) (4)

ここで，N (v | µ, σ2)は平均 µ，分散 σ2の 1 次元ガウス分布を

表している．式 (3)と式 (4)は片方の層の変数の値が条件とし

て与えられると，もう片方の層の変数がそれぞれ統計的に独立

になるということを表しており，この性質は条件付き独立性と

呼ばれる．GBRBM は 2 部グラフ構造のおかげでこのようの

な層ごとの条件付き独立性をもつ．式 (3)と式 (4)はそれぞれ

ガウス分布とベルヌーイ分布となっており，これが GBRBM

の名前の由来となっている．

GBRBM の可視変数の期待値 ⟨vi⟩と隠れ変数の期待値 ⟨hj⟩
はそれぞれ

⟨vi⟩ :=
∫ ∞

−∞

∑
h

viP (v,h | θ)dv (5)

⟨hj⟩ :=
∫ ∞

−∞

∑
h

hjP (v,h | θ)dv (6)

により得られる．確率モデル上での推論や学習においてはこれ

らの期待値計算が非常に重要となる．しかしながら，これらの

期待値計算はノード数の増加に対して指数的に増加する計算

量を必要としてしまうため，実用的な場面において現実的な時

間内に厳密な期待値計算を終えるのはほとんど不可能である．

そこで，実装上は何らかの近似的計算手法を採用することとな

る．近似的計算手法の代表的なものの一つが平均場近似であ

る．以下の節では GBRBM に対する平均場近似について議論

していく．

3 GBRBM に対する平均場近似

平均場近似の基本的な手続きは以下のような変分近似 (vari-

ational approximation) である．まず，全ての確率変数につい

て因数分解された形（つまり，全ての確率変数が統計的に独

立であるような形）のテスト分布を用意する．そして，元の真

の分布と用意したテスト分布の間のカルバック．ライブラー

(Kullback-Leibler; KL) 情報量を作り，その KL 情報量を最小

とするテスト分布を元の真の分布の平均場近似分布であるとす

るのである [8]．つまり，全ての確率変数について因数分解さ

れた形の分布の中で，KL 情報量の尺度においてもっとも元の

真の分布に近いものを近似分布とするということになる．

本節では，GBRBM に対する 2 通りの平均場近似法を考え

る．一つは可視変数と隠れ変数の両変数に対して平均場近似を

適用する方法であり，もっともナイーブな平均場近似の適用法

である（3.1節）．例えば文献 [9]では欠損データの推定アルゴ

リズムにおいてこの一つ目の方法に基づく平均場近似が採用さ

れている．もう一つの方法は，隠れ変数のみに平均場近似を適

用する方法，つまり周辺化により可視変数を消去した隠れ変数

のみの分布に対する平均場近似である（3.2節）．周辺化した分

布に対して平均場近似を適用することはどのようなモデルに対

しても原理的には可能であるが，簡単な形で結果が定式化でき

るかどうかはモデルの構造に大きく依存する．GBRBM 　は

特殊なモデル構造のおかげでこの二つ目の平均場近似法が容易

に定式化可能となっている．

3.1 全変数に対する平均場近似

本節では一つ目の平均場近似法，即ち，可視変数と隠れ変数

の両変数に対して平均場近似を適用する方法を導出する．テス

ト分布を次のように設定する．

T1(v,h) := Q(v)U(h) (7)

ただし，Q(v)と U(h)は

Q(v) :=
∏
i∈V

qi(vi), U(h) :=
∏
j∈H

uj(hj) (8)

により定義されている．ここで qi(vi) は可視変数 vi に対する

分布であり，uj(hj)は隠れ変数 hj の分布である．平均場近似

の処方箋に従い，真の分布である式 (2) の GBRBM と式 (7)

のテスト分布との間の KL 情報量

K1[Q,U ] :=

∫ ∞

−∞

∑
h

T1(v,h) ln
T1(v,h)

P (v,h | θ)
dv (9)

を定義し，この KL 情報量を Q(v)と U(h)に関して最小化す

る．式 (9)は

K1[Q,U ] = F1[Q,U ] + lnZ(θ)

と変形することができる．ここで

F1[Q,U ] :=

∫ ∞

−∞

∑
h

T1(v,h)E(v,h | θ)dv

+

∫ ∞

−∞

∑
h

T1(v,h) lnT1(v,h)dv (10)

は変分自由エネルギーと呼ばれ，この変分自由エネルギーを最

小とする Q(v) と U(h) は式 (9) の KL 情報量を最小化する

Q(v)と U(h)と一致する．式 (10)は

F1[Q,U ] =
∑
i∈V

∫ ∞

−∞

(vi − bi)
2

2σ2
i

qi(vi)dvi

−
∑
i∈V

∑
j∈H

wij

σ2
i

∫ ∞

−∞
viqi(vi)dvi

∑
hj

hjuj(hj)

−
∑
j∈H

cj
∑
hj

hjuj(hj) +
∑
i∈V

∫ ∞

−∞
qi(vi) ln qi(vi)dvi

+
∑
j∈H

∑
hj

uj(hj) lnuj(hj) (11)

と変形される．qi(vi)と uj(hj)に関する規格化条件∫ ∞

−∞
qi(vi)dvi = 1,

∑
hj

uj(hj) = 1
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を条件としたラグランジュ未定乗数法により式 (11) を qi(vi)

と uj(hj) に関して最小化すると，その極致条件より以下の結

果を得る．

Q(v) =
∏
i∈V

N
(
vi | bi +

∑
j∈H

wijγj , σ
2
i

)
U(h) =

∏
j∈H

exp
{(

cj +
∑

i∈V (wij/σ
2
i )µi

)
hj

}
2 cosh

(
cj +

∑
i∈V (wij/σ2

i )µi

) (12)

ここで µi は

µi :=

∫ ∞

−∞

∑
h

viT1(v,h)dv = bi +
∑
j∈H

wijγj (13)

により定義されており，本節の平均場近似下での可視変数 vi の

近似期待値となっている．また γj は

γj :=

∫ ∞

−∞

∑
h

hjT1(v,h)dv (14)

であり，本節の平均場近似下での隠れ変数 hj の近似期待値を

表している．式 (12)を式 (14)に代入することで

γj = tanh
(
cj +

∑
i∈V

wij

σ2
i

µi

)
(15)

を得る．

式 (13)，式 (15) が可視変数と隠れ変数変数の両方に対して

平均場近似を施した場合の平均場方程式である．式 (13)，式

(15)を逐次代入法で数値的に解くことにより式 (5)，式 (6)で

示されている期待値の近似値を得ることができる．式 (13)，式

(15) の平均場近似を解くのに必要な計算量は O(|V ||H|) であ
る．ここで |V |，|H| はそれぞれ可視変数と隠れ変数の個数を
表している．

3.2 隠れ変数のみ周辺分布に対する平均場近似

本節では二つ目の平均場近似法，即ち，周辺化により可視変

数を消去した隠れ変数のみの周辺分布に対する平均場近似法を

導出する．確率の積法則より式 (2)の GBRBM は次のように

表すことができる．

P (v,h | θ) = P (v | h,θ)P (h | θ) (16)

ここで P (v | h,θ) は式 (3) で示されている条件付き分布であ

る．また，P (h | θ)は隠れ変数 hに関する周辺分布であり，

P (h | θ) =
∫ ∞

−∞
P (v,h | θ)dv

=
1

Z(θ)
exp

( ∑
j∈H

βjhj +
∑

j<k∈H

ωjkhjhk

)
(17)

と表される．ここで

βj := cj +
∑
i∈V

bi
σi

2
wij , ωjk :=

∑
i∈V

wijwik

σi
2

であり，式 (17)中の
∑

j<k∈H は隠れ変数の異なる全てのペア

に関する和を表している．Z(θ)は規格化定数である．式 (17)

は完全結合グラフ上に定義された隠れ変数のみで構成された

hidden

図 2 図 1の GBRBM に対する周辺分布 P (h | θ)のグラフ
構造．隠れ変数が完全結合しているボルツマンマシンになっ

ている．

ボルツマンマシン [10] とみなすことができる．図 2 に図 1 の

GBRBM に対する周辺分布 P (h | θ)のグラフ構造を示す．
テスト分布

T2(v,h) := P (v | h,θ)U(h) (18)

のように定義する．ここで P (v | h,θ) は式 (3) で示されてい

る条件付き分布であり，U(h) は式 (8) で定義されている隠れ

変数に関して因数分解された形の分布である．式 (18) のテス

ト分布は式 (16)の右辺の P (h | θ)を U(h)により近似した分

布となっている．再び平均場近似の処方箋に従い，真の分布で

ある式 (2) の GBRBM と式 (18) のテスト分布との間の KL

情報量

K2[U ] :=

∫ ∞

−∞

∑
h

T2(v,h) ln
T2(v,h)

P (v,h | θ)
dv (19)

を定義し，この KL 情報量を U(h) に関して最小化する．式

(19)は次のように変形することができる．

K2[U ] = F2[U ] + lnZ(θ) (20)

ここで

F2[U ] := −
∑
j∈H

βj

∑
hj

hjuj(hj) +
∑
j∈H

∑
hj

uj(hj) lnuj(hj)

−
∑

j<k∈H

ωjk

∑
hj ,hk

hjhkuj(hj)uk(hk) (21)

は変分自由エネルギーであり，この変分自由エネルギーを最小

とする U(h) が式 (19) の KL 情報量を最小とする U(h) とな

る．uj(hj)に関する規格化条件
∑

hj
uj(hj) = 1を条件とした

ラグランジュ未定乗数法により式 (21)を uj(hj)に関して最小

化すると，その極致条件より

uj(hj) =
∏
j∈H

exp
{(

βj +
∑

k∈H∂(j)
ωjkmj

)
hj

}
2 cosh

(
βj +

∑
k∈H∂(j)

ωjkmj

) (22)

を得る．ここでmj は

mj :=

∫ ∞

−∞

∑
h

hjT2(v,h)dv (23)

により定義されており，本節の平均場近似下での隠れ変数 hj

の近似期待値を表している．また，H∂(j)は集合H から要素 j

を除いた集合である．式 (22)を式 (23)に代入することにより

mj = tanh
(
βj +

∑
k∈H∂(j)

ωjkmk

)
(24)
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を得る．式 (24) は隠れ変数のみの周辺分布に対する平均場方

程式である．式 (24) を逐次代入法により数値的に解くことに

より，式 (6)で示されている隠れ変数の期待値の平均場近似に

よる近似値を得ることができる．

式 (24) の平均場方程式から得られるのは隠れ変数の近似期

待値のみであるので，可視変数については別途に計算する必要

がある．可視変数に対する近似期待値は以下のようにして得る

ことができる．∫ ∞

−∞

∑
h

viT2(v,h)dv = bi +
∑
j∈H

wijmj

であるから，式 (5)で示されている可視変数の期待値は

⟨vi⟩ ≈ µ̃i := bi +
∑
j∈H

wijmj (25)

により近似される．式 (25) から分かるように，可視変数の近

似期待値は平均場方程式 (24) の解の線形結合より直接求める

ことができる．

式 (24)と式 (25)を組み合わせることにより，式 (24)を

mj = tanh
(
cj +

∑
i∈V

wij

σ2
i

µ̃i −
∑
i∈V

w2
ij

σi
2
mj

)
(26)

のように書き換えることが可能である．つまり，式 (24) と式

(25)の代わりに，式 (26)と式 (25)を連立して可視変数と隠れ

変数の近似期待値を同時に解いても同じ解が得られる．式 (26)

と式 (25)を解くのに必要な計算量は O(|V ||H|)であり，3.1節
で導出した平均場近似の計算量と同等である．

4 KL 情報量の観点での 2 手法の定性的比較

3.1節と 3.2節で GBRBM に対する異なる 2 通りの平均場

近似を導出した．どちらも共に可視変数と隠れ変数の近似期待

値を計算することができる手法となっており，計算量も同等で

ある．では，どちらの手法の方がより精度の高い近似になって

いるのだろうか？直感的には平均場近似が施される変数の個数

が少ない 3.2節の方法の方がより良い手法になっていると期待

される．本節では KL 情報量の観点から定性的に両者を比較

し，この直感を後押しする結果を示す．

いま，n個の確率変数 x = {xi | i ∈ Ω = {1, 2, . . . , n}}に対
する任意の結合分布 P (x) を考える．ここで xi は i ごとに離

散・連続を含めて定義域が異なっていても構わない．変数番号

の全体の集合 Ω を A と B に分割する: A ⊂ Ω，B = Ω \ A．
そして Aに割り当てられた変数を xA で表し，同様に B に割

り当てられた変数を xB で表すこととする．

ここでテスト分布

Tall(x) := TA(xA)TB(xB) (27)

を用意する．TA(xA)と TB(xB)はそれぞれ xA と xB に関す

るテスト分布である*1．式 (27)のテスト分布と結合分布 P (x)

*1 TA(xA) と TB(xB) を変数ごとの因数分解の形で定義した場合が平均
場近似のテスト分布である．

の間の KL 情報量

Kall[TA, TB] :=
∑
x

Tall(x) ln
Tall(x)

P (x)
(28)

を最小とする Tall(x) が結合分布 P (x) の近似分布となる．こ

こで
∑

x は x の可能な全ての組み合わせに関する多重和を表

しており，連続変数の場合は積分となる．他方，xB について

のみ近似するためのテスト分布

Tpart(x) := P (xA | xB)TB(xB) (29)

を用意する．ここで P (xA | xB) は結合分布 P (x)から得られ

る真の条件付き分布である．式 (29) のテスト分布と結合分布

P (x)の間の KL 情報量

Kpart[TB ] :=
∑
x

Tpart(x) ln
Tpart(x)

P (x)

=
∑
xB

TB(xB) ln
TB(xB)

P (xB)
(30)

を最小とする Tpart(x) も結合分布 P (x) に対する近似分布で

ある．ここで P (xB)は P (x)の周辺分布である．

式 (28)と式 (30)の KL情報量について次の定理が成り立つ．

定理 式 (28) と式 (30) の KL 情報量に関して，任意の

結合分布 P (x)と任意の xA と xB の分割に対して不等式

minTA,TB
Kall[TA, TB] ≥ minTB

Kpart[TB]が成り立つ．

証明 式 (28)の KL 情報量の最小値は

min
TA,TB

Kall[TA, TB]

= min
TB

{
min
TA

∑
x

TA(xA)TB(xB) ln
TA(xA)

P (xA | xB)

+Kpart[TB]
}

(31)

と変形できる．ここで式 (31) を最小とする TB(xB) を

T †
B(xB)とする．明らかに

Kpart[T
†
B ] ≥ min

TB

Kpart[TB ] (32)

であるから，式 (31)と式 (32)より不等式

min
TA,TB

Kall[TA, TB ]

≥ min
TA

∑
x

TA(xA)T
†
B(xB) ln

TA(xA)

P (xA | xB)
+ min

TB

Kpart[TB ]

(33)

が成り立つ．次に式 (33)の右辺第 1 項に注目する．Y > 0に

対する不等式 lnY ≤ Y − 1を用いると

−
∑
x

TA(xA)T
†
B(xB) ln

P (xA | xB)

TA(xA)

≥
∑
x

TA(xA)T
†
B(xB)

(
1− P (xA | xB)

TA(xA)

)
= 0 (34)

が成り立つ．式 (33) と式 (34) より minTA,TB
Kall[TA, TB ] ≥

minTB
Kpart[TB]が導かれる． □
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図 3 bi の標準偏差 SD を変化させた場合の隠れ変数 hj の

期待値の MSE．

結合分布 P (x)を式 (2)，xA と xB をそれぞれ可視変数と隠

れ変数と読み替えることにより，上述の定理より直ちに次が導

かれる．

系 式 (9) と式 (19) の KL 情報量に関して，不等式

minQ,U K1[Q,U ] ≥ minU K2[U ]が成り立つ．

この系により 3.1節の平均場近似より 3.2節の平均場近似の方

が KL 情報量をより小さくすることが分かる．これはつまり，

3.2節の平均場近似により求まる近似分布の方が KL 情報量の

尺度で真の分布により近いということを意味している．

5 数値実験

本節では人工データに対する数値実験を用いて，3.1節と 3.2

節で導出した 2 種類の平均場近似を定量的に比較する．

式 (2) の GBRBM において可視変数の個数を 24 個，隠れ

変数の個数を 12 個とする．この GBRBM は比較的小さいサ

イズであるので，可視変数と隠れ変数の期待値を式 (5) と式

(6) に従い厳密に計算可能である．この GBRBM 上で 3.1 節

と 3.2節の 2 種類の平均場近似を実行し，厳密な期待値とその

近似値との間の平均二乗誤差 (mean square error; MSE) によ

り定量的な近似性能を測ることとする．以下の数値実験では全

ての i ∈ V で σ2
i = 1としている．

図 3と図 4は c，w を N (x | 0, 0.12)のガウス分布からそれ
ぞれ独立に生成し，可視変数のバイアス bを N (x | 0, SD2)か

ら生成した場合の隠れ変数と可視変数の MSE を SD に対して

それぞれ示している．プロットは 10000 回の試行の平均であ

る．グラフ中の “all”は 3.1節の平均場近似による結果であり，

“part” は 3.2 節の平均場近似による結果を表している． 図 3

と図 4より，3.2節の方法の方が高精度の近似値となっている

ことが分かる．

図 5と図 6は b，w を N (x | 0, 0.12)のガウス分布からそれ
ぞれ独立に生成し，隠れ変数のバイアス cを N (x | 0,SD2)か

ら生成した場合の隠れ変数と可視変数の MSE を SD に対して

それぞれ示している． 図 5と図 6も図 3と図 4と同様の傾向
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図 4 bi の標準偏差 SD を変化させた場合の可視変数 vi の

期待値の MSE．
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図 5 cj の標準偏差 SD を変化させた場合の隠れ変数 hj の

期待値の MSE．
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図 6 cj の標準偏差 SD を変化させた場合の可視変数 vi の

期待値の MSE．

で 3.2節の方法の方が高精度の近似値となっていることが確認

できる．

図 7 と図 8 は b，c を N (x | 0, 0.12) のガウス分布からそ
れぞれ独立に生成し，可視変数と隠れ変数の間の結合 w を

N (x | 0, SD2)から生成した場合の隠れ変数と可視変数の MSE

を SD に対してそれぞれ示している． SD の増加に伴い性能が

急速に落ちていくが，やはりここでも 3.2 節の方法の方が 3.1

節の方法を上回る近似精度を示している．
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図 7 wij の標準偏差 SD を変化させた場合の隠れ変数 hj の

期待値のMSE平均
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図 8 wij の標準偏差 SD を変化させた場合の可視変数 vi の

期待値のMSE平均

6 まとめ

本論文では GBRBM に対する 2 種類の平均場近似を考え，

両者を定性的視点・定量的視点の双方から比較した．その結果，

3.2 節で導出した隠れ変数のみの周辺分布に対して平均場近似

を適用する方法が，3.1節の平均場近似よりも，定性的・定量的

比較の両方で優れた近似計算アルゴリズムであることが分かっ

た．特に，4節で示した議論は KL 情報量を基礎とした定性的

比較であるが，平均場近似の性能について数理的に考察できる

例はほとんどないため，その意味では非常に貴重な例であると

考えられる．

今後は TAP 近似 [11]などの平均場近似を超えたより高次の

近似の GBRBM に対する適用が課題である．
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