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1 序論

戦略的な行動をするエージェントの集団に対して，集団と

しての意思決定方式 (メカニズム) を導入すると，何らかの社

会的な結果が得られる．社会的に望ましい結果を得られるよ

うにメカニズムを設計することは，メカニズムデザイン (制度

設計) と呼ばれ，ミクロ経済学，ゲーム理論の一分野として活

発に研究が行われている [6, 9, 12]．

金銭による補償を用いることなく，参加者の保有する財を

再分配する問題は交換問題と呼ばれる．現実での交換問題の

例は多く存在し，住宅市場における住宅交換，腎臓移植にお

ける患者とドナーのマッチング等が挙げられる．本研究では，

各参加者が複数の非分割財を保有し，財の組合せ（バンドル）

に対する選好順序を持つ交換問題に適用可能な交換ルール（メ

カニズム）の設計に着目する．

交換ルールに望まれる性質として，(i) 個人合理性，(ii) パ

レート効率性，(iii) 戦略的操作不可能性，が挙げられる．個

人合理性は交換に参加することで損しないことを保証する性

質であり，パレート効率性は社会的余剰の観点で最適な結果

が得られることを保証する性質である．また，戦略的操作不

可能性は参加者が虚偽の選好を表明する誘因を持たないこと

を保証する性質である．しかしながら，これらの性質を満た

す交換ルールであっても，参加者や財の数に関して計算量が

指数的に増加するならば，計算コストは非常に大きくなり，実

用的ではない．したがって，参加者や財の数に関して多項式

時間で計算可能である交換ルールが望まれる．

盛んに研究されてきた交換問題の一つに，住宅交換 [10] が

挙げられる．住宅交換においては，参加者は 1 財のみ保有

し，参加者が財に対して厳密な選好順序を持つ．Gale の top-

trading-cycles (TTC) アルゴリズムに基づいた交換ルールは

個人合理性，パレート効率性，戦略的操作不可能性を同時に

満たす唯一の交換ルールであり [5]，多項式時間で計算可能で

ある．したがって，住宅交換に対して，TTC に基づいた交換

ルールは非常に優れた交換ルールとされる．

住宅交換の自然な拡張として，参加者が複数の財を保有す

る交換問題が考えられる．しかしながら，文献 [11]の結果に

よれば，2 財以上保有する参加者が存在する場合，個人合理

性，パレート効率性，戦略的操作不可能性を同時に満たす交換
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ルールは存在しない．したがって，参加者が複数財を保有す

る交換問題に対して，非常に優れた交換ルールは存在しない．

さらに，文献 [1] によれば，加法的選好順序ドメインのもとで

あっても，P ̸= NP ならば，パレート効率的かつ多項式時間で

計算可能である交換ルールは存在しないことが示されている．

また，インターネットを介した財の再分配を実現する場合，

選好順序だけでなく，保有している財も私的情報と考えるの

が自然である．さらに，交換ルールは実際の参加者を観測で

きないと考えられる．したがって，参加者は財の隠蔽や一人

の参加者が複数のアカウントを用いて複数の参加者であるか

のように振舞う名義の分割が可能となる．このような不正行

為に対して頑健なメカニズムを議論することは重要な課題と

して認知されている．とくにオークションの研究分野におい

ては，名義の分割（架空名義入札）に対して頑健なオークショ

ンメカニズムがすでにいくつか提案されてきた [13]．しかし

ながら，交換問題において，このような不正行為に対して頑健

な交換ルールについての議論はほとんどなされていなかった．

本論文では，多項式時間で計算可能な交換ルールを設計す

るため，経済学において盛んに研究されている辞書式選好順

序ドメイン [8] に着目する．辞書式選好順序ドメインのもと

で，個人合理性とパレート効率性を同時に満たし，多項式時間

で計算可能な交換ルールを設計する．さらに，戦略的操作不

可能性の代わりとして，文献 [7]と同様，自身の効用を増加さ

せる虚偽の選好の計算複雑性に関して検討を行う．より詳細

には，設計したルールに関して，P ̸= NP ならば，参加者の効

用を増加させる虚偽の選好を計算する多項式時間アルゴリズ

ムは存在しないことを示す．計算コストを考慮する際，その

ような虚偽の選好を求める問題が計算困難ならば，参加者は

虚偽の選好表明を行わないと考えられる．また，虚偽の選好

表明による効用の増加の限界に関しても議論する．

さらに，本論文では，財の隠蔽や名義の分割に関する検討も

行う．より詳細には，設計した交換ルールに関して，以下を示

す: (i) 財の隠蔽で得られるバンドルは名義の分割でも得るこ

とができる，(ii) 名義の分割で得られるバンドルは虚偽の選好

表明でも得ることができる．さらに，そのような不正行為の

変換は多項式時間で計算可能であることを示す．したがって，

設計したルールに関して，自身の効用を増加させる名義の分

割も計算困難と考えられる．また，効用の増加の限界に関し

て，虚偽の選好表明より効用を増加できないことを示す．
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2 準備

2.1 モデル

潜在的な参加者の集合を N , 財の集合を K，バンドルに

対する厳密な選好順序のドメインを R とする．交換問題は

組 (N, e,R) で定義される．N ⊆ N であり，実際の参加者
の集合を表す．便宜のため，N = {1, . . . , n} とする．割当
x = (x1, . . . , xn) は以下の条件を満たすバンドルの組である:

(i)
∪

i∈N xi ⊆ K，(ii) 任意の参加者 i, j( ̸= i) ∈ N に関し

て，xi ∩ xj = ∅．ここで，xi は 参加者 i ∈ N に対するバン

ドルの割当を表す．割当の集合を XN とし，X =
∪

N⊆N XN

とする．e ∈ XN であり，初期保有バンドルの組を表す．

R = (R1, . . . , Rn) ∈ Rn であり，選好順序の組を表す（Ri は

参加者 i ∈ N の選好順序を表す）．バンドル L,L′ ⊆ K に関

して，参加者 i ∈ N が L を L′ より厳密に好むことを LPiL
′,

同等以上に好むことを LRiL
′ で表す．参加者 i ∈ N , 選好

順序 R′
i ∈ R に関して，(R1, . . . , Ri−1, R

′
i, Ri+1, . . . , Rn) を

(R′
i, R−i) で表す．交換問題の集合を E で表す．

2.2 選好順序

定義 1 (加法的選好順序). 式（1）を満たす関数 vi : K → R+

が存在する選好順序 Ri ∈ R を加法的選好順序という．

∀L,L′ ⊆ K,LRiL
′ ⇔

∑
k∈L

vi(k) ≥
∑
k∈L′

vi(k). (1)

加法的選好順序ドメインを A で表す．さらに，R = A の

ときの交換問題の集合を EA で表す．

定義 2 (辞書式選好順序). 式（1）を満たす全単射 vi : K →
{2l | l ∈ {0, 1, . . . , |K| − 1}} が存在する加法的選好順序
Ri ∈ A を辞書式選好順序という．

辞書式選好順序ドメインを L で表す．さらに，R = L の

ときの交換問題の集合を EL で表す．また，辞書式選好順序

Ri は K の順列に対応付けられるので，α, β, γ を財として，

Ri : α ≻ β ≻ γ ≻ · · · のように表す．
2.3 交換ルールの性質

交換ルールは以下の条件を満たす関数 f : E → X である:

任意の E = (N, e,R) ∈ E に関して，
∪

i∈N ei =
∪

i∈N fi(E)．

ここで，y = f(E) とするとき，yi を fi(E) で表す．

定義 3 (個人合理性). 以下の条件を満たす交換ルール f は個

人合理性を満たすという: 任意の E = (N, e,R) ∈ E に関し
て，∀i ∈ N, fi(E)Riei が成り立つ．

すなわち，個人合理性を満たす交換ルールは以下を保証す

る: 各参加者は初期保有バンドルより同等以上に好むバンド

ルを得る．したがって，各参加者は個人合理性を満たす交換

ルールに参加しない誘因を持たない．

定義 4 (パレート効率性). 参加者の集合 N ⊆ N , 割当 x, y ∈
XN に関して，以下の条件を満たすとき，x は y にパレート

弱支配されるという: (i) ∀i ∈ N, yiRixi, (ii) ∃j ∈ N, yjPjxj .

以下の条件を満たす交換ルール f はパレート効率性を満たす

という: 任意の E = (N, e,R) ∈ E ,
∪

i∈N yi =
∪

i∈N ei を満

たす 任意の y ∈ XN に関して，f(E) は y にパレート弱支配

されない．

すなわち，パレート効率性を満たす交換ルールの出力につ

いて，以下が保証される: 各参加者の効用を減少させることな

く，ある参加者の効用を増加させる割当は存在しない．

定義 5 (戦略的操作不可能性). 以下の条件を満たす交

換ルール f は戦略的操作不可能性を満たすという: 任

意の E = (N, e,R) ∈ E , i ∈ N , R′
i ∈ R に関して,

E′ = (N, e, (R′
i, R−i)) とするとき，fi(E)Rifi(E

′).

各参加者の選好順序を私的情報と考える場合，真の選好順

序の組が交換ルールに入力されるとは限らない．しかし，戦

略的操作不可能性を満たす交換ルールを用いる場合，各参加

者は虚偽の選好を表明する誘因を持たない．

Sönmez [11] の結果によれば，辞書式選好順序ドメインの

もとであっても，個人合理性，パレート効率性，戦略的操作不

可能性を同時に満たす交換ルールは存在しない．本論文では

個人合理性とパレート効率性を満たす交換ルールに着目する．

3 Augmented Top-Trading-Cycles Rule

本章では，以下の性質を持つ交換ルールを設計する: (i) 個

人合理性，(ii) パレート効率性，(iii) 多項式時間で計算可能．

各参加者が厳密な選好順序を持つ場合，以下の TTC アルゴ

リズムをもとにした単一財交換ルール（各参加者がただ 1 つ

の財を保有する場合のみ適用可能な交換ルール）は (i)～(iii)

を満たすことが知られている．

定義 6 (Top-Trading-Cycles). バンドル L ⊆ K，L に対

する線形順序の組 (≻k)k∈L に関して，Gale の top-trading-

cycles(TTC) アルゴリズム τ は以下のように動作する．

1. 有向グラフ G = (L, {(k, k′) | k, k′ ∈ L, ∀k′′ ∈ L \
{k′}, k′ ≻k k′′}) を計算する．

2. G のサイクルを構成する辺の集合を C とする．各

(k, k′) ∈ C に関して，k に k′ を割り当て，L← L \ {k}
とする．

3. L = ∅ ならば，終了．そうでなければ，1.に戻る．

財 k ∈ L に対する TTC アルゴリズムによる割当を

τk(L, (≻k′)k′∈L) で表す．

本論文では，参加者が複数財を保有する場合にも適用で

きるように TTC アルゴリズムを拡張した augmented top-

trading-cycles (ATTC) ルール†を提案する．

定義 7 (Augmented Top-Trading-Cycles). E = (N, e,R) ∈

† 設計する交換ルールの計算アルゴリズムに関して，本論文の興味の対
象外である．したがって，アルゴリズムではなくルールと呼ぶ．
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E に関して，L =
∪

i∈N ei とする．k ∈ ei に関して，≻k を

Ri と整合する L に対する線形順序とする（i.e., ∀k′, k′′ ∈
L, {k′}Pi{k′′} ⇔ k′ ≻k k′′）．augmented top-trading-cycles

(ATTC) ルール φ は以下で定義される．

φi(E) =
∪
k∈ei

τk(L, (≻k′)k′∈L)．

すなわち，選好順序が Ri である参加者 i に関して，i の保

有する財に Ri と整合する線形順序を与える．その後，TTC

アルゴリズムにより財の割当を行い，i が保有していた財に割

り当てられた財を i が得るという交換ルールである．

TTC アルゴリズムは多項式時間アルゴリズムであるため，

ATTC ルールは多項式時間で計算可能である．本論文では

ATTC ルールを TTC アルゴリズムにより計算すると仮定す

る．次章以降で，ATTC ルールの性質について述べる．

4 パレート効率性

本章では ATTC ルールがパレート効率性を満たす選好順序

のドメインについて議論する．

4.1 加法的選好順序

以下の例が示すように，加法的選好順序ドメインのもとで

ATTC ルールはパレート効率性を満たさない．

例 1. E = (N, e,R) ∈ EA , N = {1, 2}, e1 = {α, β}, e2 =

{γ} とし，R1, R2 ∈ A は以下の関数 v1, v2 により与えられ

る加法的選好順序とする:

v1(α) = 2, v1(β) = 4, v1(γ) = 8，

v2(α) = 2, v2(β) = 4, v2(γ) = 5．

このとき，φ(E) = ({α, β}, {γ}) となる（交換を行わない）
が，φ(E) は割当 ({γ}, {α, β}) にパレート弱支配される．

例 1 は ATTC ルールがパレート効率性を満たさないこと

を示しているにすぎない．一般には，初期保有バンドルの組

に対して，パレート改善される割当が存在しなくなるまで，パ

レート改善する割当を繰り返し計算することで，パレート効

率的な割当を得ることができる．しかしながら，文献 [1]の結

果によれば，加法的選好順序ドメインのもとでパレート改善

する割当の存在を判定する問題は NP 完全であることが示さ

れている．したがって，パレート効率的な割当を多項式時間

で計算するアルゴリズムは存在しないと考えられる．

4.2 辞書式選好順序

前節の結果より，加法的選好順序ドメインのもとで，ATTC

ルールはパレート効率性を満たさたない．しかしながら，加

法的選好順序ドメインのサブドメインである辞書式選好順序

ドメインのもとでは，以下の定理が成り立つ．

定理 1. 辞書式選好順序ドメインのもとで，ATTC ルールは

パレート効率性を満たす．

証明. 交換問題 E = (N, e,R) ∈ EL に関して，x = φ(E) と

する．xは割当 y ∈ XN にパレート弱支配されると仮定する．

t ∈ {1, 2, . . .} に関して，ATTC ルールの t 回目のラウンド

で財が割り当てられる参加者の集合を St とし，参加者 i ∈ St

に割り当てられる財を gti とする．ここで，1 回のラウンドで

2 個以上の財が同一の参加者に割り当てられることはないこ

とに注意されたい．命題 Ht を ∀i ∈ St, gti ∈ yi とし，数学的

帰納法より，H1,H2, . . . が真であることを示す．

■基底段階 ATTC ルール，辞書式選好順序の定義より，参

加者 i ∈ S1 に関して，g1i /∈ yi ならば，xiPiyi が成り立つ．

これは x は y にパレート弱支配されるという仮定に反する．

したがって，g1i ∈ yi が成り立ち，H1 は真である．

■帰納段階 H1, . . . , Ht−1 が真と仮定し，Ht が真であること

を示す．ATTC ルールの定義より，参加者 i ∈ St, {k}Pi{gti}
を満たす財 k ∈

∪
i∈N ei に関して，gt

′

j = k なる t′ < t, j ∈ N

が存在する．よって，帰納法の仮定より，j ̸= i ならば k /∈ yi

を満たす．したがって，gti /∈ yi ならば，xiPiyi が成り立つ．

これは x は y にパレート弱支配されるという仮定に反する．

したがって，gti ∈ yi が成り立ち，Ht は真である．

H1,H2, . . . が真であることから，xi = yi が成り立つ．こ

れは x は y にパレート弱支配されるという仮定に反する．し

たがって，x は任意の割当にパレート弱支配されない．

また，ATTC ルールの定義より，辞書式選好順序ドメイン

のもとで，ATTC ルールは個人合理性を満たす．しかしなが

ら，ATTC ルールは個人合理性とパレート効率性を満たす唯

一の交換ルールでない．したがって，本研究のモデルにおい

て，ATTC ルールは優れたルールの一つにすぎない．

5 虚偽の選好表明

文献 [11] の示した結果より，辞書式選好順序ドメインのも

とであっても，ATTC ルールは戦略的操作不可能性を満たさ

ない．本章では，ATTC ルールにおける虚偽の選好表明の誘

因について議論する．

また，以下のように記法の簡単化を行う: 交換問題

E = (N, e,R), 選好順序 R′
i ∈ R に関して，交換問題

E′ = (N, e, (R′
i, R−i)) を (R′

i | E) で表す．

5.1 効用を増加させる虚偽の選好の計算複雑性

計算コストを考慮する際，自身の効用を増加させる虚偽の

選好を求める問題が計算困難ならば，参加者は虚偽の選好表明

を行わないと考えられる．そこで，本節では ATTC ルールに

おける自身の効用を増加させる虚偽の選好の計算複雑性につ

いて議論する．具体的には，ATTC ルールにおいて，P ̸= NP

ならば自身の効用を増加させる虚偽の選好を求める問題を解

く多項式時間アルゴリズムは存在しないことを示す．

定義 8 (ATTC 効用増加問題).

入力 E = (N, e,R) ∈ EL , i ∈ N．

出力 以下の条件を満たす R′
i ∈ L :

φi(R
′
i | E)Piφi(E).

ただし，そのような R′
i が存在しないならば “None”．
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図 1 ATTC 効用増加問題の例

例 2. E = (N, e,R) ∈ EL , N = {1, . . . , 6},

e1 = {χ1, χ2, χ̄1}, R1 : g1 ≻ g2 ≻ χ2 ≻ χ̄1 ≻ · · ·
e2 = {α}, R2 : χ1 ≻ β ≻ · · ·
e3 = {β}, R3 : α ≻ γ ≻ · · ·
e4 = {γ}, R4 : β ≻ χ̄1 ≻ · · ·
e5 = {g1}, R5 : α ≻ χ2 ≻ · · ·
e6 = {g2}, R6 : g1 ≻ γ ≻ · · ·

とする．図 1 はこの交換問題を表しており，実線の矢印は始

点の財を保有する参加者が終点の財を最も好むことを表す．

同様に，破線の矢印は 2 番目に好むことを表す．

参加者 1 が真の選好順序 R1 を表明した場合，g1, χ2, χ̄1 を

得る．参加者 1 が虚偽の選好順序 R′
1 : χ1 ≻ g1 ≻ g2 ≻ · · · ,

を表明した場合，g1, g2, χ1 を得る．したがって，R′
1 はこの

問題に対する出力である．

例 2 において，χ1 を g1 と交換すると，χ̄1 は g2 と交換で

きない．一方，χ1 を 自身と交換するよう虚偽の選好表明を行

うことで，χ̄1 を g2 と交換することができ，g1 と g2 を得る

ことができる．このように，ATTC 効用増加問題は SAT と

関連性を持つ．

よく知られた NP 完全問題であるMonotone 3-SAT [2]

に関して，例 2を一般化することで，ATTC 効用増加問題の

計算複雑性を示す．

定義 9 (Monotone 3-SAT).

入力 変数の集合 U，U に関する節の集合 C = {c1, . . . , cm}．
ただし，各節の含むリテラルの数は 3 であり，各節の含

むリテラルはすべて正リテラルまたは負リテラルである．

出力 C の各節を充足する U の各変数に対する真理値割当が

存在するならば “Yes”，そうでなければ “No”．

定理 2. P ̸= NP ならば，ATTC 効用増加問題を解く多項式

時間アルゴリズムは存在しない．

証明. ATTC 効用増加問題を解く多項式時間アルゴリズム A

が存在すると仮定する．背理法より，NP 完全である Mono-

tone 3-SAT を解く多項式時間アルゴリズムが存在するなら

ば，定理は示される．

■Monotone 3-SAT から ATTC 効用増加問題への変換

節 cr ∈ C は c1r ∨ c2r ∨ c3r で表されるとする．−→∞ = (∞,∞) と

する．簡単のため, リテラル λ に関して，λ が正リテラルなら

ば真となる述語を ρ(λ) とし，さらに，以下の関数を導入する:

first(λ) = arg min
(r,l)∈{(r′,l′)|cl′

r′=λ}∪{−→∞}
r,

next(λ, r′′) = arg min
(r,l)∈{(r′,l′)|cl′

r′=λ,r′>r′′}∪{−→∞}
r.

各 r ∈ {1, . . . ,m} に関して，財 gr を導入する．各 r ∈
{1, . . . ,m}, l ∈ {1, 2, 3} に関して，財 klr, p

l
r, π

l
r, χ

l
r を導入す

る．ρ(clr)が真，ρ(c
l′

r′)が偽となるような各 r, r′ ∈ {1, . . . ,m},
l, l′ ∈ {1, 2, 3} に関して，財 αr,l

r′,l′ , β
r,l
r′,l′ , γ

r,l
r′,l′ を導入する．

各 r ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, 2} に関して，財 ql,l+1
r を導入する．

参加者 i を導入し，ei = {χl
r | r ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, 2, 3}}

とする．χl
r 以外の各財に対応した参加者を導入し，i 以外の

参加者は対応する財のみ保有する．

以降，選好順序を組で表す．例えば，Rj : α ≻ β ≻ γ ≻ · · ·
を (α, β, γ) で表す．さらに，財 k を保有する参加者の選好順

序を R(k) で表す．各参加者の選好順序を以下で定める:

R(gr) =

{
(k11, k

2
1, k

3
1, g1) if r = 1

(gr−1, k
1
r , k

2
r , k

3
r , gr) if r ∈ {2, . . . ,m},

R(klr) =


(plr, k

l
r) if first(¬clr) = −→∞

(αr,l
r′,l′ , k

l
r) if first(¬clr) = (r′, l′) ̸= −→∞∧ ρ(clr)

(γr′,l′

r,l , klr) if first(¬clr) = (r′, l′) ̸= −→∞∧ ¬ρ(clr),

R(αr,l
r′,l′) =

{
(plr, β

r,l
r′,l′ , α

r,l
r′,l′) if next(cl

′

r′ , r
′) = (r′′, l′′) = −→∞

(αr,l
r′′,l′′ , β

r,l
r′,l′ , α

r,l
r′,l′) if next(cl

′

r′ , r
′) = (r′′, l′′) ̸= −→∞,

R(βr,l
r′,l′) = (αr,l

r′,l′ , γ
r,l
r′,l′ , β

r,l
r′,l′),

R(γr,l
r′,l′) =

{
(βr,l

r′,l′ , p
l′

r′ , γ
r,l
r′,l′) if next(clr, r) =

−→∞
(βr,l

r′,l′ , γ
r′′,l′′

r′,l′ , γr,l
r′,l′) if next(clr, r) = (r′′, l′′) ̸= −→∞,

R(plr) =


(π1

r , q
1,2
r , p1r) if l = 1

(q1,2r , π2
r , q

2,3
r , p2r) if l = 2

(q2,3r , π3
r , p

3
r) if l = 3,

R(ql,l+1
r ) =

{
(p1r, p

2
r, q

1,2
r ) if l = 1

(p2r, p
3
r, q

2,3
r ) if l = 2,

R(πl
r) =

{
(χl

1, π
l
1) if r = 1

(gr−1, χ
l
r, π

l
r) if r ∈ {2, . . . ,m},

Ri = (g1, . . . , gm, χ1
m, χ2

1, χ
3
1, χ

2
2, χ

3
2, . . . , χ

2
m, χ3

m).

図 2 は変換された交換問題を表しており，実線の矢印は始

点の財を保有する参加者が終点の財を最も好むことを表す．

同様に，破線の矢印は 2 番目に好むこと，点線の矢印は 3 番

目に好むこと，一点鎖線の矢印は 4 番目に好むことを表す．

以上より，与えられた Monotone 3-SAT から ATTC 増

加問題への変換が定義された．財の数は O(m2) より，この変

換は多項式時間で計算可能であることに注意されたい．
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図 2 Monotone 3-SAT から ATTC 効用増加問題への変換

■変換の対応関係 前述の変換に関して，変換前と変換後

の問題の対応について議論する．具体的には，φi(E) =

{g1, . . . , gm−1, χ
1
m, χ2

1, χ
3
1, χ

2
2, χ

3
2, . . . , χ

2
m, χ3

m} を満たす交換
問題 E を入力とする変換後の ATTC 効用増加問題に関し

て，以下を示す: 変換後の ATTC 効用増加問題が出力 R′
i

を持つならば，そのときに限り，変換前の Monotone 3-

SAT の出力は “Yes” である．辞書式選好順序であること

から，変換後の ATTC 効用増加問題の出力 R′
i に関して，

{g1, . . . , gm} ⊆ φi(R
′
i | E) を満たす．また，一般性を失うこ

となく，c1, . . . , cz を正リテラルのみ含む節とし，cz+1, . . . , cm

を負リテラルのみ含む節と仮定する．

変換前の Monotone 3-SAT の出力を “Yes” と仮定す

る．このとき，各節を充足する各変数に対する真理値割当が

存在する．真を割り当てる変数の集合を U ′，偽を割り当て

る変数の集合を Ū ′ で表す．各 u′ ∈ U ′, ū′ ∈ Ū ′ に関して，

clr = ¬u′ または clr = ū′ であるような (r, l) の集合を I− で
表す．さらに {χl

r | (r, l) ∈ I−} を L = {κ1, . . . , κ|I−|} で表
す．R′

i : κ1 ≻ · · · ≻ κ|I−| ≻ g1 ≻ · · · ≻ gm ≻ · · · とすると
き，φi(R

′
i | E)Piφi(E) が成り立つことを示す．

ATTC の定義より，κ1, . . . , κ|I−| は自身と交換される．g1

から χ1
1 に至るパスが存在することから，c11 が真のとき，χ1

1

が g1 と交換される．c11 が偽のとき，χ1
1，π1

1 の順で自身と交

換される．さらに，p11 は q1,21 と交換され，α1,2
r,l は β1,2

r,l と交換

される．したがって，k11 は自身と交換され，g1 から χ2
1 に至

るパスが現れる（q1,21 が存在しないため，p21 は π2
1 を最も好む

ようになることに注意されたい）．よって，c21 が真のとき，χ
2
1

が g1 と交換される．同様に，c21 が偽のとき，χ
3
1 が g1 と交換

される．各節を充足する真理値割当であることから，χ1
1, χ

2
1,

χ3
1 のいずれかが g1 と交換される．g1 が存在しないため，g2

は g1 を最も好み，πl
2 は χl

2 を最も好む．したがって，g1 と同

様に，χ1
2, χ

2
2, χ

3
2 のいずれかが g2 と交換される．g3, . . . , gz

についても同様である．clz+1 が真のとき，c
1
z+1 = ¬clr を満た

す (r, l) に関して，χl
r は自身と交換されることから，αr,l

z+1,1

は βr,l
z+1,1 と交換される．したがって，γr,l

z+1,1 は p1z+1 または

γ
next(¬clr,r)
z+1,1 を最も好むため，gz+1 から χ1

z+1 に至るパスが

存在し，χ1
z+1 は gz+1 と交換される．c2z+1, c

3
z+1 に関しても

同様である．clr に関しても同様である（r ∈ {z + 2, . . . ,m},
l ∈ {1, 2, 3}）．以上より，{g1, . . . , gm} ⊆ φi(R

′
i | E) が成り
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立ち，φi(R
′
i | E)Piφi(E) を満たす．

変換後の ATTC 効用増加問題に関して，出力 R′
i が存在す

ると仮定する．g1 と交換可能な参加者 i の財は χ1
1, χ

2
1, χ

3
1

のいずれかである．g1 を参加者 i の財と交換した場合，g2 と

交換可能な参加者 i の財は χ1
2, χ

2
2, χ

3
2 のいずれかである．同

様に，g1, . . . , gl−1 をそれぞれ参加者 i の財と交換した場合，

gl と交換可能な参加者 i の財は χ1
l , χ

2
l , χ

3
l のいずれかであ

る．必要性と同様の議論により，χl
r が gr と交換された場合，

cl
′

r′ = ¬clr を満たす (r′, l′) に関して，χl′

r′ は gr′ と交換不可能

である．以上より，各変数 u ∈ U に関して，clr = u かつ χl
r

が gr と交換される (r, l) が存在するならば u に真を割り当

て，clr = ¬u かつ χl
r が gr と交換される (r, l) が存在するな

らば u に偽を割り当てる真理値割当（それ以外の変数に対す

る割当は任意）は変換前の Monotone 3-SAT を充足する．

■Monotone 3-SAT を解くアルゴリズム 存在を仮定した

アルゴリズム A を用いて，以下のアルゴリズムを定義する．

1. U , C を入力とする Monotone 3-SAT に関して，論理

式 (c11 ∧ · · · ∧ c1r) が恒偽式でないような最大の r を r′ と

する．r′ = m ならば “Yes” を出力し，停止する．そう

でなければ C ′ = {c1, . . . , cr′+1} とする．
2. U , C ′ を入力とする Monotone 3-SAT に関して，前

述の変換により得られる交換問題を Er′ とする．Er′ を

入力とする ATTC 効用増加問題を アルゴリズム A を用

いて解き，R′
i を得る．解が存在しないならば，“No” を

出力し，停止する．

3. 交換問題 (R′
i | Er′) に対する ATTC ルールの手続きに

おいて，各 r ∈ {1, . . . , r′ + 1} 関して，gr と交換した財

を χl
r とする．各節 cr に関して，リテラル clr をその節

の先頭に移動させ，1.に戻る．

Monotone 3-SAT の定義より，1. の条件を満たすとき，

変換前の問題の出力は “Yes” である．ここで，アルゴリズム

の動作により，C に含まれる節のリテラルの順序が入れ替わ

る可能性はあるが，論理式として元の問題と等価であること

に注意されたい．2. において，A を用いて解いた問題は変

換前の問題の一部の節を充足させる問題である（φi(Er′) =

{g1, . . . , gr′ , χ1
r′+1, χ

2
1, χ

3
1, . . . , χ

2
r′+1, χ

3
r′+1} を満たすことに

注意されたい）．したがって，A を用いて解が存在しないなら

ば，変換前の問題の出力は “No” である．3. において，変換

の対応関係の議論より，{g1, . . . , gr′+1} ⊆ φi(R
′
i | Er′) を満

たす．したがって，各 r ∈ {1, . . . , r′ +1} に関して， gr と交

換される財 χl
r は存在する．さらに，リテラルの順序の入れ替

えにより，次のループの 1. で計算される r′ は現在のループ

で計算された r′ より大きくなる．以上より，このアルゴリズ

ムは常に停止し，出力も正しい．

Monotone 3-SAT から ATTC 効用増加問題への変換，

3. におけるリテラルの交換は多項式時間で計算される．また，

ATTC ルールの計算は多項式時間で可能である．ループ回数

は高々 m 回であることから，このアルゴリズムは多項式時間

アルゴリズムである．

以上より，ATTC 効用増加問題を解く多項式時間アルゴリ

ズムが存在すると仮定すると，Monotone 3-SAT を解く多

項式時間アルゴリズムが存在する．

定理 2より，辞書式選好順序ドメインのもとで，ATTCルー

ルにおける自身の効用を増加させる虚偽の選好を求める問題

は計算困難と考えられる．

5.2 虚偽の選好表明による効用の増加

本節では，虚偽の選好表明による効用の増加の限界につい

て議論する．以下の定理が示すように，真の選好表明により

得られる財のうち最も好む財を k とするとき，いかなる虚偽

の選好表明を行っても k より好む財を得ることはできない．

定理 3. 任意の交換問題 E = (N, e,R) ∈ EL , 任意の参

加者 i ∈ N , 任意の選好順序 R′
i ∈ L に関して，∀k′ ∈

φi(E), {k}Pi{k′} を満たす財 k ∈ φi(R
′
i | E) は存在しない:

証明. 交換問題 E に関して，参加者 i ∈ N が財を得る ATTC

ルールの最初のラウンドを r とする．r より前のラウンドで

割り当てられた財の集合を K ′ で表す．ATTC ルールの定

義より，r 回目のラウンドで参加者 i に割り当てられた財は

K \ K ′ に含まれる財のうち，i が最も好む財である．した

がって，任意の選好順序 R′
i ∈ L，任意の財 k ∈ K ′ に関し

て，k /∈ φi(R
′
i | E) を示せばよい．

交換問題 Ē ∈ EL に関して，ATTC ルールの t 回目のラ

ウンドで構成されるサイクルに含まれる財の集合を Lt(Ē) で

表す．t ∈ {1, . . . , r − 1} に関して，命題 Ht を以下のよう

に定める: 財 k ∈ K ′ に関して，k ∈ Lt(E) ならばそのと

きに限り E′ に関しても，k ∈ Lt(E′)．数学的帰納法より，

H1, . . . , Hr−1 が真であることを示す．

■基底段階 財 k ∈ K ′ を始点とする有向辺は，参加者 i の

選好順序に依存しない．したがって，任意の財 k ∈ L1(E) に

関して，k ∈ L1(E′) である．また，ATTC の定義より，財

k ∈ K ′ を保有する参加者の選好順序 Rj に関して，{k′}Pj{k}
を満たすならば，k′ ∈ K ′ である．よって，財 k /∈ L1(E) を

始点とし，参加者 i が保有する財を終点とする有向辺は存在し

ない．したがって，k′ ∈ K ′, k′ ∈ L1(E′) を満たす財 k′ に関

しても，k′ ∈ L1(E) が成り立つ．以上より，H1 は真である．

■帰納段階 H1, . . . , Ht−1 が真と仮定し，Ht が真であるこ

とを示す．H1, . . . , Ht−1 が真であることから，交換問題 E

と E′ に関して，ATTC ルールの t 回目のラウンド開始時点

で割り当てられていない，かつ，K ′ に含まれる財の集合は等

しい．よって，基底段階と同様の議論により，Ht は真である．

H1, . . . , Hr−1 が真であるため，k /∈ φi(E
′) が成り立つ．

辞書式選好順序を持つ参加者のバンドルに対する効用は，最

も好む財に大きく依存する．したがって，定理 3 より，最適

な虚偽の選好を求めることができたとしても，計算コストに

見合うことは多くないと考えられる．
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6 財の隠蔽と名義の分割

本章では，初期保有バンドルが私的情報であり，真の（実際

に参加する）参加者の集合を交換ルールは知ることができな

いケースを考える．このケースにおいて，参加者は財の隠蔽

や名義の分割を行うことが可能であるため，これらの不正行

為の影響について議論する．

6.1 記法の定義

財の隠蔽 バンドル ei ⊆ K に関して，財の隠蔽 hi = (eri , e
w
i )

は以下の条件を満たすバンドルの組である: (i) ewi ⊆ ei,

(ii) eri = ei \ ewi . eri は公開するバンドルを表す．ewi は隠

蔽するバンドルを表す．財の隠蔽の集合を H(ei) とする．
名義の分割 バンドル ei ⊆ K に関して，m ∈ {1, . . . , |ei|}

名義の分割 si = ((e1i , R
1
i ), . . . , (e

m
i , Rm

i )) は以下の条

件を満たす組である: (i)
∪m

l=1 e
l
i = ei, (ii) ∀l, l′ ∈

{1, . . . ,m}, eli ∩ el
′

i = ∅, (iii) ∀l ∈ {1, . . . ,m}, Rl
i ∈ R.

eli は l 番目の名義の初期保有バンドルを表し，Rl
i は l

番目の名義の選好順序を表す．m 名義の分割の集合を

Sm(ei) とし，すべての名義の分割の集合を S(ei) とする
（i.e., S(ei) =

∪|ei|
m=1 Sm(ei)）．

交換問題 E = (N, e,R) ∈ E , 参加者 i ∈ N に関して，以下

のように記法の簡単化を行う．

財の隠蔽 hi = (eri , e
w
i ) ∈ H(ei) に関して，E′ =

(N, (e1, . . . , ei−1, e
r
i , ei+1, . . . , en), R) とするとき，φi(E

′) ∪
ewi を φi(hi | E) で表す．

名義の分割 si = ((e1i , R
1
i ), . . . , (e

m
i , Rm

i )) ∈ S(ei)
に 関 し て ，N ′ = {1, . . . , i − 1, (i, 1), . . . , (i,m), i +

1, . . . , n}，e′ = (e1, . . . , ei−1, e
1
i , . . . , e

m
i , ei+1, . . . , en), R

′ =

(R1, . . . , Ri−1, R
1
i , . . . , R

m
i , Ri+1, . . . , Rn) とするとき，交換

問題 (N ′, e′, R′) を E(si) で表す．さらに，
∪m

l=1 φ
l
i(E(si))

を φi(si | E) で 表 す ．こ こ で ，φ(si | E) =

(y1, . . . , yi−1, y
1
i , . . . , y

m
i , yi+1, . . . , yn) とするとき，yli を

φl
i(si | E) で表す．また，常に N ′ ⊆ N が成り立つとする．

6.2 各不正行為の関係

本節では，ATTC ルールにおける，虚偽の選好表明，財の

隠蔽，名義の分割の関係を示す．以下の補題を用いて各不正

行為の関係を示す．

補題 1. バンドル L ⊆ K, L に対する線形順序 (≻k)k∈L

に関して，TTC アルゴリズムにより構築される，あるサ

イクルに含まれる財の集合を C とする．財 k ∈ C に関

して，≻′
k を ≻k と整合する C に対する線形順序とする

とき，τk(L, (≻k′)k′∈L)) = τk(C, (≻′
k′)k′∈C) が成り立つ．財

k ∈ L\C に関して，≻′
k を ≻k と整合する L\C に対する線形

順序とするとき，τk(L, (≻k′)k′∈L)) = τk(L \C, (≻′
k′)k′∈L\C)

が成り立つ．

証明は割愛するが，財 k ∈ C に関して，成り立つことは明

らかである．また，対象のサイクルが構築されるラウンド，あ

るいはそれ以前のラウンドで構築されるサイクルに含まれる

財の集合 C ′ に関して，財 k′ ∈ C ′ を始点とし， 財 k ∈ C を

終点とする辺が現れることはないため，あらかじめ C に含ま

れるすべての財を除外しても C ′ から成るサイクルは構築さ

れる．また，対象のサイクルより後に構築されるサイクルに

関して，前述の C ′ から成るサイクルが構築されるため，あら

かじめ C に含まれるすべての財を除外されても C ′′ から成る

サイクルは構築される．

補題 1より，TTC アルゴリズムが構築する，あるサイクル

に含まれるすべての財をあらかじめ除外し，残りの財と除外

された財に対して独立に TTC アルゴリズムを適用しても等

価な結果が得られる．

定理 4. 任意の交換問題 E = (N, e,R) ∈ EL，任意の参加者
i ∈ N , 任意の財の隠蔽 hi ∈ H(ei) に関して，φi(si | E) =

φi(hi | E) を満たす名義の分割 si ∈ S(ei) が存在する．

証明. ei = {g1i , . . . , g
|ei|
i }，hi = (eri , e

w
i ) ∈ H(ei) とする．

l ∈ {1, . . . , |ei|} に関して， Rl
i を，gli ∈ eri ならば Rl

i = Ri，

gli ∈ ewi ならば Rl
i : gli ≻ · · · なる選好順序とする．si =

(({g1i }, R1
i ), . . . , ({g

|ei|
i }, R

|ei|
i )) ∈ S|ei|(ei) とする．このと

き，φi(si | E) = φi(hi | E) を満たすことを示す．

参加者 i が名義の分割 si を用いる場合，ATTC ルールの

1 回目のラウンドにおいて，財 k ∈ ewi は自己ループを持つ．

交換問題 E(si) に関して，ewi に含まれる財を保有する参加者

を除外した交換問題を E′ とする．各財 k ∈ ewi に関して，補

題 1を繰り返し用いることで，φi(si | E) = φi(E
′)∪ ewi を得

る．gli ∈ eri を満たす l ∈ {1, . . . , |ei|} に関して，Rl
i = Ri よ

り，φi(si | E) = φi(hi | E) を得る．

定理 5. 任意の交換問題 E = (N, e,R) ∈ EL，任意の参加者
i ∈ N , 任意の名義の分割 si ∈ S(ei) に関して，φi(R

′
i | E) =

φi(si | E) を満たす R′
i ∈ L が存在する．

証明は割愛するが，名義の分割 si ∈ S(ei) に関して，以下
に示す選好順序 R′

i は φi(R
′
i | E) = φi(si | E) を満たす: si

を用いた場合に，ATTC ルールの手続きにおいて，参加者 i

が得た財を，割り当てられたラウンドが早い順に g1i , . . . , g
|ei|
i

（同一のラウンドで複数の財が割り当てられた場合，それらの

順序は任意）として，R′
i : g

1
i ≻ · · · ≻ g

|ei|
i ．

また，補題 1 を繰り返し適用することで，φi(R
′
i | E) =

φi(si | E) が示される．直観的には，名義の分割 si を用いる

場合と比べ，選好 R′
i を表明することで財を得るラウンドが遅

れる可能性があるが，同一のサイクルまたは分割されたサイ

クル（e.g., サイクル (k1, g
1
i , k2, g

2
i , k1) に関して，(g

1
i , k2, g

1
i )

と (g2i , k1, g
2
i )）が構築されるため，等価な結果となる．

定理 4の si, 定理 5 の R′
i は多項式時間で計算可能である

ことに注意されたい．また，1 名義の分割は虚偽の選好表明で

あることから，任意の虚偽の選好表明と等価な結果を得る名義

の分割も存在する．したがって，ATTC ルールにおいて，虚

偽の選好表明により得られるバンドルの集合を M，財の隠蔽
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により得られるバンドルの集合を H，名義の分割により得ら

れるバンドルの集合を S とすると，H ⊆M = S が成り立つ．

6.3 計算複雑性と効用の増加

本節では，虚偽の選好表明と同様，自身の効用を増加させる

財の隠蔽と名義の分割の計算複雑性について議論する．

定理 2より，P ̸= NP ならば，自身の効用を増加させる選

好を求める問題を解く多項式時間アルゴリズムは存在しない．

また，定理 5より，任意の名義の分割 si に関して，si と等価

な結果を得る選好順序 R′
i が存在し，かつ，R′

i は多項式時間

で計算可能である．したがって，名義の分割に関しても以下

が成り立つ: P ̸= NP ならば，自身の効用を増加させる名義

の分割を求める問題を解く多項式時間アルゴリズムは存在し

ない．自身の効用を増加させる財の隠蔽に関しても，P ̸= NP

ならば，そのような財の隠蔽を求める問題を解く多項式時間

アルゴリズムは存在しないと考えている．

財の隠蔽／名義の分割による効用の増加に関して，定理 4,

5 より，虚偽の選好表明による効用の増加の限界を超えること

はできない．したがって，定理 3 より，不正行為を行わない

場合に得られる最も好む財を k として，いかなる財の隠蔽／

名義の分割を行っても，k より好む財を得ることはできない．

7 結論

本論文では，参加者が複数の非分割財を保有し，辞書式選好

順序を持つ交換問題に適用可能な交換ルールを提案した．提

案ルールは個人合理性とパレート効率性を満たし，多項式時

間で計算可能であることを示した．また， P ̸= NP ならば，

提案ルールに関して，参加者の効用を増加させる虚偽の選好

を求める多項式時間アルゴリズムは存在しないことを示した．

さらに，真の選好表明により得られる最も好む財を k とする

とき，いかなる虚偽の選好表明を行っても k より好む財を得

ることはできないことを示した．初期保有バンドルが私的情

報であり，交換ルールが真の参加者の集合を知ることができ

ない場合，財の隠蔽や名義の分割といった不正行為が考えら

れるが，これらの不正行為に対してもほぼ同様の結果が得ら

れることを示した．

以下に今後の課題を述べる．本論文で提案した交換ルール

は，辞書式選好順序ドメインのもとで，個人合理性とパレート

効率性を満たし，多項式時間で計算可能であるが，そのような

交換ルールは唯一ではない．したがって，提案した交換ルー

ルの特徴付けが挙げられる．提案した交換ルールの特徴付け

を与えるために，提案した交換ルールの持つ他の社会的に優

れた性質を解明する必要がある．また，文献 [4, 3] により提

案された巨大市場の解析に基づいて，提案した交換ルールに

対して不正行為を行う誘因を持つ参加者の割合の平均を評価

することも重要であると考えている．
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