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1.まえがき

離散事象システムの有用なモデルの１つである P/Tペ

トリネットにおいて，その挙動を考える際に，最も基本的

な問題のうち可到達判定問題がある．これは，初期マーキ

ング M0 から 最終マーキング Md へトークンが遷移可能

かどうかを判定するものであるが，この問題の解法には

被覆木，状態方程式，ペトリネットの構造と性質に着目す

る 3 つの手法があり，被覆木を用いた方法は一般に膨大

な計算量を必要とする一方，状態方程式を用いる方法は，

ペトリネットの性質を代数方程式の解の存在として考察

できる利点があるため，その解法や，解の表現方法などに

ついての研究が進められてきている [1]．

ここでは，状態方程式の解法としてよく知られたFourie-

Motzkin法により初等的 T-インバリアントおよび特解が

導出できることを述べるともに，従来の Fourie-Motzkin

法では得られなかった解の導出について，Fourie-Motzkin

法のアルゴリズムを改良することでそれらの一部が得ら

れることを示す．

2.準備

ペトリネットは，N = (P, T, F, W ) で表され，

P = {p1, . . . , pm}; プレースの有限集合，
T = {t1, . . . , tn}; トランジションの有限集合，
F ⊆ (P × T ) ∪ (T × P ); アークの集合，

W : F → {1, 2, 3, . . .}; アークの重み付け関数である．ま
た，(N, M0)をマーキング付きネットと呼び，M0 ∈ Zm×1

+

は初期マーキングである．

n個のトランジションと m個のプレースを持ったペト

リネットに対して，接続行列 A = [aij ]はm×nの整数行

列であり，各成分は (1)式で与えられる．

aij = a+
ij − a−ij (1)

ここで，a+
ij = ω(i, j) はトランジション iからその出力

プレース j に向かうアークの重みであり，a−ij = ω(j, i) は

トランジション iの入力プレース j からトランジション i

に向かうアークの重みである．

目標とするマーキング（最終マーキング)Md が，発火

系列 {t1, t2, . . . , td} を通して初期マーキング M0 から可

達であると仮定した場合，i = 1, 2, . . . , d に対する状態方

程式を求め，和をとると，
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Md = M0 + A

d∑

k=1

tk (2)

を得る．また式 (2) は次のように書きなおすことがで

きる．
Ax = b (3)

式 (3)において，A ∈ Zm×n, b = Md−M0 ∈ Zm×n お

よび x =
∑d

k=1 tk ∈ Zn×1
+ である．

3.Fourie-Motzkin法

Fourie-Motzkin法は初等的ベクトル解のすべて（Ax =

0m×1 の非負整数解）を含むようなベクトル解の集合を算

出する方法であり [2]，そのアルゴリズムは以下のとおり

である．

＜ Fourie-Motzkin（FM）法のアルゴリズム＞

入力：接続行列 　 A ∈ Zm×n

出力：初等的ベクトル解のすべてを含むベクトル解

　　　の集合

初期化：接続行列 A ∈ Zm×n の下に単位行列 En×n

　　　を置いた B = [A E]T ∈ Z(m+n)×n とする．

　　　 i = 1 から m まで以下の a), b)の操作を

　　　繰り返す．

a) 行列 B ∈ Z(m+n)×n に対し，Aの第 i 行の 0でない要

素を 0にするような B の 2つの列の正係数一次結合（た

だし係数は最小のものを選ぶ）をすべて B の列に加え，

これを新しく B とする．

b) 第 i 行に 0 でない要素をもつすべての列を B から削

除し，これを新しく B とする．

一方，この Fourie-Motzkin法は通常，Ax = 0の解 xを

求めるため，状態方程式 ，Ax = b を考えた場合の b = 0

すなわち，T-インバリアントを求めるための手法である

が，接続行列 A を拡大し，拡大接続行列 Ã = [A − b] ∈
Zm×(n+1) とし，Ãx̃ = 0 の解 x̃ を通常と全く同じアル

ゴリズムにより求めることで，Ax = b における解，すな

わち発火回数ベクトルを求めることができる [3]．そこで，

以後 A = Ã, x = x̃ とし，通常の Fourie-Motzkin法を用

いて発火回数ベクトル x を求めていく．

(例 題)：先に示したアルゴリズムに基づき次の例題に

　　　　　 おける解の導出を行う．
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　　　　　　図１．ペトリネットの例

ここで，M0 = (1 0 0)T , Md = (1 1 2)T から，

b = Md −M0 =
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0

0


 =




0
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 ∈ Z3×1 (4)

また，

Ã =



−2 −1 0 0 1 0

1 2 −1 −1 0 −1

0 0 2 1 −1 −2


 ∈ Z3×6 (5)

から，Ãx̃ = 0 の解 xを，先に示した Fourie-Motzkin法

のアルゴリズムにより求めると，
u1 = ( 1 0 1 0 2 )T , v1 = ( 0 3 0 5 3 )T ,

u2 = ( 1 1 3 3 0 )T .

ただし，

ui ∈ U := {ui ∈ Zn×1
+ ; Ax = b の初等的 T-インバリアント，

vj ∈ V := {vj ∈ Zn×1
+ ; Ax = b の特解,

となる．

しかし，ある発火回数ベクトル x = ( 0 2 1 2 2 )T（この

際 x̃ = ( 0 2 1 2 2 1 )T）を考えたとき，確かに Ãx̃ = 0 が

成り立ち，この x = ( 0 2 1 2 2 )T は解であることが言え，

なおかつ，ui, vj の組み合わせでも表現できないため，特

解であることがわかる．すなわち，従来の Fourie-Motzkin

法ではすべての特解が求め切れていないことになる．

4.アルゴリズムの考察

従来の Fourie-Motzkin法のアルゴリスムではすべての

特解が求め切れていないことが §3の例題で示せたが，こ
れは，§3 で示したアルゴリズムにおける a) の部分におい

て，第 i 行目の要素をすべて 0にするように 2つ列の正

係数一次結合を作っている部分が，必ずしも正負それぞれ

の要素を持つ 2つの列によってのみ，第 i 行目の要素を 0

にするわけではないことによると考えられる．

つまり，第 i 行目の要素を 0にするには，2つ以上の列

の組み合わせを用いても行うことができるということで

ある．従来の Fourie-Motzkin法では，それらの組み合わ

せにおける列操作の情報が抜けてしまうため，すべての

特解を得ることができないものと考えられる．

そこで，Fourie-Motzkin 法のアルゴリズムにおいてこ

の部分に改良を加える．

＜改良 Fourie-Motzkin(MFM)法のアルゴリズム＞

§3におけるアルゴリズムの a)の部分を以下のように変更

する．

a) 行列 B ∈ Z(m+n)×n に対し，Aの第 i 行の 0でない

正と負の列の組み合わせに対し，それらの各要素の和に

より得られる列について，得られた列が追加する以前の

いずれかの列と同じではないか，もしくは，得られた列

の m＋ 1 行から m＋ n 行までの各要素のいずれかが追

加する以前のすべての列の対応する各要素より小さい場

合を除き，得られた列を B の列に加え，これを新しく B

とする．さらに，この操作をそれ以上新しい列が追加され

なくなるまで繰り返す．

このアルゴリズムに基づき，§3 の例題について解を
求めると，改良前に求めた v1 以外に，新たに，v2 =

( 0 2 1 2 2 )T が求められる．これらの詳細については

発表時に示す．

5.まとめ

従来の Fourie-Motzkin法のアルゴリスムでは求め切れ

ない解をアルゴリズムの改良を行うことで新たに求めら

れることを示した．しかしながら，改良したアルゴリズ

ムでは，解の候補数が従来よりも多くなってしまうため，

少し大きな問題を取り上げると収束しなくなるなどまだ

まだ改善の余地がある．

今後の課題としては，解の候補数を絞り込むなどアル

ゴリズムのさらなる改善があげられる．
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