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大規模グラフにおける
擬似クリーク厳密解全列挙に関する考察

大久保 好章1 ジェイ 泓杰1 原口 誠1,a) 富田 悦次2

概要：本報告では，著者等が先に提案した，所与のグラフにおける擬似クリークの全列挙問題に対する高
速アルゴリズムの有効性を実験的に検証する．抽出対象とする擬似クリークは，それを構成する各頂点毎
に非隣接上限数を定めた k-Plex モデルに対し，十分な密度を保証するための隣接下限数を新たな制約とし
て課した j-核性 k-Plex であり，j-核計算の単調性を利用することで，探索処理における不要な探索枝の展
開が強力に抑制される．実験では，80万超頂点のウェブグラフを含むネットワークに対して，最新の極大
k-Plex 列挙システムとの比較を行い，計算時間と解の品質の観点から本システムの有効性を確認する．

1. はじめに
ソーシャルネットワーク解析におけるコミュニティ抽
出において，クリークを形成する頂点集合は，理想的なコ
ミュニティ構造であり，そこに観測される逆単調性に基づ
く効率的な全列挙が実現されている [6]．しかし，現実の
コミュニティがクリークとして出現することは極めて稀で
あり，様々なコミュニティを抽出する観点からは強過ぎる
モデルと言える．こうした背景のもと，これまでに様々な
擬似クリークが提案された [5]．
一方，別のアプローチとして，グラフクラスタリング (例
えば [4]) が挙げられる．そこでは，通常，グラフ全体を俯
瞰するために，サイズの大きな少数のクラスタ抽出が想定
され，小規模なコミュニティはそれらに吸収されて識別不
能となる．よって，比較的サイズが小さなコミュニティを
抽出する場合は，(擬似)クリーク列挙器が適している．
密度に基づく擬似クリークモデル (例えば [3])では，頂
点集合が与える部分グラフの密度を考慮するが，そこでは
一般に逆単調性が成り立たないことから，その列挙法の多
くは経験則に基づくものとなり，完全性を持たない．さら
に，例え完全な列挙器があったとしても，解の総数が膨大
となることから，大規模グラフを処理することは事実上
不可能と考えられる．こうした難題はあるものの，大規模
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ネットワークに対して実用的に動作する完全な列挙器を開
発することは重要であり，それはコミュニティ抽出のみな
らず，(擬似)クリークに関する統計的な性質をもとにネッ
トワークの特性を解析する際にも有用なツールとなる [8]．
他のクリーク緩和モデルとして，頂点間距離に基づく

k-clique k-club，および，k-clan が提案されている [5]．そ
こでは，許容される頂点間距離をパラメータ k により制御
するが，k が大きい場合，元のグラフでは密とは考え難い
部分グラフを含む頂点集合が抽出される問題がある．
一方，k-plex モデル [2]は，その頂点集合内での非隣接
頂点数の上限を定めることで，元のグラフにおける密度を
考慮する．さらに，クリークと同様，k-Plex モデルでは逆
単調性が成り立つことから，その列挙器の設計においても
好都合である．こうした理由から，著者等は文献 [10]で
k-Plex について議論し，以下で述べる欠点を補うための新
たな制約を導入することで，抽出すべきターゲットをより
洗練化した．
頂点集合 X について，その任意の頂点 x が高々 k の X

中の頂点と非隣接である時，X は k-Plex と呼ばれる．す
なわち，非隣接数の上限がパラメータ k で与えられるが，
その定義上，非連結な頂点集合が k-Plex となり得る．し
かし，こうした非連結な頂点集合は，コミュニティとして
不適切であることから，議論からは除外する．
所与の k に対して，サイズが大きな連結 k-Plex は十分
な密度を有することが期待できるが，比較的サイズが小さ
な連結 k-Plex の中には低密度なものも多数含まれる．別
の言い方をすると，抽出すべき擬似クリークのサイズと密
度を考慮できる何らかの制約が必要となる．つまり，サイ
ズ n の k-Plex を考えると，その各頂点は少なくとも n−k
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の頂点と隣接するが，この n− k は，ユーザが密な連結頂
点集合として許容可能な値であることが望まれる．これに
対し，著者等は文献 [10]で，それを構成する各頂点に，隣
接頂点数の下限 (Connection Lower Bound:CLB)を要請す
るための新たなパラメータ j を導入し，CLB 制約を満た
す連結な極大 k-Plex の全列挙問題を定式化した．さらに，
こうした問題に対し，頂点集合の j-核性の概念を用いた考
察を通して，解に到達できる可能性のない膨大な探索ノー
ドの展開を抑制可能な高速深さ優先列挙アルゴリズムを提
案している．
本稿では，著者等が先に提案した高速アルゴリズムの有
効性を実験的に検証する．特に，まだ検証が不十分であっ
た大規模グラフにおけるパフォーマンスを，計算時間と解
の品質の観点から観察し，その実用的な有効性を確認する．
以下では，まず，文献 [10]の議論に基づき，CLB 制約を
満たす連結極大 k-Plex の列挙問題，および，実験システ
ムの基礎となるその高速アルゴリズムについて紹介する．

2. 準備
V = {v1, ..., v|V |} を頂点集合，Γ(vn) を頂点 vn ∈ V の
隣接頂点集合とする単純無向グラフを (V,Γ)と表す．i < j

なる任意の頂点対 vi と vj について，vi ≺ vj なる V 上の
順序 ≺ を与え，vi は vj に先行するという．なお，頂点の
識別子が不要な場合は，単に v, x, u 等と表記する．
頂点集合 X ⊆ V について，X に誘導される G の部分
グラフを G[X] と表す．頂点 x ∈ X について，Γ(x) ∩X

を ΓX(x) と表し，|ΓX(x)| を degX(x) で参照する．
頂点集合X の任意の頂点 x ∈ X について，|X−ΓX(x)| ≤

k である時，X を k-Plex と呼ぶ．定義より，k-Plex Y の
任意の部分集合 X ⊂ Y もまた k-Plex となる．
k-Plex X に頂点 y /∈ X を加えた X ∪ {y} が k-Plex

である時，y を X の k-Plex 候補と呼ぶ．X のすべての
k-Plex 候補を Cand(X) と表記する．なお，誤解のない範
囲で X ∪{y}を Xy と略記する．以下では，連結な k-Plex

を議論の対象とし，それを c-k-Plex と略記する．
頂点集合 X と頂点 y について，X と y 間の距離を，G

における X から y への最短パス長と定め，dist(X, y) で
参照する．特に，x ∈ X の場合は，dist(X,x) = 0，また，
X と y が非連結の場合は，dist(X, y) = ∞ とする．
Dn(X) を {y ∈ V | dist(X, y) = n} なる頂点集合とす
る．k-Plex X について，X に直接隣接する k-Plex 候補の
集合，すなわち，K1(X) = D1(X) ∩ Cand(X) を，X に
おける K1-候補と呼ぶ．

3. 極大連結 k-Plex

極大 c-k-Plex (k-MPC)とは，c-k-Plexの中で集合の包含
関係のもとで極大なものを指す．c-k-PlexX は，K1(X) ̸= ∅
の時，かつ，その時に限り，それを包含する c-k-Plex へ拡

図 1 j = 3 における j-核計算

張可能であり，具体的には，X における K1-候補を X に
追加することで拡張処理が行われる．
索引 f による c-k-Plex X の構成とは，頂点 vf(i) の列，

(vf(1), vf(2), ..., vf(|X|)) である．ここで，f(i) は，頂点集
合としての X = {vf(1), ..., vf(|X|)} を得る際に i 番目に追
加された頂点の識別子であり，拡張処理の各段階における
Xf

i = {vf(1), ..., vf(i)} は c-k-Plex でなければならない．
すなわち，

vf(i+1) ∈ K1(X
f
i ) (1)

である．X の構成を，列 (Xf
1 , ..., X

f
|X|) で参照する場合

もある．任意の k-MPC Z について，その構成は必ず
K1(Z) = ϕ なる Z = Zf

|Z| が終端となる．
k-MPC Z について，それを構成する頂点の追加順序
に応じて複数の構成が存在する．実際，任意の初期頂点
vn1 ∈ Z に対して，先に追加された頂点に隣接する頂点
vni ∈ Z の追加を繰返すことで，途中段階の Xi(⊆ Z) は
必ず c-k-Plex となり，f(i) = ni で与えられる 索引 f に
よる Zf は Z の構成となる．多くの不要な構成を除外す
るために，5 節では，十分な密度が保証される k-MPCの
構成のみを探索する制御ルールを導入する．

4. j-核性 k-MPC

本節では，本稿で抽出ターゲットとする密な k-MPCs

を定め，それらの効率的かつ完全な列挙法について述べ
る [10]．
まず，頂点集合の密度を保証する概念として j-核性を導
入する．所与のグラフ G = (V,Γ) の頂点集合 X ⊆ V に
ついて，各頂点 x ∈ X が degX(x) ≥ j を満たす時，X は
j-核性を有するという．j-核性を有する V の最大部分集合
を G の j-核と呼び，corej(V ) で参照する [9]．頂点集合
X ⊆ V について，corej(X) は G[X] の j-核を意味する．
頂点集合の j-核計算は次の単調性を有する．

事実 (j-核計算の単調性): X1 ⊆ X2 なる任意の頂点集合
X1, X2 ⊆ V について，corej(X1) ⊆ corej(X2) である．

X の j-核を求める手続きは単純であり，具体的には，次
数が j 未満の頂点を X から除去する操作を繰り返す．一
般に，ある頂点の除去は，その他の頂点次数を減少させる
ことから，こうした頂点除去操作を，除去可能な頂点がな
くなるまで繰り返せばよい．
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図 2 j-核の有用性

図 1に j-核計算の例を示す．X の j-核を求める際は，
部分グラフ G[X] における次数を考えることから，X の外
部との隣接関係は無視される．図中の X において，次数
が 3 に満たない x6 と x7 がまず除去される．それにより，
x5 の次数が 2 に減少し，新たに除去可能となる．残った
v1, v2, v3, v4 の次数はいずれも 3 となり，除去可能な頂点
が存在しないことから，これらが core3(X) を形成する．
上記をもとに，本稿における抽出ターゲットを『j-核性を有
する k-MPC』と定め，これを j-核性 k-MPC ((j, k)-MPCs)

と呼ぶ．以下，所与のグラフにおける j-核性 k-MPC を全
列挙する効率的なアルゴリズム [10]について述べる．
k-Plex とは異なり，j-核性を有する頂点集合は一般に逆
単調性を持たないが，ここでは，j-核性を有する k-Plex に
拡張可能な c-k-Plex の性質をもとに，j-核性 k-MPC の構
成探索過程で不要な c-k-Plex を除外する．

事実 (有望な c-k-Plex): ある (j, k)-MPCへ拡張可能な
任意の c-k-Plex を X とする．この時，

X ⊆ U(X), ここで (2)

U(X) = corej(X ∪ Cand(X)). (3)

c-k-Plex X が (2)を満たす時，X は有望であるという．逆
に，(2)を満たさない X はいかなる (j, k)-MPCへも拡張
できない．すなわち，次を満たす X は不要なものとして
探索過程において除外可能である．

(不要性) X − U(X) ̸= ϕ (4)

j-核演算を適用しない Cand(X) は，サイズ k 未満の X

に対する候補の定義としては弱過ぎる．こうした X につ
いては，X 中の頂点と候補間のパス長とは無関係に，多数
の頂点が候補となる．X をより離れた頂点 y で拡張する
と，拡張後の頂点集合内での X 中の頂点と y 間の最短パ
スはより長くなり，最短パス上の多くの頂点が y と隣接し
ないことから，拡張後の頂点集合は k-Plex にはならない．
X を含む連結 k-Plex を抽出ターゲットとする場合，こう
した距離制約は，(j, k)-MPCsを得るための潜在的な候補
集合 U1(X) = U(X) ∩D1(X) を定める際の鍵となる．
図 2は，距離制約のもとでの j-核の有用性を示す例であ
る．右図において，黒丸頂点 y のみから成る Y について，
Y ∪ Cand(Y ) は j = 2 の場合の j-核性を有する頂点集合

全体となる．よって，Y ∪ Cand(Y ) の j-核計算において
削除される頂点は存在しない．しかし，頂点 z について，
dist(Y, z) = 4 > k = 3 であるから，z と Y の両者を含む
c-3-Plex は存在しない．そのため，Y を拡張して j-核性を
有する c-3-Plexが得られるかを試みる前に，z を除外する．
Y を含む残りの頂点集合は N3 となるが，corej(N3) = ϕ

であり，このことは Y を含む j-核性を有する c-3-Plex が
存在しないことを意味する．
一方，左図は |X| = 2 の場合の例である．dist(X, z) > 3

なる頂点 z は X を含む c-3-Plex の要素にはなり得ない．
これらを除外した後，その j-核を計算すると，最初に y2, y3

が削除され，それに伴い y1 も削除される．点線内の頂点
集合は 3-核性を有し，今の場合は極大 3-Plex でもある．

4.1 小サイズの c-k-Plex

|X| < k なる c-k-Plex X を，小サイズの c-k-Plex と呼
ぶ．ここで，小サイズの連結な頂点集合 X は c-k-Plex で
あることに注意すると，Cand(X) は V −X で与えられ，
一般に多数の頂点を含む．そこで，不要な候補頂点を除外
するために，小サイズの c-k-Plex X と頂点 y /∈ X につい
て，Xy ⊆ Z なる c-k-Plex Z が存在するか否かを考える．
dist(X, y) = 1 の場合，Z = Xy は明らかに c-k-Plex で
あるから，ここでは ℓ = dist(X, y) ≥ 2 の場合について考
えればよい．部分グラフ G[Z] における X から y への最
短パス p = (y0, y1, ..., yℓ′ = y) を考える．ここで，y0 ∈ X，
および，y1, ..., yℓ′ ∈ Z である．すると，ℓ ≤ ℓ′ であり，y

は X, y1, ..., yℓ′−2，および，yℓ′ = y それ自身とは隣接しな
い．Z は k-Plex であるから，|X|+ (ℓ′ − 2) + 1 ≤ k でな
ければならない．よって，ℓ ≤ ℓ′ ≤ k− |X|+1 であること
がわかる．このことは，dist(X, y) > k− |X|+1 なる頂点
y は，X を含む c-k-Plex には決して含まれないことを意
味する．これより，小サイズの X について，より精密な
U(X) を次の通り与えることができる．

U(X) = corej(X ∪K(X)),

K(X) =
∪k−|X|+1

i=1 Di(X),ここで k − |X|+ 1 は距離制約.

X の拡張に伴い k − |X|+ 1 は減少することから，K(X)

は単調に減少する．

4.2 中間サイズの c-k-Plex

k ≤ |X| < j + k なる c-k-Plex X を，中間サイズの
c-k-Plex と呼ぶ．中間サイズの c-k-Plex X について，X

からの距離が 1 より大きな任意の頂点は，X 中の少なく
とも k の頂点と非隣接であるから，k-Plex 候補にはなり
得ない．よって，Cand(X) = K1(X), および，U(X) は次
の通り与えられる．

U(X) = corej(X ∪K1(X)).
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4.3 大サイズの c-k-Plex

|X| ≥ j + k なる c-k-Plex X を，大サイズの c-k-Plex

と呼ぶ．大サイズの X については，j + k ≤ |X|，および，
|X − ΓX(x)| = |X| − |ΓX(x)| ≤ k より，j ≤ |ΓX(x)| であ
るから，X は必ず j-核性を有する．すなわち，j-核計算は
不要であり，U(X) = X ∩Cand(X) となる．これより，U
の更新規則は次の通りとなる．

U(Xu) = U(X) ∩ Cand(Xu), ここで u ∈ U1(X).

4.4 (j, k)-MPCsの構成
X のサイズに依存して定義される U(X)に基づき，(j, k)-

MPC Z の構成 Zf = (vf(1), ..., vf(|V |)) は次を満たす．

U(Zf
i+1 = Zf

i vf(i+1)) ⊆ U(Zf
i ) (5)

vf(i+1) ∈ U1(Z
f
i ), ここで U1 は |Zf

i |に依存, (6)

U1(Z = Zf
|Z|) = ϕ. (7)

U1(Z
f
i ) ⊆ K1(Z

f
i )より，(6)は (1)より強い．条件 (7)は，

U1(Z) ⊆ K1(Z)，および，K1(Z) = ϕ より得られる．

5. 探索制御規則
c-k-Plex Z はより密に結合した構造であることから，Z

の可能な構成の総数は増大する．不要，かつ，重複した構
成の生成を回避する効率的な探索を実現するために，ここ
ではふたつの探索制御規則を導入する．
右候補制御 (RCC と略記)により，多くの不要な構成を
除外することができる．構成 Zf = (vf(1), . . . , vf(|Z|)) は，
各 Zf

i を U1(Z
f
i ) 中の頂点で拡張することで得られる．す

なわち，構成の完全列挙を実現するには，U1(Z
f
i ) 中の任意

の頂点による Zf
i の拡張を試みる必要がある．しかし，そ

れらの一部は非極大な k-Plex に到達してしまう．文献 [6]

での議論を拡張することで，Zf
i にそれらを追加しても極

大 k-Plex には到達できない不要な頂点集合 R(Zf
i ) を同定

することができる．よって，Zf
i の拡張処理において実際

に用いられる頂点集合はNR(Zf
i ) = U1(Z

f
i )−R(Zf

i ) で与
えられ，これを非右候補と呼ぶ．本稿での RCC は，文献
[7] で議論された RCC の拡張と見做すことができ，具体的
には，小サイズでない Zf

i においても適用可能な点で優れ
ている．なお，詳細については文献 [11] を参照されたい．
RCC に加え，各 (j, k)-MPCに対して唯一の構成を構成
可能な左候補制御 (LCC と略記)も利用することができる．
LCC は，集合列挙における標準的手法のひとつと考えら
れ，文献 [6]で議論されたものとほぼ同様である．簡単に述
べると，各 Zf

i を拡張する際，y ≺ vf(i) なる頂点 y を考慮
する必要はなく，これを左候補と呼ぶ．なぜなら，こうした
y を用いて得られる構成は，別の左候補 ℓ(̸= y) によって他
の Zf

j を拡張することでも得られるとの意味で重複する．
よって，左候補の集合を L(Zf

i ) とすると，Zf
i の拡張処理

Main(Ginput) { // Ginput = (V input,Γinput): input graph

for (each connected component C of corej(V input)) {
Let G = (C,Γ = Γinput

C );

ũ = arg max
u∈C

deg(u);

NR = C − Γ(ũ); L = ϕ; X = ϕ; U = NR;

Expand(X,NR,L, U);

};
}
Expand((X,NR,L, U) { // X: c-k-Plex, NR = NR(X),

// L = L(X), U = U(X) (depending on |X|)
U1 = U ∩D1(X); //for non-small case, U1 = U

if (U1 = ϕ) {
print X; //maximal j-cored c-k-Plex including (j, k)-MPC

return;

};
for (each v ∈ NR− L) {// the order accords to ≺

Xnew = Xv; Unew = U(Xnew);

if (Xnew − Unew ̸= ϕ) continue;// Xnew is hopeless

NRnew = NR(Xnew); Lnew = (L(X) ∪ {v}) ∩ Unew;

Expand(Xnew,NRnew,Lnew,Unew)

};
}

図 3 (j, k)-MPC の列挙アルゴリズム

図 4 探索木

において実際に用いられる頂点集合は，NR(Zf
i )− L(Zf

i )

で与えられる．

6. (j, k)-MPC の列挙アルゴリズム

(j, k)-MPCの列挙アルゴリズムを図 3に，また，c-k-Plex
をノードとする探索木において，手続き Expand が呼び出
される様子を図 4に示す．
空集合に対応する探索木の根ノードから葉ノードに至る
パスは，ひとつの c-k-Plex の構成に対応する．黒丸ノード
は望みのない c-k-Plex であり，そこからさらに探索枝が
張られることはない．一重丸は NR(X)− L(X) ̸= ϕ 中の
頂点で拡張可能なノードであり，二重丸ノードはターゲッ
トとなる (j, k)-MPC である．黒三角ノード P は c-k-Plex

であるが，非右候補がすべて左候補となっている．これ
は，X を拡張して得られる (j, k)-MPC Z は，他の左候補
ℓ によるそのパス上の別の探索枝で生成されることを意味
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表 1 各グラフの規模
Name # of Nodes # of Edges Density

WS 50000 500000 0.000400

DBLP 317080 1049866 0.000021

Google 875713 4322051 0.000011

する．別の言い方をすると，Z のある接頭辞 X と非左候
補 ℓ ∈ NR(X) について，Z は Xℓ を根ノードとする部分
木に現れる．白四角ノード J は，k-MPC ではない j-核性
c-k-Plex である．J を含む j-核性 c-k-Plex は存在しない
という意味で J は極大である．K1(X) = ϕ なる条件を課
すことで，こうした J を除外することは可能であるが，こ
こでは，すべての (j, k)-MPC に加えて J も出力する．
各 (j, k)-MPCは，グラフの頂点集合 V の j-核，すなわ
ち，corej(V ) の部分集合として現れる．corej(V ) は一般
に複数の連結成分から成り，また，ここでのターゲットに
は連結性を要請することから，corej(V ) の各連結成分 C

について，手続き Expand を実行するものとする．
ふたつのパラメータ k と j の設定について，ターゲット
の所望のサイズ範囲 [n1, n2] と密度パラメータ τ を仮定で
きる場合は，ターゲット内の隣接次数下限値を j = n1τ，
非隣接次数上限値を k = n2 ∗ (1− τ) とすればよい．

7. 実験
本節では，本アルゴリズムの実装システム JKMPCのパ
フォーマンスを，計算時間，および，抽出される解の品質
の観点から観察する *1．
実験では，人工データとして，Watt-Strogatzs Model に
基づくスモール・ワールドネットワーク WSを生成した．
また，実データには，ベンチマークデータである DBLPと
Googleを用いた *2．DBLPは計算機科学分野の学術論文に
おける共著者ネットワークであり，Googleは，ウェブペー
ジとそれらのハイパーリンクによる接続関係を表したウェ
ブグラフである．これらグラフの規模を表 1に示す．
著者らが知る限り，(j, k)-MPC の全列挙を主要タスク
とするアルゴリズムは存在しない．その意味で，JKMPCと
既存システムとの公平な比較は極めて難しい．しかし，本
稿のターゲットである (j, k)-MPCは，任意の極大 k-Plex

列挙システムに j-核性判定を組み込むことで抽出可能な
ことから，ここでは，文献 [1] で提案された最新の極大連
結 k-Plex列挙システム MaxKplexEnumとの比較を通して，
JKMPCの実用的な有効性を確認する．
所与のグラフについて，MaxKplexEnum はユーザが
指定した N 個の極大 k-Plex を列挙する．すなわち，
MaxKplexEnum を用いて (j, k)-MPC を全列挙するには，
解となるすべての極大 k-Plexを完全に含む適切なN を事
*1 実装は Java で行い，実行環境は IntelR⃝ Core

TM
-i7 (1.7GHz)

processor, 8GB memory の PC である．
*2 http://snap.stanford.edu/data

前に与える必要がある．言うまでもなく，十分大きな N

はそれを可能とするが，同時に，解にはならない膨大な極
大 k-Plexも含むことから，現実的ではない．そこで，実
験においては，最初に JKMPCを実行することで正確な解総
数 Ñ を同定し，MaxKplexEnumが Ñ の極大 k-Plexを抽
出する際のパフォーマンスを観察し比較する．こうした設
定のもとで MaxKplexEnumが抽出する極大 k-Plexは必ず
しもすべての (j, k)-MPCを含むわけではない．その意味
で，MaxKplexEnumに最も都合のよい状況を想定した比較
であることを強調しておく．

7.1 計算時間
図 5に，j の値を変動させた場合の両システムによる計
算時間を示す．点線は MaxKplexEnum，実線は JKMPCによ
る挙動を表す．また，k の値を変えた結果は，プロットす
る点の形状 (•, □ 等)の違いで区別している．なお，プロッ
トのない点は，上限 3 時間の計算時間内では解が得られな
かったことを意味する．
j の値が大きくなるにつれて，(j, k)-MPCsの総数は減少
することから，j が大きな範囲において MaxKplexEnumの
タスクはより容易なものとなる．実際，そうした範囲にお
いて，MaxKplexEnumは JKMPCよりも高速に動作すること
が確認できる．しかし，j の値が僅かに小さくなるだけで，
そのパフォーマンスは急激に低下し，多くの場合，制限時
間内での解の抽出に失敗する．一方，JKMPCのパフォーマ
ンスは概ね安定しており，MaxKplexEnumが抽出に失敗す
る場合でもすべての解を列挙可能であることがわかる．こ
れより，JKMPCは (j, k)-MPCsの列挙のための効率的かつ
実用的なシステムであると考えられる．

7.2 擬似クリークとしての解の品質
k-Plexはクリークの緩和モデルのひとつとして提案され
たものであることから，密度の低い極大 k-Plexは望まし
いものとは考え難い．こうした観点から解の品質を評価す
るために，ここでは，MaxKplexEnumと JKMPCにより出力
される解の密度分布を観察する．
各グラフに対して得られる解の密度分布を図 6に示す．
上段は MaxKplexEnumにより得られた解の密度分布，下段
は JKMPCによるそれである．WSについて，MaxKplexEnum
による解は平均 0.80 の密度を示し，標準偏差は 0.14 で
あった．また，DBLP，および，Googleについては，それ
ぞれ平均 0.65 と 0.75 の密度を示し，標準偏差は 0.15 と
0.17 であった．これに対して，WSにおける JKMPCによる
解の密度の平均は 0.95 であり，標準偏差は 0.018 未満で
ある．さらに，DBLP，および，Googleについても，平均の
解の密度はいずれも 0.99，標準偏差は 0.0018 未満であっ
た．JKMPCによる解が十分な密度を有することは明らかで
あり，そのすべてを妥当な擬似クリークと考えることに何
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図 5 計算時間
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図 6 抽出解の密度分布

ら疑問はないであろう．一方，MaxKplexEnumによる解に
は，比較的密度の低い極大 k-Plexが多数含まれており，擬
似クリークとしての解の品質が安定していない．このこと
から，JKMPCは，擬似クリーク検出器としても実用的，か
つ，有用なシステムであると考えられる．

8. おわりに
本稿では，文献 [10]において提案された (j, k)-MPCsの
厳密な全列挙のための深さ優先アルゴリズムについて，そ
の有用性を実験的に検証した．特に，最新の極大 k-Plex

列挙システムとの比較により，一般には困難な擬似クリー
クの列挙タスクにおいて，頂点数が数十万オーダのグラフ
においても現実的な計算時間でアルゴリズムが動作するこ
とを確認した．大規模グラフにおける十分な密度を有する
擬似クリークを高速に列挙可能な本アルゴリズムは，実用
上極めて有用なツールになるものと考える．
j-核性を考慮することで，列挙すべき解の総数を劇的に
減らせるが，グラフが更に大規模化された場合，解総数の
問題に再び直面することが予想される．更に解を洗練化す
るための妥当な制約の考察は今後の重要な課題である．
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