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複数ナップサック割当て問題の厳密解法
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概要：本研究では，割当て問題と複数ナップサック問題の両方が融合した問題を扱い，これを複数ナップ
サック割当て問題と呼ぶことにする．この問題は複雑な組合せ構造を持っており，最先端の商用ソルバを
用いても，ごく小さなサイズの例題でさえ効率良く解くことが難しい．本論文の目的は，この複数ナップ
サック割当て問題を，中規模サイズまで最適に解くことができる分枝限定法アルゴリズムを開発すること
である．この目的のために，上界値を得るための緩和問題および下界値を得るための近似解法を提案する
が，これらは両方とも NP-困難性を残した問題を用いている．しかしながら，これらの上下界値は実用上
問題ないほど高速に求めることができ，しかも分枝限定法を開発するうえで好都合な性質を持っている．
計算機実験では，提案する分枝限定法によってこの問題が効率良く解けることを示す．さらに，提案する
上下界値は，特に各ナップサックにある程度の数の商品が詰め込まれるときには，しばしば一致するとい
う結果も得られた．
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Abstract: The problem we are going to discuss is a combined problem of both the assignment problem and
the multiple knapsack problem, called the multiple knapsack assignment problem. Because of the compli-
cated combinatorial structure, leading commercial software cannot solve this problem effectively even if the
instance size is small. Hence, the purpose of this paper is to propose a branch-and-bound algorithm that
can solve the problem to optimality up to considerable size. For this purpose, we propose a relaxed problem
that gives tight upper bounds and an approximate algorithm that gives tight lower bounds. Though these
procedures depend on solving NP-hard problems, they can be solved quickly in practice and give nice prop-
erties for developing the branch-and-bound algorithm. Computational experiments show the effectiveness of
the branch-and-bound algorithm. Furthermore, we can see that the proposed upper and lower bounds often
coincide with each other particularly when a number of items are loaded into each knapsack.
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1. はじめに

商品の集合があり，各商品には価値と重量が与えられて

いる．通常のナップサック問題は，重量の総和がナップ

サック制限を超えないように，価値の総和を最大とするよ

うな商品の部分集合を求める問題である [7], [8]．本論文

で扱う問題にはさらにいくつかの設定や条件があり，各商
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品はいくつかのグループに分けられており，ナップサック

も複数ある．そして異なるグループに属する商品は，同一

のナップサックには入れられないものとする．たとえば冷

凍食品のグループと暖かい惣菜のグループは，同じ買物

袋には入れられないといったものである．この問題はど

のナップサックをどのグループに割り当てるかを決める

割当て問題（Assignment Problem: AP）[1], [2]という側

面と，グループ内のどの商品をどのナップサックに入れ

るかを決める複数ナップサック問題（Multiple Knapsack

Problem: MKP）[7], [8], [9]という側面の，2つの問題が融
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合した組合せ構造を持っており，複数ナップサック割当て

問題（Multiple Knapsack Assignment Problem: MKAP）

と呼ぶことにする．

MKAPは Kataoka-Yamada [6]が提唱した問題であり，

彼らはこの問題のNP-困難性 [4]を示し，上界値を得るた

めの 3つの方法を示した．これら 3つの上界値は線形緩和

による上界値と一致する．また彼らはMKAPの下界値を

求めるヒューリスティックアルゴリズムを提案した．計算

機実験において，大規模な例題に対して高速で高精度な上

下界値を得ることに成功している．だが，同じ論文におい

て，彼らは商品数が 50かそこらの小さな例題では，精度の

良い上下界値を得ることが困難であることを示している．

特に上界値は貧弱であり，時として最適値の 2倍にもなる

ことがある．貧弱な上界値は分枝限定法において列挙木の

枝を見切ることの困難さを引き起こす．このため，最先端

の商用ソルバ，たとえば Gurobi [5]を用いても，この程度

の小さな例題が 20分実行しても解けない．

本論文の目的は，MKAPをかなりのサイズまで厳密に

解くことである．この目的のために，より強力な上下界値

を得るための戦略を示す．通常，上下界値を得るために

は，高速に解くことができる問題を選ぶことが常套手段で

あり，NP-困難な問題を用いることはない．しかし本研究

で用いる上界値戦略，つまり緩和問題には，依然として整

数条件を残しているものを用いる．また下界値にも NP-

困難な問題 — 複数ナップサック問題を用いる．これらは

計算量の理論上は困難な問題ではあるが，実用的な時間で

高速に解くことが可能である．したがって，もし得られる

値が上下界値として精度の高いものであるならば，緩和問

題や実行可能解を得るために NP-困難な問題を用いるこ

とも，MKAPのような複雑な問題を扱うためには 1つの

選択肢である．

本論文の構成は以下のとおりである．まず 2章でMKAP

を 0-1整数計画問題として定式化する．まずはMKAPの

難しさを実感するために，小さな例題に対して最先端の商

用ソルバGurobi 5.0.1を用いて解く．つづく 3章では，上

界値と下界値を得る戦略について提案する．これらの上下

界値に基づいて，MKAPを厳密に解くための分枝限定法

アルゴリズムを示す．先ほど述べたように，これらの上下

界値を求めるアルゴリズムは NP-困難な問題から構成さ

れている．この選択に至った理由は，その他いくつかの可

能な上界値・下界値戦略を試した結果であり，それらを付

録にまとめている．4章では，より大きな例題や様々なパ

ラメータ設定に対して，提案するアルゴリズムの性能を示

す．5章に本論文の成果についてまとめる．

2. MKAPの定式化とその困難さ

商品の集合を N，グループの集合を Gとする．グルー

プ k（k ∈ G）に属する商品の集合をNk（
⋃

k∈G Nk = N，

Nk1 ∩Nk2 = ∅，k1 �= k2）とする．また商品 j（j ∈ Nk）の

価値と重量をそれぞれ pk
j，wk

j とする．さらにナップサッ

クの集合をM とし，ナップサック iの制限を ci（i ∈ M）

とする．MKAPを定式化するために，0-1決定変数 xk
ij を

定め，商品 j（j ∈ Nk）をナップサック iに入れるとき 1，

それ以外のとき 0をとるものとする．さらに 0-1決定変数

yk
i を定め，ナップサック iをグループ kに割り当てるとき

1，それ以外のとき 0をとるものとする．このとき，MKAP

は次のように定式化することができる．

(MKAP) max
∑
k∈G

∑
j∈Nk

∑
i∈M

pk
j xk

ij , (1)

s.t.
∑

j∈Nk

wk
j xk

ij ≤ ciy
k
i , ∀i ∈ M, k ∈ G, (2)

∑
i∈M

xk
ij ≤ 1, ∀j ∈ Nk, k ∈ G, (3)

∑
k∈G

yk
i ≤ 1, ∀i ∈ M, (4)

xk
ij , y

k
i ∈ {0, 1}, ∀i, j, k. (5)

目的関数 (1)は価値の総量を示す．制約式 (2)はナップ

サック制限を示し，ナップサック iをグループ kに割り当

てるとき，つまり yk
i = 1のとき，この式は活性化する．制

約式 (3)は各商品 j がたかだか 1つのナップサックに入れ

られることを示す．同様に制約式 (4)は各ナップサックが

たかだか 1つのグループに割り当てられることを示す．最

後に式 (5)は変数の 0-1制約である．

はじめに，MKAP の小さな例題に対して商用ソルバ

Gurobi 5.0.1 を適用した結果について示す．n，g，m を

それぞれアイテム数，グループ数，ナップサック数と

する．小さな例題とは n ∈ {40, 60, 80, 100}，g ∈ {2, 5}，
m ∈ {5, 10, 15, 20}とする．商品のグループ分けは，乱数
により一様な割合で g個のグループに割り振る．その他の

設定は，Kataoka-Yamada [6]に従った．つまり，商品の価

値 pk
j や重量 wk

j は，それぞれ独立に [1,1000]の一様整数乱

数で与え，ナップサック制限は，約半分の商品が選ばれる

ように設定した．これらの詳細な設定方法については 4章

で説明する．

表 1 に結果を示す．z∗は最適値を示すが，Gurobi 5.0.1

によって 1,200秒以内に解けなかった場合は計算を打ち切

り，その時点での最良値を用いた．各数値は 10回試行し

た平均値である．計算機は DELL Precision T7500（Intel

Xeon X5680（3.3 GHz）× 2）を用い，CPUは計算時間（秒）

である．#solは 10回の試行のうち 1,200秒以内に解けた

例題の数である．Gurobiで 1,200秒計算しても解けなかっ

た場合，CPUは 1200としている．したがって，#solの値

が 10より小さな場合，もし最適解が出るまで実行を止め

なければ，計算時間は表に示されている数値よりも，もっ

と大きな値になる．

これらの例題は小さいものではあるが，Gurobiで 1,200
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表 1 Gurobi を用いた予備実験結果

Table 1 Results of preliminary experiments by Gurobi.

n g m z∗ CPU #sol

40 2 5 16396.3 2.20 10

10 16416.5 145.37 10

15 16256.1 5.56 10

20 15823.4 1.99 10

5 5 15327.0 0.14 10

10 16164.4 2.30 10

15 16151.4 0.96 10

20 15709.2 0.49 10

60 2 5 24245.1 125.17 9

10 24294.6 961.69 2

15 24244.4 1110.16 1

20 24196.1 1075.08 2

5 5 22703.5 0.16 10

10 24043.8 12.39 10

15 24134.0 174.82 10

20 24119.8 111.87 10

80 2 5 32061.5 527.75 6

10 32121.5 911.77 3

15 32101.2 1093.37 1

20 32056.9 1200.00 0

5 5 30242.0 0.33 10

10 31926.0 279.35 8

15 32048.5 918.06 7

20 31986.8 1200.00 0

100 2 5 39341.1 128.38 9

10 39368.8 994.42 2

15 39328.8 1200.00 0

20 39261.6 1200.00 0

5 5 37876.3 0.49 10

10 39168.9 566.65 6

15 39252.0 1200.00 0

20 39225.9 1200.00 0

秒実行しても，すべてが解けるとは限らない．Kataoka-

Yamadaも述べているように，この程度の小さな例題にお

いては，良い実行可能解だけでなく良い上界値を得ること

も難しい．また，Gurobiを用いた場合，グループ数が少

ないときは，さらに解くことが難しくなっていることも分

かる．

3. 上界値・下界値および分枝限定法

3.1 上界値・下界値

複数ナップサック問題（MKP）はMKAPにおける重要

な構成要素である．また，MKPに対しては，Pisinger [9]

による優れたアルゴリズムも知られている．Pisingerによ

るMKPのアルゴリズムが効果的である背景には，複数あ

るナップサック制限の和をとって，単一のナップサック問

題として解いたときに選ばれる商品は，高い確率で複数あ

るナップサックに詰め込むことが可能であるという経験則

に基づいている．すなわち，複数あるナップサック制限の

総和を，新たにナップサック制限とした通常のナップサッ

ク問題における最適値は，MKPの最適値と一致する可能

性が高く，もし一致しなくても，その値はMKPの効果的

な上界値として利用できる．

同様の性質をMKAPにあてはめることができる．つま

りMKAPの緩和問題として，ナップサックをグループに

割り当てる問題を基盤とし，同時に各グループに割り当て

られたナップサック制限の総和によって，そのグループ内

で通常のナップサック問題を解く．いい換えれば，この緩

和問題はナップサックの複数性を緩和しているので，複数

性緩和問題（Multiplicity-Relaxed Problem: MRP）と呼

ぶことにする．MRPは次のように定式化できる．

(MRP) max
∑
k∈G

∑
j∈Nk

pk
j xk

j ,

s.t.
∑

j∈Nk

wk
j xk

j ≤
∑
i∈M

ciy
k
i , ∀k ∈ G,

∑
k∈G

yk
i ≤ 1, ∀i ∈ M,

xk
j , yk

i ∈ {0, 1}, ∀i, j, k.

MRPは MKAPの定式化からも導くことができる．す

なわち，制約式 (2)に同一の重みを掛けた代理制約緩和を

作り，制約式 (3)を取り除く．このとき，いくつかの列が同

じものになるが，それらは 1つだけ残す．このとき，MRP

にはx型の変数があるが，それらにはナップサックに関す

る添字 iが入っていない．つまりMKAPとくらべて 1/m

のサイズになっている．MRPは依然として 0-1計画問題

であるが，Gurobiを用いれば，MKAPよりはるかに高速

に解くことができる．そしてMRPの最適値はMKAPの

上界値を与える．以降この上界値をMRUBと呼ぶことに

する．

下界値は各グループにおいてMKPを解くことによって

得ることができる．これは，上界値を求めるためにMRP

を解いたとき，y型の変数はナップサックとグループの割当

てを与えていることを活用する．このときに割り当てられ

たナップサックを用いて，各グループにおいてMKPを解

く．先ほど述べたように，MKPを解くためには Pisigner

のアルゴリズムが活用できる．これらMKPの最適値の総

和がMRUBと一致したら，これはMKAPの最適解を与え

る．一致しない場合でも，これらMKPの解はMKAPの

実行可能解として下界値を与える．以降この値を MRLB

と呼ぶことにする．

1章で述べたように，通常では上下界値を得るために多

項式オーダで解けるような問題を利用する．しかし，本

研究では上下界値を得るために MRP あるいは MKP と

いう 2つの NP-困難な問題を利用している．この疑問に

応えるために，付録では他の方法 — たとえば線形緩和や

Kataoka-Yamada [6]のヒューリスティック解法など — と
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ともに，これらの上下界値の比較結果を示す．これらの結

果をふまえて，本論文ではMRUBおよびMRLBを最も期

待できる上下界値として採用した．

3.2 分枝限定法

効果的な分枝限定法を開発するためには，適切な分枝変

数の選択は重要な戦略の 1つである．本論文ではMRPを

緩和問題として用いており，この解にはx型とy型の 0-1変

数がある．このうち解の決定要因として重要なのはy型変

数であり，その内容に従ってx型変数の値が決まる．つま

り，実行可能解を構成するためには，y型変数に対応する

ナップサックとグループ間の割当てが本質的である．した

がって，提案する分枝限定法では，y型変数を分枝変数と

して着目する．具体的には，列挙木のある未分枝頂点にお

いて，その先祖ではまだ固定されていない変数のうち，1

の値をとるものを 1つを選ぶ．

選んだ分枝変数を yk̂
î
とするとき，分枝戦略としては 2

分枝ルールを採用し，左子問題では yk̂
î

= 1に固定し，右子

問題では yk̂
î

= 0とする．この分枝戦略では，左子問題は

親問題の持つ情報を多く持っているので，緩和問題を解く

ことなどはスキップすることが可能である．その後の分枝

変数の選択においては，着目するグループを順次変えてい

き，どのグループからもできるだけ均等に分枝変数が選ば

れるようにする．

Y1，Y0をそれぞれ 1に固定する変数と 0に固定する変数

の集合とする．このとき，提案する分枝限定法は，Algo-

rithm MKAPBAB(Y1, Y0)のように再帰的に記述するこ

とができる．メイン関数からはMKAPBAB(∅, ∅)を呼ぶ．
このアルゴリズムでは，固定された変数のもとでの緩和問

題MRPをMRP(Y1, Y0)のように表現する．

3.1節で示したように，MRP(Y1, Y0)を解いたのち，下

界値 MRLBを得るために，y型変数による割当てに従っ

て定義される複数ナップサック問題MKP(y)を g 回解か

なければならない．このために，PisingerのMKPアルゴ

リズム mulknap()をサブルーチンとして呼ぶ．MRLBは，

このとき g 回の MKP(y) を解いた最適値の総和であり，

gMKP(y)のように示す．

Algorithm MKAPBAB(Y1, Y0)

Input: Y1, Y0

Return: optimal solution (Optimal value is BestLB)

MRUB = MRP(Y1, Y0) // which is solved by Gurobi.

if MRP(Y1, Y0) is infeasible then return

MRLB = gMKP(y) // which is solved by Pisinger’s mulknap().

if BestLB < MRLB then

BestLB = MRLB

Preserve the y and the optimal g MKPs solutions.

if BestLB ≥ MRUB or MRLB = MRUB then return

Choose a branching variable yk̂
î
∈ {yk

i |yk
i = 1, yk

i �∈ Y1 ∪ Y0}
if no such a variable then return

MKAPBAB(Y1 ∪ {yk̂
î
}, Y0)

MKAPBAB(Y1, Y0 ∪ {yk̂
î
})

return

4. 計算機実験

提案する分枝限定法の性能評価をするために計算機実験

を行う．特に商品の数，価値と重量の相関，ナップサック制

限についてみていく．アルゴリズムは，ANSI C言語で記

述し，商用ソルバであるGurobi5.0.1 [5]と Pisinger [9]によ

るMKPを解くサブルーチン mulknap()を組み込む．計算

機はDELL Precision T7500（Intel Xeon X5680（3.3 GHz）

× 2）を用いる．

各商品の重量 wk
j は，[1,1000]の一様整数乱数を用いて

与え，その値に応じて価値 pk
j を以下に示す 3つの方法に

よって相関を与える．

• UNCOR（無相関）：pk
j も [1, 1000]の一様整数乱数

• WEAK（弱相関）：pk
j := 0.6wk

j + θ．θは [1, 400]の一

様整数乱数

• STRONG（強相関）：pk
j := wk

j + 200

商品のグループ分けは，ほぼ同じ数になるように

均等な割合で分配する．ナップサック制限は ci :=

�ρ(
∑

k∈G

∑
j∈Nk wk

j )ξi	（i ∈ M）のように定める．ξi は

[0,1)の一様乱数で与えた後，
∑

i∈M ξi = 1となるように調

整した値である．また，ρはナップサック制限のパラメー

タであり，ρ = 0.5とした場合は約半分の商品がナップサッ

クに収められる解になることを意味する．

実験結果を表 2，表 3 および表 4 に示す．表内の各数

値は，同じパラメータ設定で 10回試行した平均値である．

最も左の列には，一番注目しているパラメータを示し，表 2

では商品数 n，表 3 では価値と重量の相関，表 4 ではナッ

プサック制限パラメータ ρである．グループ数 g，ナップ

サック数mに続き，CPUは計算時間（秒）であるが，最

大 1,200秒で打ち切っている．そのために#solに 10問の

試行中 1,200秒で解けなかった例題数を示している．#bra

は分枝限定法における分枝数であり，この値が 0 という

ことは，分枝限定法に入る前に上界値と下界値が一致し，

最適解が得られたことを意味する．この一致は比較的頻

繁に起こり，それを示すために#LB=UBには 10回の試

行中，上下界値が一致して解けた例題数を示している．z∗

は最適値であり，残る 4 つの列は上下界値と最適値との

絶対誤差を示しており，本研究で用いたMRUB，MRLB

のほかに比較対象として，線形緩和による上界値 LPUB，

Kataoka-Yamada [6] のヒューリスティック解法による下

界値 KYUBを併記した．
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表 2 問題のサイズに関する結果：UNCOR，ρ = 0.5

Table 2 The results for various sizes instances: UNCOR, ρ = 0.5.

n g m CPU #sol #bra #LB=UB z∗ LPUB−z∗ MRUB−z∗ z∗−KYLB z∗−MRLB

250 2 5 0.05 10 0.0 10 100448.8 656.53 0.0 314.2 0.0

10 0.05 10 0.0 10 101066.1 37.41 0.0 45.6 0.0

15 0.07 10 0.0 10 101077.8 23.13 0.0 62.4 0.0

20 0.20 10 7.2 9 101076.2 23.29 0.1 56.7 0.0

5 5 0.74 10 0.0 10 94337.2 6768.13 0.0 8849.8 0.0

10 2.22 10 5.4 9 100773.1 330.41 2.1 613.6 4.0

15 360.72 9 48.4 8 101002.5 98.43 1.1 357.4 7.3

20 697.54 5 6.7 7 101048.8 50.69 17.2 360.8 16.3

500 2 5 0.07 10 0.0 10 202157.5 109.90 0.0 86.6 0.0

10 0.07 10 0.0 10 202238.5 27.03 0.0 34.1 0.0

15 0.07 10 0.0 10 202240.5 23.22 0.0 41.3 0.0

20 0.10 10 0.0 10 202242.6 19.76 0.0 34.6 0.0

5 5 0.68 10 0.0 10 190590.3 11677.10 0.0 3156.1 0.0

10 4.07 10 0.0 10 201966.7 298.83 0.0 338.1 0.0

15 199.22 10 0.0 10 202176.2 87.52 0.0 194.0 0.0

20 944.52 3 0.0 10 202215.0 47.36 0.0 214.1 0.0

750 2 5 0.14 10 0.0 10 303212.8 307.91 0.0 218.1 0.0

10 0.20 10 2.0 9 303491.3 27.28 0.0 19.9 1.6

15 0.07 10 0.0 10 303489.9 27.03 0.0 24.8 0.0

20 0.10 10 0.0 10 303490.0 25.09 0.0 19.4 0.0

5 5 8.13 10 0.0 10 290207.9 13312.81 0.0 12061.2 0.0

10 12.78 10 6.6 9 303121.1 397.48 0.4 701.1 4.2

15 133.84 10 0.0 10 303428.1 88.83 0.0 209.5 0.0

20 1110.29 1 0.0 10 303462.3 52.79 0.0 194.7 0.0

1000 2 5 0.08 10 0.0 10 406364.5 47.14 0.0 179.7 0.0

10 0.09 10 0.0 9 406382.3 27.40 0.0 15.3 0.5

15 0.07 10 0.0 9 406386.9 20.82 0.0 12.3 0.1

20 0.08 10 0.0 6 406381.7 23.16 1.1 3.9 1.9

5 5 28.17 10 0.0 10 387736.2 18675.44 0.0 16292.7 0.0

10 7.04 10 0.0 10 406168.7 241.00 0.0 667.0 0.0

15 102.50 10 0.0 10 406332.6 75.12 0.0 183.1 0.0

20 806.23 4 0.0 10 406355.6 49.26 0.0 134.7 0.0

計算時間は 1,200秒で打ち切っているが，Gurobiを用

いてMRPを解く過程，および mulknap()を用いてMKP

を解く過程には，打ち切り制限を設けていない．これは，

本論文で示す上下界値の強さを示すためである．したがっ

て，MRPおよびMKPを解くときに 1,200秒以上要した

が，その結果として上下界値が一致た場合，CPUは 1,200

秒に設定し，#solはカウントしないが，#LB=UBの方は

カウントしている．

4.1 商品の数について

表 2 は商品数 nを変えた実験結果である．nの候補は

{250, 500, 750, 1000} とし，グループ数 g は {2, 5} から，
ナップサック数mは {5, 10, 15, 20}から選んだ．価値と重
量は無相関を，ナップサック制限パラメータ ρ は 0.5 と

した．

この結果より，商品数が増加しても最適解を求めるまで

の計算時間はほとんど衰えていないことが分かる．特にグ

ループ数が 2のときは，実験で用いたすべての例題におい

て瞬時に最適解を得ている．この現象は Gurobiを用いて

解いた結果（表 1）とは正反対である．この実行効率の良

さは，採用した上界値MRUBと下界値MRLBの効果に拠

るところが大きく，多くの例題で一致している．しかし，

ナップサック数mが増えてくると，#sol<#LB=UBとな

る場合も散見される．これは上下界値を求めるためだけで

1,200秒を超えてしまったことを意味しているが，そのよ

うな場合でも求められた上下界値は多くの試行で一致して

おり，最適性を保証している．

一方，LPUBとKYLPは，最適値と比べるとかなりの誤

差がある．これほどの誤差があると，これらの上下界値を

分枝限定法に使ったとしても，列挙木を効果的に刈り取る

ことは難しいであろう．MRPやMKPを解くことは，理

論的には NP-困難性の壁はあるが，実際には高速に解け
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表 3 重量と価値の相関に関する結果：n = 500，ρ = 0.5

Table 3 The results for cor-relations: n = 500, ρ = 0.5.

Cor-relation g m CPU #sol #bra #LB=UB z∗ LPUB−z∗ MRUB−z∗ z∗−KYLB z∗−MRLB

UNCOR 2 5 0.07 10 0.0 10 202157.5 109.90 0.0 86.6 0.0

10 0.07 10 0.0 10 202238.5 27.03 0.0 34.1 0.0

15 0.07 10 0.0 10 202240.5 23.22 0.0 41.3 0.0

20 0.10 10 0.0 10 202242.6 19.76 0.0 34.6 0.0

5 5 0.68 10 0.0 10 190590.3 11677.10 0.0 3156.1 0.0

10 4.07 10 0.0 10 201966.7 298.83 0.0 338.1 0.0

15 199.22 10 0.0 10 202176.2 87.52 0.0 194.0 0.0

20 944.52 3 0.0 10 202215.0 47.36 0.0 214.1 0.0

WEAK 2 5 0.12 10 0.0 10 156620.3 37.34 0.0 53.9 0.0

10 0.15 10 0.0 10 156637.2 17.92 0.0 12.4 0.0

15 0.10 10 0.0 10 156636.8 16.08 0.0 16.6 0.0

20 0.14 10 0.0 10 156638.5 12.83 0.0 16.5 0.0

5 5 134.45 10 0.0 10 151940.5 4717.14 0.0 4640.2 0.0

10 59.71 10 4.0 9 156496.4 158.72 1.9 203.8 0.1

15 585.20 9 0.3 9 156586.3 66.58 6.6 128.2 0.0

20 1200.00 0 0.0 10 156610.6 40.73 0.0 112.5 0.0

STRONG 2 5 601.45 5 0.0 10 195878.2 333.62 0.0 200.0 0.0

10 0.07 10 0.0 10 196115.2 93.54 0.0 119.4 0.0

15 0.09 10 0.0 10 196113.0 92.27 0.0 80.0 0.0

20 0.08 10 0.0 9 196111.5 91.85 0.0 140.2 0.1

5 5 1200.00 0 0.0 10 187104.6 9107.22 0.0 3793.8 0.0

10 841.31 3 0.0 10 195952.9 255.84 0.0 397.3 0.0

15 489.90 6 0.0 10 196044.0 161.27 0.0 371.2 0.0

20 513.83 6 0.0 10 196049.4 153.95 0.0 382.8 0.0

表 4 ナップサック制限パラメータに関する結果 ρ：n = 500，UNCOR

Table 4 The results for knapsack capacity parameter ρ: n = 500, UNCOR.

ρ g m CPU #sol #bra #LB=UB z∗ LPUB−z∗ MRUB−z∗ z∗−KYLB z∗−MRLB

0.25 2 5 0.10 10 0.0 10 142899.6 89.00 0.0 53.5 0.0

10 0.11 10 0.0 10 142952.3 32.30 0.0 54.4 0.0

15 0.11 10 0.0 10 142958.7 23.38 0.0 39.8 0.0

20 1.77 10 43.2 9 142958.6 20.59 0.0 37.6 5.4

5 5 4.12 10 0.0 10 137347.1 5641.50 0.0 6293.6 0.0

10 5.47 10 0.0 10 142744.8 239.80 0.0 324.7 0.0

15 488.99 8 0.0 10 142896.8 85.28 0.0 297.9 0.0

20 1104.98 1 27.7 9 142914.2 64.99 10.7 228.0 3.0

0.50 2 5 0.07 10 0.0 10 202157.5 109.90 0.0 86.6 0.0

10 0.07 10 0.0 10 202238.5 27.03 0.0 34.1 0.0

15 0.07 10 0.0 10 202240.5 23.22 0.0 41.3 0.0

20 0.10 10 0.0 10 202242.6 19.76 0.0 34.6 0.0

5 5 0.68 10 0.0 10 190590.3 11677.10 0.0 3156.1 0.0

10 4.07 10 0.0 10 201966.7 298.83 0.0 338.1 0.0

15 199.22 10 0.0 10 202176.2 87.52 0.0 194.0 0.0

20 944.52 3 0.0 10 202215.0 47.36 0.0 214.1 0.0

0.75 2 5 0.05 10 0.0 10 237280.0 68.96 0.0 181.6 0.0

10 0.05 10 0.0 10 237325.9 22.29 0.0 73.7 0.0

15 0.04 10 0.0 10 237326.8 20.60 0.0 22.3 0.0

20 0.04 10 0.0 10 237330.1 16.36 0.0 24.3 0.0

5 5 0.32 10 0.0 10 216504.3 20844.66 0.0 7506.0 0.0

10 2.10 10 0.0 10 236927.4 420.79 0.0 485.1 0.0

15 58.96 10 5.2 9 237282.9 64.50 2.2 269.5 4.8

20 707.92 7 0.0 10 237313.2 33.26 0.0 261.1 0.0
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る場合が多く，非常に精度の良い上下界値を出してくるの

で，MKAPのような複雑な組合せ最適化問題を解くため

には意味のある選択であろう．

ただ，商品の数に関しては，n = 250のときに上下界値

が一致しない場合が目立つ．これは単一のナップサック問

題を解いて選ばれた商品が，複数のナップサックに詰め込

められないことを意味している．この現象は商品数が少な

いときの方が頻繁に起こりやすく，Pisingerも同様のこと

を考察している．実際に，表 1 で用いた小さい例題では，

Gurobiでは解けても，本アルゴリズムでは解けない場合

もいくつかあった．

4.2 価値と重量の相関について

表 3は，価値と重量の相関の影響をまとめたものである．

この実験では商品数は 500，ナップサック制限パラメータ

ρは 0.5に固定して行った．

多くのナップサックタイプの問題では，価値と重量の相

関が強いほど解き難くなることが多く，MKAPでも同様

の傾向が観察できる．しかし，MRUBとMRLBによる上

下界値は，強相関の場合でも相変わらず優れた精度の値を

算出している．このことは，計算にとって手間のかかるの

は，MKAPの分枝限定法ではなく，MRPあるいはMKP

を解く部分にあることを意味している．また，Pisingerの

MKPのアルゴリズムは，ナップサックの数が多くなると

解き難くなると報告されており，無相関や弱相関の場合で

も，ナップサック数が多いところに解き難い例題が偏在し

ていることも分かる．

4.3 ナップサック制限パラメータについて

表 4 は，ナップサック制限パラメータ ρの振舞いについ

てみたものである．ここでは，商品数 500で無相関の場合

に固定して調べた．

多くのナップサックタイプの問題では，おおよそ半分の

商品が選ばれるような中くらいのナップサック制限を持つ

例題が難しいといわれる．しかし，MKAPの場合，ナッ

プサック制限に関しては明確な特徴が観察されなかった．

ナップサックに関しては，制限よりもその数の方に影響力

がある．また Pisingerは，MKPのアルゴリズムは多くの

商品が 1つのナップサックに詰め込まれる状況において効

率的だと述べている．このことを勘案すれば，ナップサッ

ク数が多く，さらにグループ数も多いとき，1つのナップ

サックに入る商品数も少なくなる傾向になり，計算時間も

急速に悪くなっていくことが観察される．さらに，このよ

うな場合には，上下界値が一致しなくなる可能性も高くな

り，アイテム数が少なくても提案するアルゴリズムでは解

けなくなる場合も出てくる．

5. 結論

本研究では，複数ナップサック割当て問題（MKAP）と

いう，割当て問題と複数ナップサック問題という 2つの問

題を構造に含む複雑な組合せ最適化問題を扱った．複雑な

組合せ構造を持つために，Gurobiのような最先端の商用

ソルバを用いても，小さな問題でさえも解くことが困難で

ある．

MKAPを厳密に解くため，本研究ではナップサックの

複数性を緩和した問題を解いて上界値を得る戦略を採用し

た．また下界値を求めるために複数ナップサック問題を活

用した．提案する手法では上下界値を得るために NP-困

難な問題を解かなければならない．従来では，上下界値を

得るために NP-困難な問題を解くような戦略は敬遠され

たであろう．しかし，今日では NP-困難な問題であって

も，実用上問題ないほど高速に解ける場合も少なくない．

そして，複雑な問題であるMKAPの場合，これらの問題を

最適に解くことは，選択肢の 1つとして有用である．実際

に，これらの問題を解くことで得られる上下界値は，様々

なタイプの例題に対しても精度が良く，上下界値が一致す

ることもしばしば観察された．その結果，これまで解くこ

とができなかったようなサイズの例題でも，本研究では最

適にMKAPを解くことに成功した．特にグループ数が比

較的少ないときには，開発したアルゴリズムは非常に効率

良く機能する．この傾向は，Gurobiを用いた場合とは正

反対であるが，提案アルゴリズムの特性を物語っている．
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付 録

A.1 その他の上下界値

付録では，提案する上下界値に至る前に試した MKAP

に適用可能ないくつかの緩和問題（上界値）や近似解法（下

界値）をまとめる．これらの結果をふまえて，本研究では

提案する上下界値を選択した．

最初に試した緩和は，MKAPの定式化に対する線形緩

和であり，最も標準的に使われる緩和である．計算時間は

高速であり，表 1 に用いた程度の例題であれば 0.01秒も

要さない．

次に試した緩和問題は，いくつかの制約を追加したもの

である．Gurobiの標準的なメッセージをみると，Gurobi

が分枝限定法に入るためにどのような前処理をしているか

がおおかた予想がつく．制約を追加して線形計画法を解く

表 A·1 上下界値の相対誤差

Table A·1 Relative errors of upper and lower bounds.

ErrU (%) ErrL (%)

n g m LPUB CPUB CGUB MRUB KYLB CGLB MRLB

40 2 5 1.24 1.22 1.10 0.11 0.90 3.27 0.08

10 1.11 1.06 0.73 0.52 1.35 0.35 1.35

15 2.09 1.69 0.60 1.51 3.47 0.04 2.33

20 4.87 2.06 0.15 4.29 5.39 0.09 4.84

5 5 8.31 7.80 0.50 0.08 11.28 0.22 0.29

10 2.69 2.46 0.91 1.07 7.79 0.03 3.43

15 2.75 2.01 0.35 2.05 10.67 0.13 9.92

20 5.63 2.19 0.27 5.04 14.09 0.05 14.21

60 2 5 0.63 0.63 0.62 0.00 0.50 9.63 0.00

10 0.42 0.41 0.40 0.18 0.36 2.13 0.08

15 0.62 0.59 0.49 0.39 0.70 0.06 0.61

20 0.82 0.72 0.41 0.59 1.03 − 0.03 1.18

5 5 7.47 7.33 0.09 0.00 13.32 0.01 0.00

10 1.47 1.46 0.80 0.48 4.62 0.94 1.54

15 1.08 1.02 0.53 0.61 5.34 0.22 4.08

20 1.13 0.98 0.30 0.89 5.89 0.18 6.01

80 2 5 0.52 0.52 0.52 0.02 0.30 15.61 0.00

10 0.32 0.31 0.31 0.13 0.32 9.48 −0.04

15 0.38 0.37 0.35 1.14 0.27 0.77 −0.98

20 0.52 0.49 0.44 0.38 0.32 −0.22 0.01

5 5 6.57 6.50 0.00 0.13 7.59 0.00 0.00

10 0.94 0.92 0.72 0.12 3.47 2.07 0.63

15 0.55 0.52 0.41 0.29 3.52 0.43 1.79

20 0.74 0.70 0.49 0.56 2.51 −0.05 2.83

100 2 5 0.33 0.33 0.33 0.00 0.13 19.21 0.00

10 0.25 0.25 0.25 0.11 0.14 16.32 −0.06

15 0.35 0.34 0.34 0.23 0.04 5.29 −0.12

20 0.51 0.50 0.50 0.40 −0.08 0.60 −0.18

5 5 4.21 4.20 0.03 0.00 7.96 0.06 0.00

10 0.76 0.76 0.65 0.05 4.54 3.59 0.20

15 0.54 0.54 0.49 0.32 1.35 1.29 0.75

20 0.61 0.59 0.53 0.48 1.49 −0.08 1.29

ことにより，上界値は次第に強化される．またそのときの

計算時間は無視できるほど小さい．このような上界値を得

るために，Gurobiの分枝頂点数の上限を 1に設定する．こ

のように設定することで，Gurobiは分枝限定法に入った

瞬間に強化された上界値を返してくる．

3つめに試した緩和は，列生成法によるものである．列

生成法は，多くの複雑な組合せ最適化問題に適用でき，精

度の良い上界値を得るだけでなく，分枝価格法に持ち込ん

で最適に解くことにも成功している [3]．まず，MKAPの

マスタ問題について説明する．マスタ問題として，各列が

(a1, · · · , aj , · · · , an, b1, · · · , bi, · · · , bm)�（j ∈ N, i ∈ M）と

いう構造を持つ問題を考える．また αk̂
j（j ∈ N k̂）をグルー

プ k̂ においてナップサック制限 cî のナップサック問題の

実行可能解とする．このとき，対応する列は，次のように

構成する：aj = αk̂
j（j ∈ N k̂），aj = 0（j ∈ Nk，k �= k̂），
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bi = 1（i = î），bi = 0（i �= î）．これらの列をとるか否か

を決める 0-1変数を用意し，各行とも符号および右辺定数

は 1以下とする．また目的関数の係数は，
∑

j∈N k̂ pk̂
j αk̂

j と

する．

このような列をすべて列挙することは困難であるが，い

くつかの列の集合は容易に準備できる．この列集合におけ

るマスタ問題が線形計画法として最適に解けているとき，

新たに追加すべき列は次のように生成する．現時点でのマ

スタ問題において sk
j をNk に属する商品 j の双対変数，ti

をナップサック iに関する制約の双対変数とする．このと

き，新しく追加すべき列は，グループ k，ナップサック i

に対して次のナップサック問題 KPk
i を解いて生成できる．

max

⎧⎨
⎩

∑
j∈Nk

(pk
j − sk

j )αk
j

∣∣∣∣∣
∑

j∈Nk

wk
j αk

j ≤ ci, α
k
j ∈ {0, 1}

⎫⎬
⎭ .

もし，KPk
i の目的関数値が ti より大きな実行可能解が見

つかれば，対応する列がマスタ問題に追加される．すべて

のグループとナップサックのペアにおいて，そのような解

が見つからなければ，マスタ問題は線形計画法として最適

に解けたことを意味し，上界値が得られる．下界値は，最

終的なマスタ問題を 0-1計画法として解けばMKAPの実

行可能解が得られる．

表 A·1 にこれらの上界値・下界値の評価を示す．用い
た例題は表 1 と同じものであり，各上界値の略号として，

LPUBは線形緩和，CPUBは Gurobiの前処理で制約を追

加して得たもの，CGUBは列生成法で得たものである．そ

してMRUBが本論文の 3章で説明したものである．また

下界値の略号として，KYLBは Kataoka-Yamada [6]によ

るヒューリスティック解法，CGLBは列生成法において追

加する列がなくなったときのマスタ問題を 0-1計画法で解

いたもの，MRLBが本論文の 3章で説明したものである．

これらの上下界値を表 1 における最適値（求められな

かった場合は最良値）z∗ との相対誤差，つまり ErrU は

100(xxUB−z∗)/z∗ であり，ErrLは 100(z∗−xxLB)/z∗ で

評価した．Gurobi は 1200 秒で実行を打ち切っているた

め，そのときの z∗ は最良値になっている．したがって，

z∗は xxLBよりも小さくなっている場合もある．そのため

に表 A·1 の ErrLには，マイナスの値が表示されることも

ある．

表 A·1 において太字は，4つの上界値，3つの下界値の中

で最も良い値が出たところである．商品数 nが少ないとき

は列生成法による上下界値は最も優れているが，nが大き

くなるとMRUBあるいはMRLBが多くの場合で一番良い

値を出すようになる．この結果をふまえて，本研究では上

界値としてMRUBを，下界値としてMRLBを採用した．
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