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階層的スケールフリーネットワークにおける万能定数時間ア
ルゴリズム

伊藤 大雄1,2,a)

概要：ビッグデータへの劣線形時間アルゴリズムによるアプローチが最近有望視されている。代表的な
ビッグデータであるスケールフリーネットワークには階層的構造があることが指摘されており、我々はそ
れを利用した自然な多重グラフのクラス HSF (Hierarchical Scale-Free multigraphs) を定義する。そして、
このクラスにおいて、超有限性 (hyperfiniteness) が成立することを証明する。この結果から「本クラスの
多重グラフにおいては、すべての性質が定数時間検査可能である」という驚くべき結論を導くことができ
る。これは疎でかつ次数上限の無いグラフモデルに対する初めての万能検査アルゴリズムであり、現実の
複雑ネットワーク上の超高速アルゴリズムの構築を可能とする基礎理論である。

1. はじめに

ビッグデータは理論計算機科学の分野においても重要な

問題となってきている。各国で様々なプロジェクトが起

こっているが、我が国でも JST CREST「ビッグデータ統合

利活用のための次世代基盤技術の創出・体系化」が始まり、

その課題の一つとして「ビッグデータ時代に向けた革新的

アルゴリズム基盤」Foundations of Innovative Algorithms

for Big Data (ABD14) が 2014年より発足している *1。

そこでの中心概念は「劣線形 (sublinear)」であり、ビッ

グデータに対して、データのごく一部（データ量をN とす

ると o(N)個のデータ）しか読まない劣線形時間アルゴリ

ズムが重要な道具として期待されている。

劣線形時間アルゴリズムの中でも「性質検査」(property

testing)はもっとも研究されている分野である。任意の固

定された「性質」に対する検査アルゴリズム（検査機）と

は、与えられた入力のうちの定数個だけを見ることで、そ

の入力がその性質を満たせば高い確率（例えば 2/3以上）

で受理し、その性質からほど遠ければ高い確率で拒否する

乱択アルゴリズムである。検査機の存在する性質のことを

「検査可能」であるという [9]。

グラフに対する性質検査は特に良く研究されてい

る [2], [3], [9], [10], [11], [12], [18], [20]。グラフにおける性
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質検査には大きく分けて以下の三つのモデルがある。密グ

ラフ（隣接行列）モデル、次数制限モデル、一般モデルであ

る。このうち密グラフモデルが最も良く解明されており、

検査可能な性質の特徴づけ（必要十分条件）が明らかにさ

れている [2]。しかし現実のものをグラフ化すると、ほとん

どの場合、グラフは疎になることが知られているので、密

グラフモデルの適用は難しい。次数制限グラフモデルに関

しては、マイナーに関して閉じている性質はすべて検査可

能であることが分かっている [3]。さらにこの結果は、超有

限（定義は後述）なグラフのクラスに関しては任意の性質

が検査可能である [18] という驚くべき結果に結びついてい

る。超有限は次数制限グラフに関しては、マイナーについ

て閉じている性質を含む広いクラスである。しかし、現実

のネットワークをモデル化した場合、次数制限は相性が悪

い。実際、ウェブグラフなどのスケールフリーネットワー

クには次数が大変大きいハブと呼ばれる頂点が存在するこ

とが知られており [1], [16]、このようなグラフに対しては、

これらのアルゴリズムは適用できない。

グラフにおける典型的なビッグデータは「スケールフ

リーネットワーク」と呼ばれ、様々なモデルが研究、提案さ

れている [1], [4], [5], [6], [8], [16], [17], [19], [21], [22], [23]。

最近、スケールフリーネットワークにおける孤立クリーク

の分布における階層的構造に着目した有力なモデルが繁

住・宇野・渡辺 [21]によって提案された。孤立クリークと

は伊藤・岩間 [14], [15] によって提案されたもので、非負

定数 c ≥ 0に対し c孤立クリークとは、k頂点クリークで、

そのクリークとクリーク外を結ぶ辺の数が ck 未満である

ものである。1孤立クリークのことを単に孤立クリークと
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呼ぶこともあり、本稿では「孤立クリーク」はこの意味で

用いる。

このモデル [21]に基づいて我々は階層的スケールフリー

多重グラフ (Hierarchical Scale-Free Multigraphs; HSF; 定

義 3.2) を導入する。これはスケールフリーネットワーク

の自然なモデル化であるが、これに対して、我々は以下の

結果 (詳細は定理 3.4) を得た。

指数法則の指数が２より大きい HFSにおいては、

任意の性質が検査可能である。

本結果から、ウェブグラフなど多くのグラフ形状のビッ

グデータ上の問題が理論上は定数時間検査可能であること

になる。このアルゴリズムはNewmanと Sohlerの STOC’

11のアルゴリズム [18]を利用しているが、彼らの結果は

次数制限モデルに対するものであり、HSFは次数制限を持

たない。本結果は一般グラフモデルに対する初めての万能

検査アルゴリズムである。

2. 準備

本稿で扱うグラフは自己ループを持たない無向多重グ

ラフである。本稿ではそれらを単に「グラフ」といい、

G = (V,E)で表す。V は頂点集合、Eは辺集合である。グ

ラフG = (V,E)とその頂点集合X,Y ⊆ V に対し、Xと Y

の間の辺集合を EG(X,Y ) = {(x, y) ∈ E | x ∈ X, y ∈ Y }
で表す。EG(X)はEG(X,V −X)のことである。|EG(X)|
を dG(X)で表す。頂点 v ∈ V に対し、vに接続する辺数を

その頂点の次数 (degree)と呼ぶ。ただ一つの要素からな

る集合、例えば {x}は誤解の恐れない場合には、集合を表
す中括弧を省略して xのように表現することもある。従っ

て v の次数は dG(v)と表現できる。これらの添字の Gは

それらが明らかな場合は E(∗), d(∗)のように省略できる。
グラフ G = (V,E) と頂点集合 X ⊆ V に対し、X に

よる誘導部分グラフ (subgraph induced by X) とは

G(X) = (X, {(u, v) ∈ E | u, v ∈ X}) である。頂点部分集
合X ⊆ V に対し、Xを新しい頂点 vX で置き換え、EG(X)

内の辺 (x, u) (x ∈ X) を (vX , u)で置き換える操作をX の

縮約 (contract)と呼ぶ。すなわち、X ⊆ V の縮約によっ

てグラフ G = (V,E)は

V ′ = V −X ∪ {vX}, and

E′ = E − {(v, u) | v ∈ X,u ∈ V −X}

∪ {(vX , u) | u ∈ V −X}.

であるグラフ G′ = (V ′, E′)に置き換わる。

なお、上の操作における (vX , u)と (v, u)を同一視する。

すなわち、辺 (v, u)はG′において (vX , u)として残る。こ

こでは多重グラフを扱っているので、もし異なる二つの

v, v′ ∈ X に対して (v, u), (v′, u) ∈ E(X)である場合には、

並列辺（どちらも (vX , u)と表現される）が残り、その片

方が (v, u)に、もう片方が (v′, u)に対応している。

二つのグラフG1 = (V1, E1)とG2 = (V2, E2)は頂点間に

一対一対応 Φ : V1 → V2が存在し、任意の u, v ∈ V1に対し

て |EG1
(u, v)| = |EG2

(Φ(u),Φ(v))| が成立するときに同型
(isomorphic)であるという。グラフの性質 (property)

とは、同型性について閉じている、グラフの部分集合であ

る（無限集合でも良い）。例えば、「平面性」とは、すべて

の平面グラフの集合のことであり、これは（もちろん）同

型性について閉じている。

定義 2.1 (ϵ-far) G = (V,E) と G′ = (V ′, E′) を同じ

頂点数 |V | = |V ′| = nである二つのグラフとする。Gを

G′ と同型にするために必要な削除あるいは付加する辺

の数の最小値を m(G,G′) とする。G と G′ の距離 (dis-

tance)を dist(G,G′) = m(G,G′)/nで定める。*2 Gと G′

が ϵ遠隔 (ϵ-far)であるとは、dist(G,G) > ϵであること

をいい、そうでない場合には ϵ 近接 (ϵ-close) であると

いう。P を空でない性質とする。グラフ G と性質 P と

の距離を dist(G,P ) = minG′′∈P dist(G,G′′)で定義する。

dist(G,P ) > ϵであるとき、Gは P より ϵ遠隔であるとい

い、そうでないとき、ϵ近接であるという。 2

性質P に対する検査アルゴリズム (testing algorithm)

もしくは検査機 (tester)とは、グラフG = (V,E)に対し、

与えられた質問をすることで Gの情報を得て、Gが性質

P を満たすならば確率 2/3以上で受理し、Gが性質 P か

ら ϵ遠隔ならば確率 2/3以上で拒否するものであり、質問

回数が Gによらない（ただし ϵには依存して良い）定数回

で抑えられるようなもののことをいう。一般グラフモデル

に対する質問は、任意の頂点 v ∈ V に対して、一回の質問

で、次数 d(v)を訪ねるか、1 ≤ i ≤ d(v)である整数 iにつ

いて、vの i番目の隣接頂点が何かを聞くことができる。*3

グラフ G = (V,E)に対して、その孤立クリークをすべ

て縮約して得られたグラフを E(G)と表す。なお、異なる

二つの孤立クリークはその定義から、重なることはないの

で、上記の操作は一意的に定まる。

定義 2.2 (超有限 [7]) 二つの正実数 t > 0と ϵ > 0に

対し、n 頂点よりなるグラフ G = (V,E) が (t, ϵ) 超有限

((t, ϵ)-hyperfinite) であるとは、Gより高々 ϵn本の辺を

削除することによって、各連結成分の大きさ（頂点数）を

t以下にできることをいう。関数 ρ : R+ → R+に対し、G

が ρ超有限 (ρ-hyperfinite)であるとは、任意の ϵ > 0に

対し (ρ(ϵ), ϵ)超有限であることである。グラフの集合 Gが
ρ超有限であるとは、任意の G ∈ G が ρ超有限であること

*2 m(G,G′) > nとなりえることから、この定義では距離は 1を超
える場合がある。しかし我々は疎なグラフのみを扱うので、グラ
フ集合には平均次数の上界値（定数）d があり、従って距離の上
限も d/2 で抑えられる。

*3 一般グラフモデルの場合、2 頂点 u, v ∈ V に対して、辺 (u, v)
が存在するか否かを聞くこともできるとすることが一般的である
が、本稿で扱うアルゴリズムはこの質問は使用しない。
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である。グラフの集合 G が超有限 (hyperfinite)である

とは、G が ρ超有限　となるような関数 ρが存在すること

である。 2

超有限性は、次数制限グラフにおいては、マイナーにつ

いて閉じているすべての性質を含む、たいへん広いクラス

である。そして超有限性は次の定理の存在によって、性質

検査において非常に重要なクラスとなっている。

定理 2.3 ([18]) 次数制限グラフモデルにおいて、超有

限なグラフクラスに対し、任意の性質は検査可能である。

3. 本稿の成果

3.1 クラス SF とHSF
どんな性質でも検査可能であるとする定理 2.3 はたいへ

ん強力である。しかし一方で、現実のスケールフリーネッ

トワークにおいては次数の非常に大きなハブと呼ばれる頂

点が存在すると言われており、次数制限グラフモデルは適

さない、という問題点がある。我々はこの強力な結果を現

実のスケールフリーネットワークに適用できないか考察し

た。そして、スケールフリーネットワークの自然なモデル

化である SF とHSF というクラス（後者は前者の部分集
合）を以下のように定義する。

定義 3.1 三つの正実数 c1, c2 > 1と γ1 > 1に対し、ク

ラス Scale-Free Graphs (SF) SF = SF(c1, c2, γ1)を以

下の条件を満たす（多重）グラフ G = (V,E)の集合と定

義する。

(i) d(v) = iである頂点 v ∈ V の数を νi とすると、次の

式が成立する。

⌊c1i−γ1n⌋ ≤ νi ≤ c2i
−γ1n, ∀i ∈ {2, 3, . . . , }. (1)

2

上記の性質 (i)は一般に「指数法則 (power-low)」と呼ば

れ、スケールフリーグラフの代表的な性質とされる。さら

に多くの場合、2 < γ1 < 3 を満たすとされている [1]。

定義 3.2 (Hierarchical Scale-Free Graphs) 六

つの正実数 c1, c2, c3, c4 > 1 と γ1, γ2 > 1 に対し、

ク ラ ス Hierarchical Scale-Free Graphs (HSF)

HSF = HSF(c1, c2, c3, c4, γ1, γ2) を以下の条件を満たす

（多重）グラフ G = (V,E)の集合と定義する。

(i) G ∈ SF(c1, c2, γ1)

(ii) |Q| = iである孤立クリーク Q ⊆ V の個数を µi とす

ると、次の式が成立する：

⌊c3i−γ2n⌋ ≤ µi ≤ c4i
−γ2n, ∀i ∈ {2, 3, . . . , }, (2)

(iii) E(G) ∈ HSF . 2

上記の (ii)と (iii)は [21]によって指摘されたものであり、

多くのスケールフリーネットワークにおいて γ2 ≈ γ1 + 1

であることが同文献内で指摘されている。

3.2 定理

我々は以下の成果を得た。

定理 3.3 γ1, γ2 > 2 を満たす任意の HSF =

HSF(c1, c2, c3, c4, γ1, γ2) と任意の正実数 ϵ > 0 に対

し、HSF が (t3.3, ϵ) 超有限となるような正実数 t3.3 =

t3.3(HSF , ϵ) が存在する。 2

そして、本定理で示された超有限性によって定義される

頂点集合の分割を得る大域的アルゴリズムを与える。この

分割アルゴリズムは乱数を用いないので、決定的である。

すなわち、グラフG = (V,E)とパラメータ ϵが固定されれ

ば、分割も一通りに定まる。そして、このアルゴリズムは

局所的なものに容易に変換できる。すなわち、我々は「決

定性の」分割神託を得る。なお、これまでに知られている

分割神託はすべて乱択アルゴリズムである。この分割神

託を用いると、[18]とほぼ同じ議論によって、次の定理を

得る。

定理 3.4 任意の性質は γ1, γ2 > 2 である任意の

HSF(c1, c2, c3, c4, γ1, γ2) 上で検査可能である。 2

証明については [13] を参照のこと。

4. まとめと今後の課題

我々はスケールフリーネットワークの自然なモデル化で

ある多重グラフのクラスHSF を定義し、そのクラス内の
広い部分クラス（指数法則の指数が２より大きいもの）が

超有限であることを証明した（定理 3.3）。この結果を用い

て、このクラスにおいては任意の性質が検査可能であるこ

とを証明した（定理 3.4）。

HSF は孤立クリークの分布の階層構造を利用している。
ここでの「孤立クリーク」は「孤立した密な部分集合 [14]」

に拡張できる可能性が有る。そのようなさらに広いクラス

においてもやはり超有限性が成立する可能性があるので、

それを調べることは今後の重要な研究課題である。
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