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テクニカルノート

2分探索木を通りがけ順になぞる並列アルゴリズム

右 田 雅 裕† 中 村 良 三††

2分探索木を通りがけ順になぞる並列アルゴリズムを並列計算機モデル CREW PRAMのもとで
提案する．このアルゴリズムでは，はじめにオイラーツアー技法を用いて 2分探索木のオイラー閉路
を求め，その走査リストから簡潔で効率良く通りがけ順の値を算定する並列アルゴリズムを示す．こ
の並列アルゴリズムの時間計算量は，節点の数を N とすると，O(N) のプロセッサを用いて通りが
け順の値を O(logN) 時間で求めることができる．

Parallel Algorithm for Inorder Traversal of a Binary Search Tree

Masahiro Migita† and Ryozo Nakamura††

We propose an efficient parallel algorithm to number the vertices in inorder on a binary
search tree by using Euler tour technique. The proposed algorithm can be implemented in
O(logN) time with O(N) processors in CREW PRAM, provided that the number of nodes
in the tree is N .

1. は じ め に

2分探索木は，順序が付いた要素の挿入・探索・削除が頻
繁に行われる集合に対して，アルゴリズムを効率良く実現で
きるデータ構造である．この木のすべての要素を系統的に効
率良くなぞる方法として，行きがけ順（preorder），帰りが
け順（postorder）および通りがけ順（ inorder）があり，特
に通りがけ順は木の各要素を昇順になぞる重要ななぞりで
ある．
上記のなぞりを並列に実行するアルゴリズムでは，オイ

ラーツアー技法（Euler tour technique）を用いて，走査リ
スト（traversal list）を生成し，そのリストから行きがけ順
と帰りがけ順になぞる各サブリストを作り，それらのなぞり
を求める方法が文献 1)で示されているが，通りがけ順のな
ぞりを求めるアルゴリズムは明らかでない．一方，文献 2)，
3)の平衡 2分探索木を構成する並列アルゴリズムの中では，
各節点において親や子の存在条件に基づき，通りがけ順を構
成する走査リストの要素には重み 1，それ以外の要素には重
み 0を付け，この重みに対して並列 prefix-sumを適用して
通りがけ順の値を求めている．また，文献 4)においても，走
査リストの各要素における親子の関係や子の存在を参照する
ことによって，文献 2)，3)と同様な重みづけを行い，並列
prefix-sumを用いて通りがけ順の値を求めている．
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本稿で提案する並列アルゴリズムは，まず隣接リストで表
された 2分探索木にオイラーツアー技法を用いてオイラー閉
路を求め，その閉路から根がリストの先頭になるような走査
リストを作る．次に，その走査リストの各要素に簡単な情報
を持たせるだけで通りがけ順になぞるサブリストを生成し，
そのサブリストに対して並列リストランキングアルゴリズム
を適用して通りがけ順の値を求めるアルゴリズムである．こ
の提案する並列アルゴリズムは CREW PRAMモデルのも
とで節点数の対数オーダの時間計算量で実行できる．

2. 提案する並列アルゴリズム

提案する並列アルゴリズムは，オイラーツアー技法を用い
て 2 分探索木のオイラー閉路から走査リストを生成し，そ
のリストに基づき通りがけ順の値を効率良く算定する並列ア
ルゴリズムである．提案するアルゴリズムでは，共有記憶領
域に次のようなデータ構造を定義し，2分探索木を配列 Tに
よって次のように表す．
type index = 1..N;

node = record key:keytype; num:index;

{ 節点 : keytypeは定義済，通りがけ順の値 }
parent,left,right:index; end;

{ 親，および左と右の子 }
var T = array[index] of node;

文献 1)，5)に提示されている木をなぞる並列アルゴリズ
ムでは，隣接リスト（このリストでは，辺 (i, j) と辺 (j, i)
は相互に参照可能であるように構成する）で表された木にオ
イラーツアー技法を用いて，オイラー閉路を求め，その閉路
から根がリストの先頭になるような走査リストを作る．オイ
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図 1 2分探索木の例

Fig. 1 Example of a binary search tree.

図 2 図 1 の 2分探索木の表現

Fig. 2 Binary Search tree Representation of Fig. 1.

ラーツアー技法とは，木の各辺を互いに逆向きの 2辺で置換
したようなオイラー閉路を構成する並列計算である．次に，
この走査リストの各要素（辺）のランクを算定する．ここで，
リストの要素 k のランクとは，リストの先頭から要素 k ま
での要素の個数として定義される．このランク付けはダブリ
ング技法（doubling technique）を用いて，n 個の要素から
なるリストを EREW PRAM計算機モデルで，プロセッサ
数 O(n/ logn) を用いて O(log n) の時間計算量で計算でき
ることが知られている1),5)．
走査リスト上において各要素のランクが求まると，木の

任意の枝 (i, j) は，走査リスト上ではランクの値の小さい
辺 (i, j) とランクの値の大きい辺 (j, i) とが対になって現れ
る．ここで，そのランクの値の小さい辺を先行辺（advance
edge），ランクの値の大きい辺を後退辺（retreat edge）と
よぶ．
提案する並列アルゴリズムでは，まず前述のオイラーツ

アー技法を用いて，2分探索木のオイラー閉路から走査リス
トを生成し，その走査リスト上の各辺の先行辺と後退辺を求
める．
たとえば，図 1 の 2分探索木を図 2 のようなデータ構造

で表現すると，2分探索木の隣接リストは，この木が順序木
であることを考慮して，そのリストの要素は親（parent），
左の子（left），右の子（right）の順に欄を連結して考え
る．ただし，欄の値が零（0）の場合はその要素が欠けてい
るものと解釈する．
次に，この隣接リストを用いてオイラー閉路を求め，その

2分探索木の根がリストの先頭になるような走査リストを作
り，リスト上のランク付けを用いて走査リスト上の先行辺と
後退辺を算定する．
最後に，走査リスト上の先行辺と後退辺が決まれば，2分

探索木の行きがけ順，帰りがけ順および通りがけ順の節点の
なぞりは次のように効率良くできる．

i)行きがけ順（preorder）
走査リスト上から先行辺となる要素のサブリストを下記の

ように生成する．

(i1, j1) −→ (i2, j2) −→ · · · −→ (in, jn)

上記のサブリストの先頭の要素 (i1, j1) は最初に i1，次
に j1 をなぞり，第 k の要素 (ik, jk) (k ≥ 2) からは jk の
みをなぞる．すなわち行きがけ順の節点のなぞりは，次のよ
うになる．

i1 −→ j1 −→ j2 −→ j3 −→ · · · −→ jn

ii)帰りがけ順（postorder）
走査リスト上から後退辺となる要素のサブリストを下記の

ように生成する．

(í1, j́1) −→ (í2, j́2) −→ · · · −→ (ín, j́n)

上記のサブリストの先頭から順次に辺 (ík, j́k), (k ∈ L)

の ík を取り出し，リストの最後の要素は (ín, j́n) を取り出
す．その結果，節点のなぞりは次のようになる．

í1 −→ í2 −→ í3 −→ · · · −→ ín −→ j́n

上記の i)， ii)のなぞりの骨子はすでに文献 1)に提示さ
れているが，通りがけ順のなぞりについては明らかでない．
提案するアルゴリズムでは，上記の i)， ii)のアルゴリズ

ムと同様に，走査リストから通りがけ順を構成するサブリス
トを生成し，そのサブリストの要素である辺の先頭の節点を
順次取り出せば通りがけ順のなぞりが求められる．このアル
ゴリズムでは，走査リストの各要素に，先行辺または後退辺
と右枝または左枝という単純な情報を持たせ，その情報のみ
で各要素が自分自身が通りがけ順の要素であるかどうか判断
する．
iii)通りがけ順（ inorder）
i)行きがけ順， ii)帰りがけ順の節点のなぞりは容易にで

きる．しかし，通りがけ順では，左部分木，根，右部分木の
順に節点をなぞる必要がある．通りがけ順のなぞりを注意深
く考察すると，左枝のなぞりは帰りがけ順，右枝のなぞりは
行きがけ順のなぞりに類似している．この点を考慮して，走
査リスト上の要素である各辺に先行辺か後退辺かの情報のほ
かに，その辺が左枝か右枝かの情報を付加する．その結果，
通りがけ順に節点をなぞるアルゴリズムは次のようになる．
［通りがけ順になぞる並列アルゴリズム］
走査リストにおいて下記に述べる条件 a)から e)までを満

たすサブリストを作り，そのリストの先頭から各要素すなわ
ち辺の先頭の節点を順次なぞれば，通りがけ順になぞること
ができる．
このアルゴリズムでは，記述を簡潔にするため，走査リス

ト上のすべての辺に各プロセッサを割り当てる．
まず，次の条件 a)，b)，c)を満たす辺に目印を付加する．

a)左枝の後退辺，b)右枝の先行辺．c)右枝の先行辺の直後
の右枝の後退辺，または，左枝の後退辺の直後の右枝の後退
辺．次に，
d) 上記の a)，b)，c)で目印を付加した辺のみからなるサ

ブリストを作る．このとき，このサブリストの最後の辺
(in, jn) が左枝の後退辺ならば，ダミー辺 (jn, jn+1)

をこのサブリストの最後尾に追加する．
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e) 条件 a)～d)で生成されたサブリスト上で，右枝の後退
辺の直後に辺があれば，その辺（左枝の後退辺）を削除
する．

最後に，条件 e)で生成されたサブリストに対して，その
各要素すなわち各辺の先頭の節点からなるリストを作り，並
列リストランキングアルゴリズムを適用すれば，各節点の通
りがけ順の値が求まる．
上記アルゴリズムを図 3に示す．図 3では走査リストの最

後尾は自分自身を指し示していると仮定し，走査リストの各
要素 kには次のような配列を割り付ける．son(k)は左枝/右
枝の識別，trav(k)は先行辺/後退辺の識別，reverse(k)は
要素 k（辺 (i, j)）の逆順の辺 (j, i) へのポインタ，mark(k)
は条件 a)，b)，c)を満たす辺の目印をそれぞれ格納する．ま
た，head(L)はリスト Lの先頭の要素を取り出す関数とし，
next(k)は要素 kのポインタを示す．
［アルゴリズムの正当性］
はじめに，条件 a)，b)を満たす辺が通りがけ順になぞる

辺の候補になることは自明である．また，条件 c)では，ま
ず右枝の先行辺 (u, v) の直後の右枝の後退辺 (v, u) を通り
がけ順になぞる辺に含めることで，右枝の葉節点 v をなぞる
ことができる．次に，左枝の後退辺 (u, v) の直後の右枝の
後退辺 (v, w) を通りがけ順になぞる辺に含めることによっ
て，右枝を持たない節点 v をなぞることができる．
次に条件 d)では，条件 a)，b)，c)を満たす辺のみから

なるサブリストを作る．このサブリストの最後の辺 (in, jn)

が後退辺でかつ左枝であれば，すなわち，根 jn が右枝を持
たないならば，新たにダミー辺 (jn, jn+1) を追加して根 jn

をなぞるようにする．
条件 e)では，条件 a)から d)までによって生成されたサ

ブリスト上で，右枝の後退辺の直後に辺があれば，その辺は
必ず左枝の後退辺である．なぜなら右枝は先行辺としてすで
にそのサブリスト上に登録済みであり，次にくるのは左枝の
後退辺しかありえない．このとき，この左枝の後退辺 (v, u)

の節点 v は右枝を持つので，右枝の先行辺 (v, w) としてす
でにサブリスト上に存在している．そのため，節点 v は 2回
なぞられることになる．したがって，右枝の後退辺の直後の
左枝の後退辺はこのサブリスト上から削除する必要がある．
たとえば，図 4 で条件 d)を満たすサブリストにおいて，

→
右 枝
(v3, v4)

先行辺
→
右 枝
(v4, v5)

先行辺
→
右 枝
(v5, v4)

後退辺
→
左 枝
(v3, v2)

後退辺
→
左 枝
(v2, v1)

後退辺
→

右枝の後退辺 (v5, v4) の直後にくる左枝の後退辺 (v3, v2)

は，サブリストから削除する．その結果，条件 e)を満たす
サブリストの先頭から各要素である辺の先頭の節点をなぞれ
ば通りがけ順の値が得られる． ✷

図 1 の 2分探索木について，通りがけ順のなぞりを示す．
まず，走査リストを先行辺，後退辺ならびに左右の子を識別
する記号を付記して表すと次のようになる．

const N = { 節点の総数 };
type cell = record start,end: 1..N+1;

next: list end;
list = ↑cell;

procedure Para Inorder Traverse(traversal list: list);

{ 通りがけ順の値を算定する並列アルゴリズム． }
var rank: array of integer; k, sublist: list;

begin { 走査リストのランクを計算 }
List Ranking(traversal list, rank);

for all k, k ∈ traversal list in parallel do
begin { 先行辺または後退辺の識別 }

if rank(k) < rank(reverse(k)) then
trav(k) ← advance

else
trav(k) ← retreat;

mark(k) ← 0;
if trav(k) = retreat and son(k) = left then

mark(k) ← 1 { 条件 a) }
else if trav(k) = advance and son(k) = right then

mark(k) ← 2; { 条件 b) }
if mark(k) �= 0 and next(k) �= k then

if trav(next(k)) = retreat and
son(next(k)) = right then

mark(next(k)) ← 3 { 条件 c) }
end;
sublist ← traversal list; { ここから条件 d) }
repeat log 2(N − 1) times
{ 目印の辺のみのサブリストを生成 }

for all k, k ∈ sublist in parallel do
if mark(next(k)) = 0 then

next(k) ← next(next(k));

for all k, k ∈ sublist in parallel do begin
if k=head(sublist) then { サブリストの先頭の処理 }

if mark(k) = 0 then
head(sublist) ← next(head(sublist));

if mark(next(k)) = 0 then
next(k) ← k; { サブリストの最後尾の処理 }

if next(k) = k and mark(k) = 1 then
begin { 最後尾が左枝の後退辺のとき }

new(next(k)); { 最後尾にダミー辺を追加 }
next(next(k)) ← next(k);

next(k)↑.start ← k↑.end; next(k)↑.end ← N+1

end
end;
for all k, k ∈ sublist in parallel do

if mark(k) = 3 and next(k) �= k then
next(k) ← next(next(k)); { 条件 e) }

List Ranking(sublist, rank); { 通りがけ順の値の算定 }
for all k, k ∈ sublist in parallel do

T[k↑.start].num ← rank(k) { 値の格納 }
end;

図 3 通りがけ順になぞる並列アルゴリズム

Fig. 3 Parallel algorithm for numbering the vertices

in inorder using the traversal list.
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図 4 走査リストと条件 d)を満たすサブリスト

Fig. 4 Traversal list and sublist satisfied the condition d).

図 5 条件 a)～e)を満たす図 1 のサブリスト

Fig. 5 Sublist satisfied conditions a)∼e) in Fig. 1.

left
(F, A)

advance

→
right
(A, E)

advance

→
left
(E, D)
advance

→
left
(D, B)
advance

→

right
(B, C)

advance

→
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(C, B)
retreat

→
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(B, D)
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→
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(D, E)
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→
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(E, A)
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→
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(A, F )
retreat

→
right
(F, H)
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→
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(H, G)
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→
left
(G, H)
retreat

→
right
(H, F )
retreat

上記の走査リストから，条件 a)，b)，c)および d)を満た
すサブリストは次のようになる．

right
(A, E)

advance

→
right
(B, C)
advance

→
right
(C, B)
retreat

→
left
(B, D)
retreat

→
left
(D, E)
retreat

→

right
(E, A)
retreat

→
left
(A, F )
retreat

→
right
(F, H)

advance

→
left
(G, H)
retreat

→
right
(H, F )
retreat

次に，e)の条件によって，(B, D) と (A, F ) の辺が削除
され，サブリストは次のようになる．
(A, E) −→ (B, C) −→ (C, B) −→ (D, E) −→
(E, A) −→ (F, H) −→ (G, H) −→ (H, F )

上記のサブリストは適用された条件を付記した矢印つき実
線で図 5 に示される．
このサブリストの各要素すなわち辺の先頭の節点をなぞれ

ば通りがけ順が次のように得られ，さらに並列リストランキ
ングを適用して通りがけ順の値が求まる．

A → B → C → D → E → F → G → H

［通りがけ順になぞる並列アルゴリズムの時間量］
節点数 N の 2分探索木を表す隣接リストからオイラー閉

路を求めるアルゴリズムは O(logN) の時間を要するが，2
分探索木の場合には隣接リストの長さはたかだか 3であるの
で，プロセッサ数 N を用いれば定数時間 O(1) で算定でき
る．また走査リスト上でのランクの算定および先行辺および
後退辺の識別に用いたダブリング技法は O(logN) 時間を要
する．
次に通りがけ順の値を求めるアルゴリズムは，リストの各

要素にプロセッサを割り当てると，各プロセッサは自分が先
行辺であるか後退辺であるか，また右枝であるか左枝である
かの情報に基づき，a)，b)，c)の条件に合否するかどうかを
O(1) 時間で判別できる．条件 d)におけるマークされた要素
の部分リストの生成は O(logN) で構成することができる．
また条件 e)は O(1) 時間でできる．さらに，生成したサブ
リストのランクは O(logN) 時間で求まる．前述の結果，通
りがけ順の値を算定する並列アルゴリズムは O(logN) 時間
で可能である．このアルゴリズムは，Brentの定理1)を用い
ればプロセッサ数を O(N/ logN) に減少させることも容易
である．

3. お わ り に

通りがけ順の値を求めるためには，2分探索木を通りがけ
順になぞるという逐次性の強い処理が必要となる．この処理
をどのように並列化するかが問題である．単に 2分探索木の
通りがけ順の値を求めるだけなら，見出しの値を並列に整列
することによって求めることができる．しかし本稿では，オ
イラーツアー技法を用いて 2分探索木を通りがけ順になぞる
汎用性のある並列アルゴリズムを考察した．すなわち，提案
した並列アルゴリズムでは，まず，オイラーツアー技法を用
いて 2分探索木のオイラー閉路を求め，その走査リストから
リスト操作を行うだけで効率良く通りがけ順の値を算定する
簡潔な並列アルゴリズムを示した．
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