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効率の良いモルフォロジー演算が可能なフィルタ形状について

櫻 井 敦 史†,☆ 平 田 富 夫†

モルフォロジー演算は画像の特徴抽出やノイズ除去など様々な画像処理に用いられる基本的処理で
ある．2 値画像入力に対するその時間計算量は，入力画像のサイズを n × n，フィルタのサイズを
r × r とすると O(n2r2) となり，処理時間がフィルタサイズに大きく依存する．しかし距離変換を
用いることで処理時間がフィルタサイズに依存しないモルフォロジー演算を行うことが可能である．
本研究ではフィルタ形状のあるクラスに対しては，O(n2) 時間でモルフォロジー演算ができることを
示す．このクラスに入るフィルタ形状の例をあげると，円，長円形，正三角形，長方形，台形などで
あり，画像処理で用いられるフィルタのほとんどが含まれる．

On a Class of Efficiently Computable Morphological Filters

Atsushi Sakurai†,☆ and Tomio Hirata†

Mathematical morphology is used for feature extraction and noise elimination in image pro-
cessing. Morphological operation for a binary image of size n × n with a filter of size r × r is
performed in O(n2r2) time, and thus the computation time depends heavily on the filter size.
By using distance transformation, morphological operation can be done in time independent
of the filter size. In this paper, we show that morphological operation can be done in O(n2)
time for some class of filter shapes. This class contains most of filter shapes which appear in
image processing, such as circle, rectangle, equilateral triangle, trapezoid, etc.

1. は じ め に

モルフォロジーとは一般には形態学を意味する

言葉であるが，画像処理の分野では数理形態学

（mathematical morphology）のことを指す．1960年

代後半に G. Matheronや J. Serraらによって提起さ

れ，当初は鉱石の顕微鏡写真の解析手段として応用さ

れた．その後，1 つの学問体系として発達をとげた．

一般的には多次元空間における集合論として展開され

るものであるが，実際に応用される場合は 2 次元画

像を対象とすることが多い．特に 2 値画像に対する

モルフォロジー演算は画像の特徴抽出やノイズ除去な

どを行う際に用いられる画像処理の 1つである．サイ

ズ n × n（縦横がそれぞれ n 画素）の 2次元ディジ

タル画像を入力とし，フィルタ画像のサイズを r × r

とすると，モルフォロジー演算に要する時間計算量は

O(n2r2)となり，処理時間がフィルタサイズに大きく

依存するという問題がある．これを解決する手段とし
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て，大きなフィルタを小さなフィルタに分割して繰り

返し処理を行う方法1),2)やフィルタを 1次元フィルタ

に分解して処理する方法7)が提案されている．しかし

分割繰返し型フィルタリングの場合は小フィルタのサ

ンプリング誤差が累積して結果に影響を及ぼしたり，

1次元分解型フィルタリングはフィルタ形状が対称で

ないと十分な効果を発揮しないことなどが指摘されて

いる3)．これらとはまったく異なる手法として，距離

変換アルゴリズムを用いてモルフォロジー演算を行う

ことができる．円や正方形といった形状のフィルタは

それぞれ Euclid距離や chessboard距離の単位円に相

当する．これらの距離については効率の良い距離変換

アルゴリズムが与えられており4),5)，それを利用して

円や正方形のフィルタに関するモルフォロジー演算が

可能である．しかしモルフォロジー演算のフィルタと

しては，これら以外にも様々な形状が要求される．本

研究では，多くの形状を含むフィルタのクラスを定義

し，そのクラスに属するフィルタに関するモルフォロ

ジー演算がすべて O(n2) 時間で計算可能であること

を示す．このクラスは，円，長円形，正三角形，長方

形，台形など，画像処理で用いられるフィルタのほと

んどを含む．
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2. 準 備

2.1 ディジタル画像

Iをサイズ n × n の 2次元ディジタル画像とする．

画素の位置は xy 整数座標系で表すものとし，x，y 座

標がそれぞれ i，j の画素を (i, j)で表す．画素 (i, j)

の濃度値（画素値）が Iij のとき，この画像を I{Iij}
と表記する．このとき x 座標のインデックス i と y

座標のインデックス j の集合をそれぞれ zx，zy とす

る（ |zx| = n，|zy| = n）．I{Iij}が 2値画像の場合は

Iij ∈ {0, 1} である．また，y 座標を c1 に固定した

画素 (x, c1) の集合のことを行 c1，x 座標を c2 に固

定した画素 (c2, y) の集合のことを列 c2 と呼ぶ．画

素 (i, j) は点 (i, j) とも呼び，位置ベクトルとして考

えることもある．

2.2 モルフォロジー演算

モルフォロジー演算は一般論としては N 次元空間

における集合論として展開されるものである．しかし

実際には 2次元空間つまり画像が処理の対象となるこ

とがほとんどである．モルフォロジー演算の利用例と

しては画像のノイズ除去やエッジ検出，テクスチャ方

向性検出，パターンスペクトルによる特徴抽出などが

あげられる6)．

ここでは 2 次元 2 値画像を対象とした場合のモル

フォロジー演算についてその基本演算を定義する．

モルフォロジー演算にはディレーション（dilation）

とイロージョン（erosion）という 2つの基本演算が

あり，これら単体もしくはその組合せによって処理を

行う．入力をサイズ n × n の 2値画像 I{Iij} とし，
F = {(i, j) | Iij = 1} を前景，B = {(i, j) | Iij = 0}
を背景と呼ぶ．フィルタはサイズ r × r の 2 値画像

G{Gij} である．G = {(i, j) | Gij = 1} をフィルタ
領域と呼び，これを単にフィルタと呼ぶこともある．

本論文では簡単のためフィルタ画像の原点 (0, 0) は

フィルタ領域 G に含まれるものとする．この仮定は

後に述べる平行移動不変性のため一般性を失うもので

はない．2値画像のモルフォロジー演算では，入力画

像およびフィルタ画像のそれぞれの前景画素集合につ

いて演算を行った結果が出力画像の前景画素集合にな

ると考える．ディレーション演算は Iと Gから n×n

の画像 D{Dij}を得る演算で，I⊕G = Dと表記し，

次の式で定義される．

Dij = max
(s,t)∈G,i−s∈zx,j−t∈zy

{Ii−s,j−t}

つまり I ⊕ G は F と G のミンコフスキー和に対応

する．

イロージョン演算は I と G から n × n の画像

E{Eij}を得る演算で，I�G = Eと表記し，次の式

で定義される．

Eij = min
(s,t)∈G,i+s∈zx,j+t∈zy

{Ii+s,j+t}

ディレーション処理はずらし重ねまたは膨張とも呼

ばれ，入力画像の前景を広げる効果がある．一方，イ

ロージョン処理は掻き取りまたは収縮とも呼ばれ，入

力画像の前景を狭める効果がある．なお，ディレーショ

ンおよびイロージョンでは以下の性質が成り立つ6)．た

だし，A，B，C は 2値画像であり，(A)z は z を位

置ベクトルとして，A の前景画素を z だけ平行移動

したものを表す．また，∪ と ∩ はそれぞれ前景の和
集合，積集合である．

平行移動不変性 A ⊕ (B)z = (A ⊕ B)z および

A� (B)z = (A�B)z

これは原点座標の位置を平行移動したフィルタによ

るディレーションおよびイロージョンの出力は，平行

移動する前のフィルタによるディレーションおよびイ

ロージョンの出力を平行移動したものに等しいという

ことである．

分配則 A ⊕ (B ∪ C) = (A ⊕ B) ∪ (A ⊕ C) および

A� (B ∪ C) = (A�B) ∩ (A� C)

これは複数のフィルタの和集合によって表されるフィ

ルタによるディレーションの出力はそれぞれのフィル

タによるディレーションの出力の和集合に等しく，ま

た，同様のフィルタによるイロージョンの出力はそれ

ぞれのフィルタによるイロージョンの出力の積集合に

等しいことを表す．

ディレーションとイロージョンを組み合わせた演

算としてはオープニング（opening）とクロージン

グ（closing）などがある．オープニングは I ◦ G =

(I � G) ⊕ G と定義され，クロージングは I • G =

(I⊕G)�Gと定義される．オープニング処理は前景

を内側から平滑化する効果を持っており，前景の微小

突起や孤立点などを消去する．また，クロージング処

理は前景を外側から平滑化する効果があり，前景の微

小凹部分や前景内の欠損スポットなどを埋め合わせる．

モルフォロジー演算を単純に定義どおりに計算する

と，入力画像の各画素についてサイズ r× r のフィル

タを重ね合わせて出力を計算する必要があるため，そ

の時間計算量は O(n2r2) となる．

2.3 距 離 変 換

入力画像をサイズ n×nの 2値画像 I{Iij}とする．
画素 p1 = (i1, j1) と画素 p2 = (i2, j2) の間の距離を

d(p1, p2)で表す．2値画像 I の距離変換とは，各画素
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(i, j) について，前景画素との間の距離の最小値を求

めることであり，その出力 T{Tij} は n × n の画像

で，次のように定義される．

Tij = min
s∈zx,t∈zy

{d((i, j), (s, t)) | Ist = 1}

画像処理の分野でよく使われる距離関数 d(· , ·) とし
ては Euclid距離，cityblock距離，chessboard距離，

octagonal距離などがある．

距離変換は単純に定義どおりに計算すると，入力画

像サイズが n × n のとき，その時間計算量は O(n4)

である．距離変換は図形の骨格抽出などに利用される．

2.4 距離変換アルゴリズム（UDT）

文献 5)によって，Euclid距離を含む様々な距離関

数について統一的手法により O(n2) 時間で距離変換

を行うアルゴリズムが与えられている．以下ではこの

距離変換アルゴリズムを UDTと呼ぶことにする．こ

の節では UDTの概要について，Euclid距離変換を例

として簡単に紹介する．詳しくは文献 4)，5) を参照

されたい．アルゴリズムは 2段階の処理からなる．

【変換 1：列方向処理】入力画像の各列 tごとに列方

向のみを参照して，各画素について最も近い前景画素

までの距離値を求める．すべての列についてこの処理

を行った後に得られる画像を C{cij}(i ∈ zx, j ∈ zy)

とする．ここで，

cij = min
0≤p≤n−1

{|j − p| | Iip = 1}

である．また列 t に前景画素が 1 つもない場合は

ctj = ∞(j ∈ zy) とする．このアルゴリズムは 1列処

理するのに O(n) 時間でできるので，すべての列につ

いての処理は O(n2) 時間でできる．

【変換 2：行方向処理】変換 1の結果 C の各行 eごと

に行方向のみを参照して，各画素 (i, e)について次の

ようにして距離値 tie を求める．列 k 内で最も行 eに

近い前景画素（つまり cke = |e − p| となる画素）を
(k, p) とする．画素 (k, p) と画素 (i, e) との間の距離

の 2乗は (i− k)2 + c2ke である．これを iについての

関数として �e
k(i) = (i− k)2 + c2ke と表し，この関数

を行 e に関する列 k の距離グラフと呼ぶ．このとき，

tie の 2乗は次のようになる．

t2ie = min
k∈zx

{�e
k(i)}

したがって，関数の集合 Le
n = {�e

k(x) | k ∈ zx}
の下側包絡線 Lenv(Le

n) = {�e
t (x) | ∃x0 �e

t (x0) =

mink∈zx �e
k(x0)} を求めればよい．この処理はスタッ

クを用いることによって O(n) 時間で実行できる4),5)

ので，すべての行についての処理は O(n2) 時間でで

きる．

よって UDTアルゴリズム全体は O(n2) 時間で処

理が終了する．上の説明では Euclid距離についてア

ルゴリズムを紹介したが，他の距離関数について距離

変換を行う場合は �e
k(i) の形を変えてやればよい．具

体的には，cityblock距離なら �e
k(i) = |k − i| + cke，

chessboard 距離なら �e
k(i) = max(|k − i|, cke) など

とすればよい．また，このアルゴリズムが適用可能な

距離関数については，次の定理が得られている．

定理 15) 距離が軸対称ノルムに基づいているならば，

距離変換は O(n2) 時間で実行可能である．

距離がノルム☆に基づく，またはノルムで定義され

るとは，点 p1 から点 p2 までの距離が，d(p1, p2) =

‖p2 − p1‖ として与えられることとする．また，軸対
称ノルムとは ‖(x, y)‖ = ‖(|x|, |y|)‖ を満たすノルム
である．つまり軸対称ノルムの単位円は x 軸，y 軸に

対称な図形となる．

ノルムに基づく距離では 2 点間の距離はその相対

位置関係から決定され，また，三角不等式が成立す

る．さらに軸対称ノルムに基づく距離の場合は，距離

が x 座標，y 座標それぞれについて単調かつ対称であ

る．距離が x 座標に単調かつ対称とは，∀y について，
|x| < |x′|ならば，‖(|x|, |y|)‖ ≤ ‖(|x′|, |y|)‖となるこ
とである．同様に y 座標に単調かつ対称とは，∀x に
ついて，|y| < |y′| ならば，‖(|x|, |y|)‖ ≤ ‖(|x|, |y′|)‖
となることである．

Euclid距離，chessboard距離，cityblock距離，oc-

tagonal距離はすべて軸対称ノルムで定義できる．こ

のように UDTアルゴリズムは画像処理の分野でよく

用いられるほとんどの距離関数について適用できる．

2.5 距離変換によるモルフォロジー演算

モルフォロジー演算に用いるフィルタの形状が円や

正方形の場合には，距離変換を用いてモルフォロジー

演算の結果が得られる．入力画像 I に対し半径 b の

円形フィルタでディレーションを行うには，まず入力

画像に対し Euclid距離変換を施し，その出力 T の各

要素 Tij をしきい値 bによって 2値化（b より大きい

値なら 0，b 以下なら 1に）すればよい．イロージョ

ンの場合は，入力画像の画素値を反転させて距離変換

を施し，その結果の各要素を 2値化（b より大きい値

なら 1，b 以下なら 0に）すればよい．

つまりモルフォロジー演算のフィルタ形状が距離関

☆ ベクトル空間 X の各元 x に対して次の性質を持つ実数 ‖x‖
が対応しているとき，‖x‖ を x のノルムという．i) ‖x‖ ≥ 0，
‖x‖ = 0 iff x = 0. ii) ‖αx‖ = |α|‖x‖. iii) ‖x‖ + ‖y‖ ≥
‖x + y‖.
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数の単位円と相似である場合には，上のようにして距

離変換を施した結果に対して 2値化することでモルフォ

ロジー演算を行うことができる．円形フィルタの場合

は Euclid距離，正方形フィルタの場合は chessboard

距離，ダイヤモンド型フィルタの場合は cityblock距

離を用いて距離変換を施せばよい．これらの距離の場

合は前節で紹介したように O(n2) 時間で距離変換を

行うことができる．しきい値処理や画像反転処理は入

力画像のサイズに比例する時間（O(n2)）で行えるの

で，距離変換が効率良く実行できる場合には，処理時

間がフィルタサイズに依存しないでモルフォロジー演

算を実行できることになる．したがってこの方法は大

きなサイズのフィルタの場合に特に有効である．

3. モルフォロジー演算の高速化

3.1 従 来 法

大きなフィルタを用いたときのモルフォロジー演算

の処理時間短縮のために過去に以下のような方法が提

案されている．ここではこれら従来法の処理方式およ

びその性質について紹介する．

3.1.1 1次元分解型フィルタリング

フィルタを複数の 1次元フィルタに分解し，それぞ

れの処理結果からもとのフィルタ全体の演算結果を求

める方法を 1次元分解型フィルタリング7)という．こ

の原理に基づいたハードウェアの開発なども行われて

いる8)．1次元分解型フィルタリングでは，もとのフィ

ルタを 1次元の帯状フィルタに分解し，分割したそれ

ぞれのフィルタについてモルフォロジー演算を行う．

この演算結果を分解した方向と直行する 1次元フィル

タでモルフォロジー演算を行い，それぞれの結果を組

み合わせることで，もとのフィルタ全体の演算結果を

求めることができる．この方法の場合，単純に行うと

モルフォロジー演算の計算量は削減されない．しかし

分割したフィルタのなかに同じ長さの 1次元フィルタ

が複数含まれる場合は，その 1次元フィルタによる演

算結果を記憶しておいて利用することで計算量を削減

することが可能である．すなわち 1次元分解型フィル

タリングの計算量はフィルタ形状に依存する．たとえ

ば辺が水平垂直な長方形フィルタならば，水平（また

は垂直）方向に分解した 1次元フィルタの形状（長さ）

はすべて等しくなるため，大幅な計算量削減が可能で

あるが，フィルタ形状によってはほとんど計算量が変

化しないものもある．

3.1.2 分割繰返し型フィルタリング

大きなサイズのフィルタによるモルフォロジー演算

を，より小さなサイズのフィルタによるモルフォロジー

演算の繰返し処理で代用する方法を分割繰返し型フィ

ルタリングという1),2)．もととなるフィルタを Gとし，

G = g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gk

の式を満たす，G よりもサイズの小さなフィルタ gi

が存在するならば，次の関係が成立する．

F ⊕G = F ⊕ (g1 ⊕ g2 ⊕ · · · ⊕ gk)

= (· · · ((F ⊕ g1) ⊕ g2) ⊕ · · · ⊕ gk)

よってフィルタ G によるディレーション演算を行う

代わりに，フィルタ g1, . . . , gk のディレーションを順

に行うことで同様の結果が得られる．イロージョンに

ついても同様の処理が可能である．フィルタ G のサ

イズと比べると個々の gi のサイズが小さくなってお

り，計算量を削減することができる．分割した小フィ

ルタのサイズがすべて等しい場合，その計算量は分割

したフィルタの個数を k とすると 1/k になる．しか

しディジタル空間においてはフィルタ分割の式が厳密

には成立しないため，小フィルタをかけるたびに誤差

が累積する．そのため分割繰返し型フィルタリングで

はうまくフィルタの分割方法を選択する必要があり，

これについては文献 3)で分析されている．

3.2 提 案 法

本研究では UDT アルゴリズムのアイデアを利用

して距離変換を用いたモルフォロジー演算の高速化

を提案する．距離変換を利用する場合にはフィルタの

形状が距離関数によって決定される．そこで本研究で

は UDTアルゴリズムの性質の詳細を検討したうえで

UDTアルゴリズムに適用可能な距離関数を考え，モ

ルフォロジー演算に用いることのできるフィルタ形状

のクラスを広げる．これによって円や正方形など以外

にも様々な形状のフィルタについて高速なモルフォロ

ジー演算が可能となる．提案法の時間計算量は O(n2)

であり，フィルタのサイズには影響を受けない．提案

法において使用可能なフィルタ形状のクラスについて

は次章で詳しく述べる．

4. 効率良くモルフォロジー演算可能なフィル
タのクラス

4.1 x 軸片側単調凸なフィルタ

本研究では UDTアルゴリズムのアイデアを利用し

てモルフォロジー演算を行うことを考える．なお，以

下ではフィルタは画像としてではなく xy 平面上の図

形として考える．この場合，フィルタ領域とは図形の

外周および内部の領域を指すものとする．また，フィ

ルタ図形は多角形や円，長円形など，定数個のパラ

メータで表現できる図形とする．定理 1より次の定理

が得られる．
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定理 2 軸対称ノルムに基づく距離の単位円に相似な

形状のフィルタについては，モルフォロジー演算が

O(n2) 時間で実行可能である．

この定理により，円形，正方形，ダイヤモンド型の

フィルタなどに加え，長方形や長円形のフィルタなど

についてもそのサイズに関係なく O(n2) 時間でモル

フォロジー演算が可能であることが分かる．しかし，

モルフォロジー演算のフィルタは，これら以外にも様々

な形状が要求される場合がある．そこで，より広いフィ

ルタ形状のクラスについて高速にモルフォロジー演算

を行うことを考える．

ここで，UDTアルゴリズムが適用できる距離につ

いて考察する．UDTアルゴリズムでは，軸対称ノル

ムに基づく距離の単調性および対称性を利用して距離

変換を列の処理と行の処理に分けて実行できた5)．し

かしこの UDTアルゴリズムが必要とする性質につい

て考察すると，距離が y 座標について単調かつ対称で

あればよいことが分かる．それは以下の理由による．

行 e 内の画素 p0 = (k, e) から，列 t 内の前景画素

p1 = (t, e1)と p2 = (t, e2)までの距離を考える．ただ

し |e1−e| > |e2−e|とする．このとき，距離が y 座標

について単調かつ対称であれば，d(p0, p1) ≥ d(p0, p2)

がつねに成り立つ．そのため，変換 1では列 t 内で行

eに最も近い前景画素までの距離値のみ記憶している．

定理 1において距離が y 座標に単調かつ対称である

ことは，距離が軸対称ノルムに基づくことによって満

たされている．

また，UDTアルゴリズムの変換 2において，距離

グラフの下側包絡線が O(n) 時間で求められたのは，

行 e の処理における 2つの距離グラフの交点がたか

だか 1点であるからである．このことは距離が三角不

等式を満たすことで保証される（ノルムに基づく距離

は三角不等式を満たすことに注意）が，詳細は文献 5)

を参照されたい．

以上の考察に基づいて，フィルタが x 軸の上（下）

側のみにフィルタ領域を持つ凸図形で，その輪郭線が

x 軸に対して単調である場合を考える．このような

フィルタを x 軸上（下）側単調フィルタと呼ぶ．輪郭

線が x 軸に対して単調であるとは，輪郭線の x 軸と

重ならない部分が，あらゆる垂直線とたかだか 1点も

しくは 1線分でしか交わらないときをいう．

ここで図形 Xに基づく距離を次のように定義する．

定義 1 図形 Xに基づく距離 dX とは，2点 p，q に

対して dX(p, q) = min{a ≥ 0 | q = p + ax, ∃x ∈ X}
とする．また dX(p) = dX(0, p) とする．

図形 Xに基づく距離 dX は座標系の平行移動に関

して不変，すなわち dX(p− c, q − c) = dX(p, q) であ

る．また図形 Xの輪郭線は距離 dX の単位円と考え

ることができる．この dX は図形 Xが凸であるなら

ば三角不等式を満たすことを次の補題で示す．

補題 1 凸図形 Xに基づく距離 dX は三角不等式を

満たす．

証明：図形 Xに基づく距離 dX の三角不等式は

dX(p) + dX(q) ≥ dX(p + q)

と表現できる．dX(p) = a，dX(q) = b とする．この

とき，dX の定義より x1 = p/a ∈ X，x2 = q/b ∈ X

である．任意の t (0 ≤ t ≤ 1) に対して，z(t) =

tx1 + (1 − t)x2 を考えると，図形 X が凸なので，

z(t) ∈ X である．ここで，t = a/(a + b) とおくと，

z(t) =
ax1

a + b
+

bx2

a + b

=
p

a + b
+

q

a + b

=
p + q

a + b
p + q = (a + b) × z(t)

である．また a ≥ 0，b ≥ 0 より (a + b) ≥ 0 であ

る．したがって dX の定義より，dX(p+ q)は (a+ b)

で上から抑えられる．すなわち dX(p + q) ≤ a + b =

dX(p) + dX(q) である． □

図形 Xとして x 軸上（下）側単調で凸な形状を考

えた場合，図形Xに基づく距離について UDTアルゴ

リズムによる距離変換ができれば，図形 Xをフィル

タとして用いたモルフォロジー演算も O(n2) 時間で

計算可能となる．

x 軸上（下）側単調で凸な図形 Xに基づく距離は

y 座標について対称ではないので，UDTアルゴリズ

ムをそのまま適用することはできない．しかしこの図

形Xを y 座標について対称な距離の単位円の上（下）

側部分のみであると考えることで処理することができ

る．そのために UDTアルゴリズムの変換 1の代わり

に次の変換 1bを行うことにする．

【変換 1b：一方向列処理】各列 tごとに列方向のみを

参照して，各画素から下にある最も近い前景画素まで

の画素数（距離値とは異なることに注意）を求める．

すべての列についてこの処理を行った後に得られる画

像を C′{c′ij} (i ∈ zx, j ∈ zy) とする．ただし

c′ij = min
p∈zy

{(j − p) | Iip = 1, p ≤ j}

である．また，列 tにおいて画素 (t, j) より下に前景

画素がない場合は c′tj = ∞ とする．各画素から上方

向について最も近い前景画素までの画素数を求めたい

場合も同様に処理する．
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図 1 x 軸上側単調で凸なフィルタの例
Fig. 1 Examples of the upper monotone convex filter.

x軸上側単調で凸なフィルタについてモルフォロジー

演算を行う場合には，次のことに留意しなければなら

ない．すなわち 2 点間の距離が非対称（d(p1, p2) �=
d(p2, p1)）であり，距離公理を満たしていないという

ことである．そのため距離変換を行う際には距離の

方向性を考慮しなければならない．距離変換を用いて

ディレーションを行う場合には，距離変換の結果とし

て各画素について前景画素からの距離の最小値を得

る必要があり，その結果を 2値化することでディレー

ション結果が得られる．UDTアルゴリズムを用いる

場合は以下のように処理を行う．まず，変換 1b（下方

向への画素数の計算）を行う．次に変換 2では，フィ

ルタ形状の点対称図形に基づいて距離グラフを表す関

数 �j
k(x) を用いる．このようにして得られた出力を 2

値化すればよい．一方，距離変換を用いてイロージョ

ンを行う場合には，距離変換の結果として，入力画像

の反転画像に対して，各画素について前景画素までの

距離の最小値を得る必要があり，その結果を 2値化す

ることでイロージョン結果が得られる．UDTアルゴ

リズムを用いる場合は以下のように処理を行う．まず，

変換 1b（上方向への画素数の計算）を行う．次に変換

2では，フィルタ形状に基づいて距離グラフを表す関

数 �j
k(x) を用いる．このようにして得られた出力を 2

値化すればよい．x 軸下側単調なフィルタについても

同様である．以下では x 軸上側単調または x 軸下側

単調のことを単に x 軸片側単調と呼ぶことにする．

定理 3 x 軸片側単調で凸なフィルタについてはモル

フォロジー演算が O(n2) 時間で計算可能である．

図 1 に x 軸上側単調で凸なフィルタの例をいくつ

かあげる．

4.2 フィルタ分解の利用

図 2 (a)，(b)のようなフィルタ形状を考える．これ

らのフィルタはフィルタ領域を図にあるような水平線

で上下に分割すると，上下それぞれの形状が x 軸片

側単調で凸となる．

このような場合は，上下に分割したフィルタそれぞ

れについて変換 1 の代わりに変換 1b を用いた距離

(a) (b)

(c) (d)

図 2 フィルタの分解を用いる例
Fig. 2 Examples of filter decomposition.

変換を行い，得られた画像 T を 2値化してモルフォ

ロジー演算の出力を得，ディレーション（イロージョ

ン）の分配則に基づいて，それぞれの出力を，OR演

算（AND演算）で組み合わせることで，もとのフィ

ルタのモルフォロジー演算が可能である．またフィル

タ原点が上下分割に用いた水平線上にない場合は，水

平線上に仮の原点を設定して距離変換を施して 2値化

し，その後に本来の原点位置に合わせて結果を平行移

動してやればよい．OR演算，AND演算や画像の平

行移動操作に要する時間計算量は O(n2) 時間である．

また図 2 (c)，(d)のようなフィルタであっても，そ

れを x 軸片側単調なフィルタに分解（分割もしくはカ

バー）し，分解して得られたそれぞれのフィルタにつ

いてモルフォロジー演算を行い，その結果を組み合わ

せることによって，分解前のフィルタによるモルフォ

ロジー演算の結果が得られる．これはモルフォロジー

演算の平行移動不変性と分配則による．この場合，分

解されたフィルタの個数が定数個ならば，処理全体は

O(n2) 時間で実行できる☆．

系 1 定数個の x 軸片側単調な図形に分解できる形

状のフィルタはモルフォロジー演算が O(n2) 時間で

計算可能である．

5. 実験結果および考察

単純にディレーション演算を定義どおりに行う場

合（以下，単純法）と，UDTアルゴリズムを用いて

ディレーション演算を行う場合（以下，UDT法），さ

らに 1 次元分解型フィルタリングに距離変換を利用

する場合（以下，1 次元 DT 法）について計算機に

よる計算時間比較の実験を行った．なお 1 次元分解

☆ 本論文ではフィルタの分解は目視により行うとしている．フィル
タが多角形のときは，分割の自動化にはたとえば文献 9)のアル
ゴリズムを用いることができる．
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型フィルタリングを距離変換で処理する方法は文献

8)でハードウェア化する際にも利用されている考え

方で，1次元フィルタそれぞれについての処理時間を

高速化することができる．1 次元 DT 法では各 1 次

元フィルタ（水平方向）の左端を原点として扱う．入

力画像に右方向のみへの距離変換（各画素について

tij = mins{d((i, j), (s, j))|Isj = 1, i ≤ s} を求める
こと）を 1度実行し，その出力を 1次元フィルタの長

さをしきい値として 2値化し，その結果を平行移動し

てすべて組み合わせるという方法である．この場合，

距離変換は最初に 1度実行した結果を記憶しておけば

よく，あとは 2値化するときのしきい値の変更だけ行

えばよい．よって 1次元DT法の計算量は O(n2r)で

ある．なお，1次元分解型フィルタリングにおいては，

同じ長さのフィルタが複数ある場合には結果を記憶し

ておくことにより計算量の削減が可能であるが，その

手法は 1次元DT法にも同様に適用可能である．ただ

し本実験ではその高速化処理は施していない．実験に

用いた円形フィルタの場合，理論的にはさらに約 2倍

程度早くなることが期待される．また，UDT法およ

び 1次元DT法では演算結果の平行移動処理を行う場

合に，入力画像の端に前景画素があると正しい結果が

得られないことがある．これは入力画像のサイズより

も適度に大きめの計算領域を確保することで回避可能

である．

実験に用いた入力画像はサイズ 1280 × 960 の 2値

画像（図 3）で，入力画像の前景背景比率は約 2 : 5で

ある．円形フィルタ（UDT法の場合は Euclid距離を

採用）のサイズを変えて時間計測を行った結果が表 1

である．表中でフィルタ欄の括弧の中の数字は，フィ

ルタ画像の縦横幅を表す．たとえば「円形（5）」なら

ば 5 × 5 のサイズの円形フィルタという意味である．

なお，r×r のフィルタ画像は直径 rの円を前景として

持つものである．また，時間の単位はすべて［秒］で

ある．計算機環境は PC-9821 Lavie（CPU Pentium

133MHz），Windows95，主記憶 80MByte，使用言

語は VisualC++で，時間計測には Windowsが実験

用プログラム以外の処理をしていない状態で clock命

令を用いて行った．

ここで注目すべきことは，最初にも述べたように，

UDT法の場合は処理速度がフィルタサイズに依存し

ないということである．一方，単純法や 1次元DT法

はフィルタサイズの増大にともなって処理時間が増大

していく．単純法の場合はフィルタサイズ r が 2 倍

になると処理時間が約 4倍に，1次元DT法の場合は

フィルタサイズ rが 2倍になると処理時間も約 2倍に

図 3 入力画像（1280× 960）
Fig. 3 Input image (1280× 960).

表 1 円形フィルタによるディレーション処理に要する時間比較
Table 1 Computing time for dilation with circle filters.

フィルタ 単純法 UDT法 1次元DT法
円形 (5) 3.41 [s] 2.72 [s]

円形 (11) 14.03 [s] 5.31 [s]

円形 (15) 23.87 [s] 7.03 [s]

円形 (21) 48.12 [s] 13.25 [s] 9.75 [s]

円形 (25) 66.35 [s] 11.44 [s]

円形 (31) 100.00 [s] 14.18 [s]

円形 (51) 270.12 [s] 23.72 [s]

表 2 T字型フィルタによるディレーション処理に要する時間比較
Table 2 Computing time for dilation with T-shape

filters.

フィルタ 単純法 UDT法 1次元DT法
T字型 (5) 4.65 [s] 3.75 [s]

T字型 (11) 13.03 [s] 6.97 [s]

T字型 (15) 22.78 [s] 8.71 [s]

T字型 (21) 40.84 [s] 28.9 [s] 11.35 [s]

T字型 (25) 57.50 [s] 13.00 [s]

T字型 (31) 90.94 [s] 15.87 [s]

T字型 (51) 239.34 [s] 24.87 [s]

T字型 (75) 511.69 [s] 36.43 [s]

なることが実験結果から見てとれる．フィルタサイズ

がきわめて小さいときは単純法でも処理時間はあまり

かからないが，全体としては単純法よりも 1次元DT

法のほうが高速に処理可能であり，またフィルタサイ

ズが大きくなるほどその処理時間の差も広がっていく．

しかしフィルタサイズが極度に大きくなった場合（31

× 31）などは 1次元 DT法の処理時間は UDT法よ

りも長くなる．これは O(n2) と O(n2r) の差が現れ

てくるものである．よってフィルタサイズが大きくな

ればなるほど，UDT法の有効性が増すことが分かる．

また図 2 (b)の T字型フィルタ（UDT法の場合は

2個の長方形フィルタに分解．フィルタサイズは前景

の T字型を覆う最少の正方形のサイズ）の場合の実

験結果を表 2 に示す．

フィルタ形状が変わっても処理時間の全体としての

傾向は同じである．単純法は r2 に比例し，1次元DT
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法は r に比例している．1 次元 DT 法は入力画像お

よびフィルタサイズが同じ場合，円形フィルタでも T

字型フィルタでも処理時間に大きな違いはない．これ

は各 1 次元フィルタについて 2 値化処理をする際の

しきい値および平行移動量がフィルタ形状によって変

化するのみであり，今回の場合計算量自体が変わらな

いためである．UDT法は T字型フィルタであっても

フィルタサイズに関係なく一定した処理時間となる．

ただし，UDT法は T字型フィルタを 2つの長方形に

分解してそれぞれ距離変換を行うため，処理時間がほ

ぼ倍になり，r = 51 までは 1次元 DT法の方が優位

である．

UDT法は本研究で処理可能なフィルタ形状のクラ

スを拡張したとはいえ，任意のフィルタ形状について

利用可能なわけではないので，1次元DT法を併用す

るなど，使うフィルタの形状やサイズによって用いる

アルゴリズムを選択することがよいと考えられる．

6. お わ り に

本論文では距離変換アルゴリズムを用いて高速にモ

ルフォロジー演算可能なフィルタの形状について検討

した．この方法はフィルタサイズに処理時間が依存し

ないという特徴を持っている．距離変換アルゴリズム

としては文献 5)のUDTアルゴリズムの考え方を利用

した．UDTアルゴリズムを利用して高速にモルフォ

ロジー演算可能なフィルタ形状として，軸対称ノルム

の単位円に相似な形状および x 軸片側単調で凸な形

状を定義した．またこれらの形状に該当しないフィル

タであっても x 軸片側単調で凸な定数個のフィルタに

分解できるならば O(n2) 時間でモルフォロジー演算

が可能であることを示した．そして従来法を含めて実

験による比較を行い，距離変換を利用する方法がフィ

ルタサイズが大きいときに非常に有効であることを示

した．

実際上のモルフォロジー演算のアルゴリズムとして

は本研究で示した距離変換による方法のみでなく，利

用するフィルタの形状やサイズに合わせて方法を選択

することが処理時間の観点からは最適であると思われ

る．しかし，UDTアルゴリズムを用いる方法は画像

処理で用いられる大部分のフィルタについて統一的に

効率の良いモルフォロジー演算を与えるものである．
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