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データ依存解析のための二次不定方程式の分解

神 戸 和 子† 加古 富志雄††

自動並列化コンパイラ技術において，逐次ソースプログラムから並列性を検出するために多くのデー
タ依存解析手法が提案されてきた．ほとんどの手法は解析対象を一次式 Σn

i=1aixi + c（xi：整数変
数，ai, c：整数定数）に限定しているが，実際のプログラムコードには，二次の添え字式が頻繁に現れ
る．ベンチマークプログラム The Perfect Benchmarksや数値計算ライブラリ Eispack，Linpack，
Lapackについてデータ依存解析を行った経験から，これらの二次式は三角行列を一次元化した配列
参照において生じており，X(X − 1)/2 + Y，1 ≤ Y ≤ X（ただし X と Y は一次式）の形で表現
できることが分かった．本論文では，この観察をもとに，二次不定方程式を一次不定方程式に分解す
る手法について述べる．一次不定方程式に分解してデータ依存解析を行うことで，効率的でより精度
の高い解析結果が得られる．

Reduction of Quadratic Equations for Data Dependence Tests

Kazuko Kambe† and Fujio Kako††

A number of data dependence tests have been proposed for detecting parallelism in sequen-
tial source programs. Despite the fact that quadratic subscript expressions often appear in
real-life programs, most dependence tests restrict array subscripts to be linear functions of
loop index variables Σn

i=1aixi +c (xi: interger variables, ai, c: an integer constant). The data
dependence analyses of The Perfect Benchmarks and scientific libraries Eispack, Linpack and
Lapack have shown that quadratic expressions appear only in array references of linearized
triangular matrixes, and they can be expressed in the special form X(X−1)/2+Y , 1 ≤ Y ≤ X
where X and Y are linear expressions. This paper presents a technique that reduces such
a quadratic equation to two linear equations. This improves accuracy and efficiency of data
dependence analyses.

1. は じ め に

自動並列化コンパイラは，入力として受け取った並

列実行されることがまったく考慮されていない逐次

ソースプログラムを解析し，それと等価な並列オブ

ジェクトコードを生成するコンパイラである．逐次原

始プログラムからより多くの並列性を検出するために，

配列変数に関するデータ依存解析はきわめて重要であ

る．多くのデータ依存解析手法は，解析の対象を一次

の添え字式に限定しているが，実際には配列参照の添

え字式が二次である例は多い．これらの二次式は，プ

ログラマによって明示的に入力されていたり，あるい

は解析精度の向上を目的とした誘導変数消去の結果生

じている．誘導変数消去とは，ループのイタレーショ
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ンごとに一定の値で増減するスカラ変数を，インデッ

クス変数で置き換えるプログラムコード変換手法の 1

つである．

以下に例を示す．

IJ = 0
DO J = 1,N

IK = 0
DO K = 1,J

JK = IJ + K
KK = IK + K
A[JK] = ...

... = A[KK]
IK = IK + K

ENDDO
IJ = IJ + J

ENDDO

上記のプログラムコードから誘導変数 JKと KKを

消去すると，下記のプログラムコードが得られる．
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DO J = 1,N
DO K = 1,J

A[(J * J - J + 2 * K) / 2] = ...
... = A[(K * K + K) / 2]

ENDDO
ENDDO

この場合のデータ依存解析問題は，{
(j2 − j + 2k)/2 = (k̂2 + k̂)/2,

1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ j, 1 ≤ k̂ ≤ j

を満たす整数解が存在するかどうかを判定すること

である．この二次不定方程式を直接解くことは非常に

計算負荷が大きい．ほとんどの依存解析手法では保守

的な判定をせざるをえず，データ依存が存在するとい

う結果になってしまう．しかし，この問題は一次不定

方程式に分解することが可能で，分解後の依存解析問

題は，{
j = k̂, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k̂ ≤ j,
k = k̂, 1 ≤ k ≤ j

となり，ループ繰越依存（ loop carried dependence）

が存在しないことが容易に分かる．

ベンチマークプログラム The Perfect Benchmarks

と数値計算ライブラリEispack，Linpack，Lapackの

プログラムコードを，二次形式の添え字式の出現頻度

について調査した結果を表 1 と表 2 に示す．自動並

列化コンパイラ Parafrase-21) を用いて誘導変数を消

去した後のプログラムコードを，調査の対象としてい

る．表 1は，全体のプログラム数と，どれだけのプロ

グラムが二次式を含んでいたかを示している．表 2で

は，二次式が現れたプログラムのみについて，配列参

表 1 二次形式の添え字式を含むプログラム数
Table 1 Programes with quadratic subscript expressions.

プログラム数 二次の添え字式を含
むプログラム数

Perfect

Benchmarks

— 0

Eispack 76 2

Linpack 40 6

Lapack 1292 33

表 2 二次形式の添え字式の出現頻度
Table 2 Frequency of quadratic subscript expressions.

配列参照を
含む代入文
の総数

二次の添え字
式を含む代入
文の総数

二次の添え字
式の出現数

Eispack 26 9 10

Linpack 80 17 17

Lapack 553 187 234

照を含む代入文（配列に関するデータ依存解析の対象

となる文）の総数，そのうち添え字式が二次式である

もの，および二次式の出現回数を記している．さらに

詳細に調べた結果，これらの二次式は三角行列を一次

元化した配列要素の参照において生じていること，な

らびにすべて同じ形式 X(X−1)/2+Y，1 ≤ Y ≤ X
で表せることが分かった．

本論文では，上記の観察をもとに限定した条件下で

二次不定方程式を一次不定方程式に分解する手法を提

案する．二次不定方程式に対応していない依存解析手

法でも，一次式ならば適用することも可能であり，計

算負荷も小さく，解析精度を高めることができる．

本論文の構成は以下のとおりである．2 章で，本論

文で扱うデータ依存解析問題について定義し，二次不

定方程式の解法について数学的観点から概説する．3

章で，分解アルゴリズムとアルゴリズムを導くために

必要な定理を示し，いくつかの適用例をあげる．4 章

では関連研究について述べ，5 章でまとめる．

2. 背 景

本章では依存解析問題について定義をし，二次不定

方程式の数学的アプローチによる解法について検討

する．

2.1 データ依存解析

プログラム中のループを並列計算機で並列実行させ

るためには，ループ中の配列要素のデータ依存解析を

する必要がある．以下のような多重ループモデルを考

える．

DO i1 = L1, U1

DO i2 = L2, U2

. . .

DO in = Ln, Un

S1: A[f1(i1, . . . , in), . . . , fm(i1, . . . , in)] = . . .

S2: . . . = A[g1(i1, . . . , in), . . . , gm(i1, . . . , in)]

ENDDO

. . .

ENDDO

ENDDO

文 S1の配列 Aと S2の Aのうち少なくとも一方が

代入文の左辺にあるとき，2 つの Aの間の依存関係

を調べることは，以下の不定方程式と不等式を満たす

整数解 ij (1 ≤ j ≤ n) を求める問題に帰着する2),3)．{
fj(i1, . . . , in) = gj (̂i1, . . . , în), 1 ≤ j ≤ m,
Lk ≤ ik ≤ Uk, Lk ≤ îk ≤ Uk, 1 ≤ k ≤ n.

本論文では，イタレーション空間が三角領域，すなわち
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Uk がインデックス変数 ik−1 あるいは îk−1 (k > 1)

を含み，m = 1 の二次不定方程式の依存解析問題を

対象とする．

2.2 二次不定方程式の解法

二元二次不定方程式 ax2 + bxy+ cy2 = f（ただし，

a �= 0，c �= 0）について，この方程式を幾何学的に解

釈すると，


D < 0 の場合 楕円,

D = 0 の場合 放物線,

D > 0 の場合 双曲線

となり，曲線上の格子点（座標が整数値である点）が

不定方程式の解である．ここで D = b2 − 4ac を判別

式という．

• D < 0 のとき

楕円なので x（または y）の範囲は有限であり，こ

の範囲に属する正または負の整数値を逐次 x（ま

たは y）に与えてすべての格子点を求ればよい．

• D = 0 のとき

この場合，不定方程式の左辺は完全平方式である．

a，b，cの最大公約数を g とすれば，f が g で割

り切れて，かつ f/g が平方数であるならば，一

次不定方程式の問題に帰する．

• D > 0 のとき

不定方程式は，(2ax+ by)2−Dy2 = 4af と同一

である．

– D が平方数である場合は，左辺は 2 つの整

係数の一次因数に分解できるので，一次不定

方程式の問題に帰する．

– Dが平方数でない場合は，一般には連分数展

開を利用して解く．解があるならば，それら

の解は有限個の同伴解に分かれる（詳しくは

文献 4)，5)を参照されたい）．

上記の方法を基本として，ax2 + bxy + cy2 + dx+

ey + f = 0 を解くことに拡張できる6) が，現実の依

存解析問題における二次不定方程式は 3つ以上の変数

を含むもっと複雑なものもある．整数論の観点から論

じると，多元高次不定方程式はいろいろの特殊例につ

いても，また一般的にも多く論じられているが，これ

らは概して答を与えることがきわめて困難である．

しかし，プログラムコードの持つ特性を利用すれ

ば一次不定方程式の問題に簡単化することができる．

我々は対象とする式を，三角行列を一次元化した配列

に現れる二次式に限定して，一次不定方程式に分解す

る方法をとる．

3. 二次不定方程式の分解

本章では，三角行列の要素が一次元化された配列に

おいて，X(X − 1)/2 + Y，1 ≤ Y ≤ X（ただし X

と Y は一次式）の形で表現できることを示し，これ

を利用した二次不定方程式の分解アルゴリズムについ

て述べる．また，いくつかの適用例を示す．

3.1 三角行列と二次不定方程式

図 1 は下三角行列の (x, y) 要素が一次元配列にお

いてどの要素に対応しているかを示している．一次元

化するときに優先させる方向によって，対応する一次

元配列の要素を表す添え字式は，
(A) y 方向を優先 (x(x− 1)/2 + y)

(B) x 方向を優先 ((y − 1)(2n− y)/2 + x)
となる☆．

(A)と (B)の場合では，添え字式はまったく異なる

ように見える．(B)において一次元配列の任意の要素

I に対して，I → n(n+1)/2+ 1− I という変換を考
えると，

n (n+ 1) /2 + 1− ((y − 1) (2n− y) /2 + x)
= (n− y + 1) (n− y) /2 + n− x+ 1,

1 ≤ n−x+1 ≤ n−y+1となる．ここで n−y+1→ X，

n−x+1→ Y とおいてやると，(A)における一次元

配列要素の添え字式と同じ形になっていることに気づ

く．I → n(n+1)/2+1− I という変換は，三角行列
では要素を (x, y)→ (n− y + 1, n− x+ 1) で変換さ

せることに相当している．また，上三角行列は下三角

行列を転置したものなので，(A)，(B)と同様に考え

ることができる．

以上のことから，三角行列における (X,Y ) 要素は

一次元化した配列において，以下の形で表せることが

分かる．


X(X − 1)/2 + Y,

1 ≤ Y ≤ X,
X, Y : 整係数一次式.

(1)

定理 3.1は，二次不定方程式が三角行列を一次元化

☆ ここでは，x，y 方向に一次元化する場合についてのみ述べてい
るが，斜め方向に要素を格納する場合も考えられる．しかしそ
のような二次式においても，式 (1) の形にできる一次変換が存
在するならば，本論文で提案する分解手法を適用できる．たと
えば，

4

2 5

1 3 6

のように要素を格納した場合，n − x + y → X，y → Y の変
換により，式 (1) の形になる．
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図 1 三角行列の一次元化
Fig. 1 Linearizing triangular matrix.

した配列参照の添え字式の場合は，一意に一次不定方

程式に分解できることを保証し，定理 3.2で，より一

般的な二次不定方程式が，一次不定方程式に分解でき

る条件を与えている．

定理 3.1 以下の依存方程式とループのインデックス

変数に関する制約条件が与えられたとき，


x(x− 1)/2 + y = x̂(x̂− 1)/2 + ŷ,

1 ≤ y ≤ x, 1 ≤ ŷ ≤ x̂,
x, y, x̂, ŷ : 整数変数,

これを満たす解集合は{
x = x̂, 1 ≤ y ≤ x,
y = ŷ, 1 ≤ ŷ ≤ x̂.

を満たす解集合と一致する．

（証明）1 ≤ y ≤ x の任意の x と y に対して，

z = x(x − 1)/2 + y とする．x̂(x̂ − 1)/2 + ŷ = z

かつ 1 ≤ ŷ ≤ x̂ であるような整数 x̂ を選ぶ．

　x < x̂ とすると，x = x̂ − α．ただし，α ≥ 1．

x(x−1)/2+y = x̂(x̂−1)/2+ ŷ から， x̂を x+αで

置き換える．y = αx+α(α−1)/2+ ŷ となり，y > x

が得られる．これは y のとりかたに矛盾する．x > x̂

の場合も同様にして矛盾に至る．したがって，x = x̂

である． ✷

さらに一般的な二次不定方程式について考える．

定理 3.2 以下のような二次形式の依存方程式と制約

条件が与えられたとき，




∑n

j=1

∑n

i=1
Aijxixj +

∑n

i=1
Bixi + C

=
∑n

j=1

∑n

i=1
Âij x̂ix̂j +

∑n

i=1
B̂ix̂i + Ĉ,

Li ≤ xi ≤ Ui, Li ≤ x̂i ≤ Ui,

Aij , Bi, C, Âij , B̂i, Ĉ : 実数定数,

Li : ループインデックス変数の下限,

Ui : ループインデックス変数の上限,

(1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n).
(2)

もし，次の条件


Aii = a2
i /2,

Aij + Aji = aiaj ,

Bi = cai + bi − ai/2,

C = d+ c(c− 1)/2,

Li ≤ xi ≤ Ui のもとで

1 ≤∑n

i=1
bixi + d ≤

∑n

i=1
aixi + c,

(1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i �= j)

(3)

かつ


Âii = â2
i /2,

Âij + Âji = âiâj ,

B̂i = ĉâi + b̂i − âi/2,

Ĉ = d̂+ ĉ(ĉ− 1)/2,

Li ≤ x̂i ≤ Ui のもとで

1 ≤∑n

i=1
b̂ix̂i + d̂ ≤

∑n

i=1
âix̂i + ĉ,

(1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i �= j)

(4)

を満たす整数定数 ai，bi，c，d，âi，b̂i，ĉ，d̂ (1 ≤
i ≤ n)が存在するならば，式 (2)の二次不定方程式は
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入力：2 をかけて分母をはらった n 変数の二次式：Σn
j=1Σ

n
i=1Aijxij +Σn

i=1Bixi +C，ただし，x1 は

A11 > 0の最外側のループインデックス変数；インデックス変数とその上下限：Li ≤ xi ≤ Ui，1 ≤ i ≤ n．
出力：一次式：Σn

i=1aixi + c と Σn
i=1bixi + d．もし分解ができない場合は，falseを返す．

if Aii = a2
i，Aij + Aji = 2aiaj を満たす ai (a1 > 0)が存在する (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i �= j) then

min(Σn
i=1aixi) + cini = 1 となる cini を求める

b1 ← (B1 − 2a1cini + a1)/2; H ← �b1/a1 − 1	
if H < 0 then

H ← 0

endif

c← cini +H; bi ← (Bi + ai)/2− ai(cini +H); d← C/2− (cini +H)(cini +H − 1)/2

if 1 ≤ Σn
i=1bixi + d ≤ Σn

i=1aixi + c then

return Σn
i=1aixi + c と Σn

i=1bixi + d

else

c′ ← c+ 1; b′i ← bi − ai; d
′ ← d− c

if 1 ≤ Σn
i=1b

′
ixi + d

′ ≤ Σn
i=1aixi + c

′ then

return Σn
i=1aixi + c

′ と Σn
i=1b

′
ixi + d

′

endif

endif

endif

return false
図 2 分解アルゴリズム

Fig. 2 Reduction algorithm.

次の一次不定方程式に分解できる．


∑n

i=1
aixi + c =

∑n

i=1
âix̂i + ĉ,∑n

i=1
bixi + d =

∑n

i=1
b̂ix̂i + d̂,

Li ≤ xi ≤ Ui, Li ≤ x̂i ≤ Ui,

(1 ≤ i ≤ n)

(5)

（証明）式 (2)が条件 (3)と (4)を満たすときに，一

次不定方程式 (5)が導かれることを証明すれば十分で

ある．式 (2)の Aij，Bi，C，Âij，B̂i，Ĉ を ai，bi，

c，d，âi，b̂i，ĉ，d̂ で置き換えて整理すると，式 (2)

の左辺は

1

2

(
n∑

i=1

aixi + c

)(
n∑

i=1

aixi + c− 1

)

+

n∑
i=1

bixi + d,

右辺は

1

2

(
n∑

i=1

âix̂i + ĉ

)(
n∑

i=1

âix̂i + ĉ− 1

)

+

n∑
i=1

b̂ix̂i + d̂

となる．ここで，
∑n

i=1
aixi + c→ X，

∑n

i=1
bixi +

d → Y，
∑n

i=1
âix̂i + ĉ → X̂，

∑n

i=1
b̂ix̂i + d̂ → Ŷ

とおくと，X(X − 1)/2 + Y = X̂(X̂ − 1)/2 + Ŷ と

なる．また式 (3)と (4)の制約条件は，1 ≤ Y ≤ X，
1 ≤ Ŷ ≤ X̂ と表される．したがって定理 3.1 より，

二次不定方程式 (2) は一次不定方程式 (5) に分解さ

れる． ✷

3.2 アルゴリズム

図 2に n 変数二次式を 2つの一次式に分解するア

ルゴリズムを示す．二次不定方程式の両辺に対してア

ルゴリズムを適用し，ともに分解可能ならば，式 (5)

のように簡単化された依存問題が得られる．

アルゴリズム適用前に，係数を整数として扱うため

に方程式の両辺に 2 をかけて，分母を消去しておく．

アルゴリズムは右辺と左辺それぞれに適用される．入

力は，各係数が整数で，x1 が A11 > 0 の最外側の

ループインデックス変数の二次式，出力は 2つの一次

式である．

入力が二次式
∑n

j=1

∑n

i=1
Aijxixj +

∑n

i=1
Bixi +

C のとき，定理 3.2の条件を満たす ai，c，bi，dを決

定することが，アルゴリズムの目的である．二次の項の

係数から整数 ai は求まり，cが決まれば bi と dは二

次式の剰余として求まる．不等式 1 ≤∑n

i=1
bixi+d ≤
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(i2 + 3i+ 2)/2 = (̂i2 + î− 2)/2

2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ î ≤ n
=⇒ i+ 1 = î

i+ 1 = î− 1

2 ≤ i ≤ n, 2 ≤ î ≤ n
図 3 例（1）

Fig. 3 Example (1).

(k2 − 2kj + j2 + k − j + 2)/2

= (k̂2 + k̂ − 2ĵ + 2)/2

1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ k̂ ≤ n
1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ ĵ ≤ k̂

=⇒ k − j + 1 = k̂

1 = k̂ − ĵ + 1

1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ k̂ ≤ n
1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ ĵ ≤ k̂

図 4 例（2）
Fig. 4 Example (2).

(−j2 + 2nj − 2n+ j + 2i)/2

= (−ĵ2 + 2nĵ − ĵ + 2̂i)/2

3 ≤ i ≤ n, 3 ≤ î ≤ n
1 ≤ j ≤ i− 2, 1 ≤ ĵ ≤ î− 2

=⇒ i = î

j = ĵ + 1

3 ≤ i ≤ n, 3 ≤ î ≤ n
1 ≤ j ≤ i− 2, 1 ≤ ĵ ≤ î− 2

図 5 例（3）
Fig. 5 Example (3).

∑n

i=1
aixi + cを満たすように cを決定しなければな

らない．もしそのような cが存在しなければ一次式へ

の分解はできない．

ステップ 1

まず，Aij から整数 ai を求める．a1 > 0 とすれ

ば ai は一意に決定できる．このとき矛盾を起こ

すならば分解できない．

ステップ 2

Li ≤ xi ≤ Ui のもとで min(
∑n

i=1
aixi)+ cini =

1 を満たす cini と，cini に対する b1 を計算する．

1 ≤ ∑n

i=1
aixi + c なので少なくとも cini ≤ c，

かつ
∑n

i=1
bixi + d ≤ ∑n

i=1
aixi + c を満た

す c を求める．c = cini + H として，不等式

1 ≤∑n

i=1
bixi + d ≤

∑n

i=1
aixi + c を満たして

いるか調べる．満足していれば
∑n

i=1
aixi + cと∑n

i=1
bixi + d を返して終了する．

ステップ 3

ステップ 2で求めた cが不等式を満たしていない

場合は，c′ = c+1 として，
∑n

i=1
b′ixi + d

′ を計

算し直す．この場合も不等式を満足しなければ，

当該二次式は分解不可能であり，アルゴリズムは

falseを返す．満足していれば
∑n

i=1
aixi + c

′ と∑n

i=1
b′ixi + d

′ を返して終了する．

3.3 不等式の判定

与えられた c が不等式 1 ≤ ∑n

i=1
bixi + d ≤∑n

i=1
aixi + c を満たしているかどうかの判定が問題

となる．定理 3.1において，もし xと yが 1 ≤ y ≤ x

を満足しなければ，二次不定方程式を一意に一次方程

式に分解することはできない．したがってこの条件は

重要である．不等式は 1 − d ≤min(
∑n

i=1
bixi) かつ

d− c ≤min(
∑n

i=1
(ai − bi)xi) と考えることができる

ので，min(
∑n

i=1
bixi) と min(

∑n

i=1
(ai − bi)xi) を

計算すればよい．

min(
∑n

i=1
kixi)（ki：整係数）について，最内側

ループのインデックス変数 xn から最外側ループの x1

まで以下の条件で置き換えを行い，順次 xi を消去し

ていく．

xi →
{
Li (ki ≥ 0),

Ui (ki < 0).

x1 の上下限は定数なので，x1 の置き換え終了後は

min(
∑n

i=1
kixi) の値は定数となり，ゆえに不等式の

判定が可能である．

ループの制約条件のもとで，配列参照の一次添え字

式がとりうる最小値および最大値を求める方法につい

てはすでに Rangeテスト7)で述べられているので，こ

こでは簡単な説明にとどめる．

3.4 適 用 例

本節では，アルゴリズムの適用例をいくつか示す．

図 3 では，左側の二次式不定方程式は，

(i+ 1)i/2 + i+ 1 = î(̂i− 1)2 + î− 1.

と表され，右側の一次式が得られる．ループ繰り越し

依存が存在しないことが容易に分かる．

図 4 の二次不定方程式は，以下のように表せる．
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(k−j+1)(k−j)/2+1 = k̂(k̂−1)/2+ k̂− ĵ+1.

したがって依存問題は右側のように簡単化される．

図 5 の二次式は図 1 の (B)の例である．アルゴリ

ズム適用前に両辺を変換しておく．左辺は

n(n+1)/2 + 1− (−j2 + 2nj − 2n+ j + 2i)/2

= (n− j + 1)(n− j)/2 + n− i+ 1,

右辺は

n(n+ 1)/2 + 1− (−ĵ2 + 2nĵ − ĵ + 2̂i)/2

= (n− ĵ)(n− ĵ − 1)/2 + n− î+ 1

となる．結果は図の右側の連立一次式である．この二

重ループは iと îが外側ループのインデックス変数な

ので，外側ループが並列実行できることが分かる．

図 4 の簡単化された連立一次不定方程式において

は，変数 k̂ が，両方の一次方程式に現れているので，

分離して依存テストを行えない．このような場合は，

多次元配列の添え字式を同時に解析できる手法，たと

えばスタンフォード大学による SUIF コンパイラ8)，

Powerテスト9) または Omegaテスト10) などを利用

するほうが解析精度が良いことに注意すべきである．

4. 関 連 研 究

一般的によく利用されるデータ依存テストは，GCD

テストと Banerjeeテスト2)の組合せである．しかし，

これらは二次式を解析することはできない．

一次式であれ二次式であれ，データ依存テストにとっ

て処理の重い複雑な方程式を扱う場合に 2通りのアプ

ローチが考えられる．1つは多変数多項式に対応した

データ依存テスト手法を考案すること，もう 1つはプ

ログラムコードの特性を利用したヒューリスティック

な方法で依存解析問題をできるだけ簡単にして，依存

テストの負荷を減らすことである．

前者の試みとして，イリノイ大学の Polaris11)に採

用されているRangeテストは二次の添え字式を解析で

きると報告されている．この依存テストは，多重ルー

プにおけるあるイタレーションでアクセスされる配列

要素の範囲が，他のイタレーションでアクセスされる

要素の範囲と，オーバラップしなければ依存がないと

いう考えを基本としている．しかし，依存がないこと

を証明することが目的で，もし解が存在しても解集合

を求めることはできない．したがって二元一次不定方

程式のような簡単に解が求まる問題でも方向ベクトル

しか得られない．

後者のアプローチとしては，Maslovが rectanglur

delinearization12) と呼ばれる多変数一次式を単純な

一次式に簡単化する手法を，Omegaテストに実装し

ている．多次元の長方形配列を一次元化した配列を参

照するため，多変数の一次式になっている添え字式を，

次元ごとに分解して，1つの変数のみを含む一次式に

変換する．手法適用後の配列は，ループの多重度と同

じ次元数を持つ．しかし，この方法は二次式に対応し

たものではない．そこでさらに多項式を一次式に簡単

化する方法13) も提案している．これは代数学的な発

想によるもので，因子化と線形化という操作で減次を

繰り返し，一次方程式と不等式の集合に変換する．し

かし，操作を繰り返すたびに方程式と不等式が増えて

しまい，操作終了後にこれらをふたたび統合して簡単

化する必要がある．計算負荷も大きく，実装面からも

およそ現実的とはいえない．

我々の手法は後者に属し，依存解析に先だって実行

すれば，二次の添え字式も従来のデータ依存テスト手

法で正しく解析できるというメリットがある．また非

常にシンプルなアルゴリズムになっている．

5. ま と め

本論文では，三角行列を一次元化した配列の参照に

現れる二次式が，X(X − 1)/2+ Y，1 ≤ Y ≤ X（た
だし X と Y は一次式）の形で表現できることを示

し，これをもとに二次不定方程式を一次不定方程式に

分解する手法を提案した．またいくつかの適用例をあ

げ，依存解析問題がかなり簡単化されることを示した．

我々の手法はシンプルなアルゴリズムで処理時間も短

く，実装も容易である．

本手法を用いることで，二次不定方程式を直接デー

タ依存解析するよりもはるかに計算負荷が少なく，よ

り正確な解析結果を得ることができる．また，GCD

テストと Banerjeeテストの組合せといった簡便で近

似的なデータ依存解析手法に対しても，精度良く解析

できる機会を与える．

多次元データ依存解析テストが必要な場合も生じる

が，依存解析問題はたかだか二連立不定方程式を扱う

ものであり，大きな計算負荷とはならない．
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