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テクニカルノート

映進対称性を持つフラクタル・テクスチュアパターンの生成

福 田 宏† 清 水 道 夫††

植 松 正 吾††† 勝 矢 光 昭†

符号付きポリオミノをジェネレータとして用いることによって，映進対称性を持つフラクタル・テ
クスチャパターンを生成する新しいアルゴリズムを提案する．そして，ジェネレータの条件を考察し，
具体的な生成方法と生成図形を示す．

A Method of Generating Fractal Texture Patterns with Glide Symmetry

Hiroshi Fukuda,† Michio Shimizu,†† Shogo Uematsu†††

and Mitsuaki Katsuya†

We propose the generating method of new regular fractal texture patterns with the glide
symmetry by using the signed polyominoes. We consider the generating conditions of the
patterns and describe the generating algorithm. Some generated patterns are illustrated.

1. は じ め に

テクスチャ生成はコンピュータ・グラフィックス（CG）

の主要な研究テーマの 1つであり，自然界の形状を模

倣する確率的なものと，要素図形が規則的に配置され

た美しいパターンを生成する周期的なものとに大別さ

れる．前者は，ひび割れ1)や石垣2)などのように色や

形の変化が不規則なもので，近年CGの分野でその生

成方法がさかんに提案されてきた．一方，後者には，

「さやがた」などの日本の伝統的紋様3)や，結晶分野で

の空間群による対称模様3),4)などがある．本稿は後者

に関するもので，フラクタル理論5)を応用して新しい

規則的なテクスチャ・パターンの生成方法を提案する．

フラクタル理論を応用したテクスチャ・パターンに

は，古典的なフラクタル図形であるドラゴン曲線，およ

び，それを拡張した一群の図形が知られているが5),6)，

いずれも回転対称性のある周期パターン3)である．本

稿で提案するパターンは，回転対称性ではなく，空間
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群特有の対称性を備えた新しいパターンである．

2. pgパータイリング図形の生成

平面の周期パターンは，回転対称性，鏡映対称性，

または映進対称性を持つことができる7)．映進対称性

とは，並進と並進方向に平行な面での鏡映を同時に行

う映進操作に関する対称性である．図 1に示す周期パ

ターンは，映進対称性を備えており，太矢線の方向に

矢線の長さだけ並進した後，太矢線に沿って鏡映を行

う映進操作に対して不変である．映進対称性を備えた

周期パターンは pg（primitive glide）と記される7)．

平面の周期パターンに許される対称性のうち，回転

対称性と鏡映対称性は，並進対称性を持たない有限な

大きさの図形に対しても可能な対称性であるが，映進

対称性は周期パターンでのみ可能な対称性である．そ

れゆえ，映進対称性はタイリングに使われると美し

いといわれている．タイリングとは，同じ形のモチー

フを隙間も重なりもなく並べることである．絵画の巨

匠エッシャーは多くの pgタイリング図形を描いてい

る8)．

図 1 は pgであり，かつ 9 個の小正方形を集めた

ポリオミノ9)をモチーフとしたタイリング，すなわち，

pgタイリング・パターンである．このタイリング・パ

ターンは，1つのポリオミノに太矢線で示した映進と，

細矢線で示した映進と直角方向の並進を繰り返すこと
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図 1 pgタイリング・パターン
Fig. 1 A pg tiling pattern.

図 2 イニシエータの pgパターン（P型）
Fig. 2 pg pattern of initiator (P-type).

図 3 ジェネレータ
Fig. 3 Generators.

で生成される．この生成操作をポリオミノと同じ面積

の正方形に適用すると，図 2に示す配列が得られる．

正方形に付けられた符号（+−）は鏡映の関係にある
正方形を区別するものである．そこで，図 2の符号付

正方形を，それぞれ図 3に示すようにポリオミノに

置換すれば，図 1の pgタイリング・パターンが得ら

れる．そして，ポリオミノ内部の小正方形に図 3のよ

うに符号を付ければ，符号付き小正方形も図 2に示す

pgパターンとなる．したがって，この符号付き小正

方形に対しても図 3の置換が可能である．すなわち，

図 3の置換操作は，再帰的に何回でも繰り返すことが

できる．そこで，置換前の符号付き破線正方形をイニ

シエータ，置換される内部の小正方形に符号のついた

ポリオミノをジェネレータと呼ぶことにする．

図 4にイニシエータとジェネレータの再帰的置換

操作を示す．図 4 (a)のように 1つのイニシエータを

ジェネレータに置換し，図 4 (b)のようにそれを繰り

返すと，やがて図 4 (c)のように周囲がフラクタル図

形で囲まれた図形が得られる．さらに，置換を無限に

繰り返せば，ジェネレータの符号付き小正方形からも

イニシエータと相似，または鏡映して相似な図形が得

られる．図 4 (c)は，イニシエータが + 正方形，ジェ

ネレータが 5個の＋小正方形と，4個の − 小正方形
からできているので，自身 5個と鏡映 4個の合計 9個

で自身と相似な図形となる．なお，図 4 (c)はこの性

質を見やすくするために 9色で彩色してある．

また，イニシエータは，図 2のように，平面を pg

でタイリングするので，生成された図形，図 4 (c)も

図 5に示すように平面を pgでタイリングする．

自分自身を複数個集めると自身と相似になる図形は

パータイリング図形と呼ばれる5)．図 4 (c)は，自分

自身だけでなく，その鏡映図形も必要であるが，広い

意味で，パータイリング図形と考えられる．そして，

対称性 pgを持つので，我々はこの図形を pgパータ

イリング図形と呼ぶことにする．pgパータイリング

図形は，ジェネレータ（符号付きポリオミノ）内部の

小正方形の数を N とすると，自身とその鏡映を合計

N 個集めると，自身を N 倍に拡大した図形かまたは

その鏡映となる．以下ではジェネレータ内部の小正方

形の数をジェネレータの大きさという．

3. ジェネレータの条件

本章では，前章に示したジェネレータのほかに，どの

ようなジェネレータが可能であるかを述べる．正方形

に映進と並進を繰り返して生成される pgパターンは，

図 2のパターン以外に，図 6に示す映進面が正方形

の中心を通らないパターンと，図 7に示す映進面が正

方形の辺と 45◦ の角度をなすパターンが存在する10)．

ここで，映進面とは，映進操作の鏡映面のことである．

このうち映進面が正方形の中心を通らない図 6は，正

方形の配列が乱れるので不適格である．したがって，

可能なイニシエータのパターンは，図 2に示した，映

進面が正方形の中心を通るものと，図 7に示した，映

進面が正方形の辺に 45◦ に交わるもののいずれかであ

る．これらをそれぞれ P型，D型と呼ぶことにする．

それぞれの型に対して，その型と同じ映進，並進操

作でタイリングできるポリオミノが存在すれば，そ

れは，その型のイニシエータに対するジェネレータと

なりうる．なぜなら，その型のイニシエータをジェネ

レータに置換してもジェネレータ内部の小正方形が隙

間も重なりもなく格子状に配列されるからである．

ポリオミノが pgタイリング可能である条件は，ポ

リオミノを構成する正方形の一辺を 1，個数を N，映

進の大きさ（並進量）を p，映進に直角な並進周期の

1/2（すなわち隣り合う映進面の間隔）を xとすると，
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図 4 pgパータイリング図形の生成
Fig. 4 Generation of the pg pertiling pattern.

図 5 pgパータイリング
Fig. 5 A pg pertiling.

図 6 イニシエータの pgパターン
Fig. 6 pg pattern of initiator.

図 7 イニシエータの pgパターン（D型）
Fig. 7 pg pattern of initiator (D-type).

図 8 P型 pgパターンを乱すジェネレータ
Fig. 8 A generator destroying the P-type pg pattern.

図 9 ジェネレータの変形
Fig. 9 Deformation of a generator.

図 10 ジェネレータと pgパータイリング図形（D型）
Fig. 10 A generator and pg pertiling (D-type).

図 11 ジェネレータと pgパータイリング図形（PL型）
Fig. 11 A generator and pg pertiling (PL-type).

（図 1，図 7では，太矢線の長さが p，細矢線の長さの

1/2が x）

2px = N (1)

であり，p と x は映進面がポリオミノの辺に平行な

場合

p =
m

2
, m = 1, 2, 3 . . . ,

2x = n, n = 1, 2, 3, . . . (2)

そうでない場合，

p =

√
2m

2
, m = 1, 2, 3 . . . ,

2x =
√

2n, n = 1, 2, 3, . . . (3)

に制限される10)．P型のイニシエータは p = 2x，D

型のイニシエータは p = x であるから，いずれの場

合も，
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N = n2, n = 1, 2, 3 . . . (4)

でなければならない．

次に，イニシエータをジェネレータに置換した後に

ジェネレータ内部の小正方形の符号がイニシエータと

同じパターンをとるために，n は奇数に制限される．

この理由を図 8に示す P型 n = 2 の例で説明する．

この場合，式 (2)より p = n であるが，p はイニシ

エータの一辺の長さに等しいので，偶数の p では小

正方形の符号が図 8のように乱れてしまう．D型の場

合も同様に説明される．

以上より，ジェネレータとなりうるポリオミノは，

大きさが奇数の 2乗であり，かつ，映進面が格子に平

行な P 型の場合には p = 2x = n，映進面が格子に

対して 45◦ である D型の場合には p = x =
√

2n/2

でなければならない．逆に，この条件を満たすジェネ

レータがすべて pgパータイリング図形を生成するこ

とは明らかである．特に，pgパータイリング図形の

ジェネレータの最小の大きさは，意味のある最小奇数

3の 2乗の 9である．

4. ジェネレータの作成と生成パターン

pgパータイリング図形のジェネレータは，イニシ

エータを奇数の二乗個の小正方形に分割して，正方形

のジェネレータを作り，その周囲に小正方形を追加，

削除することで生成できる．この方法を図 9に示す

P型のジェネレータを例として説明する．初期ジェネ

レータはアルファベット A～Iが付された 32 個の正

方形で構成される正方形のポリオミノである．

この正方形ジェネレータは，イニシエータを P 型

に配置する規則に従って，平面を隙間なくタイリング

する．この規則に従って，ジェネレータの周囲を，図

のように，ジェネレータ内部のアルファベットに対応

させることができる．この対応付けによって，ジェネ

レータの周囲に小正方形を追加，削除することができ

る．たとえば，ジェネレータの周囲Cの位置に小正方

形を追加するには，ジェネレータ内部の小正方形Cを

削除すればよい．したがってこの変形（追加）によっ

て，灰色で示すジェネレータが得られる．このように

して，様々なジェネレータを作ることができる．

我々は，ジェネレータを作成し，pgパータイリン

グ図形とテクスチャ・パターンを表示するソフトウエ

アを開発した11)．以下にその出力結果の例を示す．図

10 (a)は D型のジェネレータ，図 10 (b)は生成され

る pgパータイリング図形である．

なお，P型のイニシエータに対しては，イニシエー

タとジェネレータの位置関係が 2通り可能である．1

つは図 3 のようにイニシエータの辺がジェネレータ

の中心を通る場合であり，もう 1つはイニシエータの

辺とジェネレータの辺が一致する場合である．後者を

PL型と呼ぶことにする．図 11に PL型のジェネレー

タの例と生成される pgパータイリング図形を示す．

5. お わ り に

本稿では，符号付きポリオミノをジェネレータに用

いて pgパータイリング図形を生成する方法を提案し，

それによって，多様なパターンを生成できることを示

した．特に，大きなジェネレータに対しては，生成パ

ターンはジェネレータに似た形となり，意図したテク

スチャ・パターンの生成へも応用することができると

思われる．今後に残された課題は，得られた図形の系

統的な彩色方法，他の 2次元空間対称性を持つ図形へ

の拡張などである．
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