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非周期的自己アフィンタイル貼りにおける
タイルの境界集合の構成と彩色

貞 広 泰 造† 櫻 井 幸 一††

多くの自己アフィンタイルは境界がフラクタル集合となる．本稿では Pisotタイル貼りと呼ばれる
ある非周期的な自己アフィンタイル貼りの族についてそのフラクタル状の境界を表現するグラフ（有
限オートマトン）を構成するアルゴリズムを与える．またその結果を用いてタイルの彩色関数を構成
する．

Construction of Boundaries of Tiles
in Non-periodic Self-affine Tilings and Their Colorings

Taizo Sadahiro† and Koichi Sakurai††

Most of self-affine tiles have fractal boundaries. We show an algorithm to construct finite
graphs (or finite automata) which represent the boundaries of tiles in a special class of self-
affine tilings which we call Pisot tilings. We also show an algorithm to construct colorings of
these tilings using this graphs.

1. は じ め に

内点全体の閉包が自身と一致するような Rn のコ

ンパクトな部分集合をタイルと呼ぶ．T をあるタイル
の集合とする．T は以下の 3 つの性質を持つときタ

イル貼りと呼ばれる．

• T の有限部分集合 S がとれてすべての T ∈ T
は S のいずれかの元を平行移動したものとなる．

• T は空間を埋め尽くす：

Rn =
⋃

T∈T

T.

• T の異なる 2つのタイルは内点で交わらない．

タイル貼り T に対してあるアフィン変換 Aがあって

すべてのタイル T ∈ T に対して A(T ) が T に属す
るいくつかのタイルの和集合と等しくなるとき T を
自己アフィンタイル貼りと呼ぶ．

自己相似あるいは自己アフィンタイルはコンピュー

タの発達とともに活発に研究されはじめた．これらが

出現した背景にはトーラスの双曲型同型写像が引き
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起こす力学系のマルコフ分割の構成8),9)や，ウェーブ

レット変換で用いられる Haar型基底の構成といった

問題があった6),11)．また，準結晶のモデルとしても重

要である10),12),14)．

多くの自己アフィンタイルの境界集合はフラクタル

集合となる．境界集合の構成法や次元の計算方法に

関して，文献 2)，5)，14)，16)等で報告されている．

Wangらは文献 16)で整数型と呼ばれる周期的な自己

相似タイル貼りに対してタイルの境界集合のハウスド

ルフ次元を計算する方法を与えている．この計算には

タイルの隣接関係を判定する方法が必要とされ，Wang

らはグラフ（有限オートマトン）を用いた判定方法を

与えている．これら周期的タイル貼りにおいてはタイ

ルどうしの隣接関係や境界集合は原点付近での様子が

分かればすべて分かる．

我々はこの方法を拡張し Pisotタイル貼りと呼ばれ

る非周期的なタイル貼りに適用する．Pisotタイル貼

りは Thurstonによって導入されたタイル貼りで Pisot

数を基とする数の展開表示から得られる13)．図 1 は

Pisotタイル貼りの一例である．x3 − x2 − x− 1 = 0

は

α = −0.419643377607 · · · − 0.60629072920719 · · · i
を 1つの根とする．
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図 1 x3 − x2 − x − 1 の根から生成される Pisot タイル貼り
Fig. 1 Pisot tiling generated by roots of x3 − x2 − x − 1.

T (0) =

{
∞∑

n=0

anα
n :

an ∈ {0, 1}, an × an+1 × an+2 = 0

}
.

T (1) =

{
∞∑

n=−1

anα
n :

an ∈ {0, 1}, a−1 = 1,

an × an+1 × an+2 = 0

}
.

T (10) =

{
∞∑

n=−2

anα
n :

an ∈ {0, 1}, a−2 = 1, a−1 = 0,

an × an+1 × an+2 = 0

}
.

T (11) =

{
∞∑

n=−2

anα
n :

an ∈ {0, 1}, a−2 = 1, a−1 = 1

an × an+1 × an+2 = 0

}
.

· · ·
のように {0, 1} の列 w に対して 1つのタイル T (w)

が決まる．つまり w はタイルの要素の級数の主要部

分の係数を定める．容易に分かるように

α−1T (0) = T (0) ∪ T (1).

α−2T (0) = T (0) ∪ T (1) ∪ T (10) ∪ T (11).

α−3T (0) = T (0) ∪ T (1) ∪ T (10) ∪
T (11) ∪ T (100) ∪ T (110) ∪ T (101).

· · · .

図 2 3–彩色可能な Pisot タイル貼りの一例
Fig. 2 A 3-colorable Pisot tiling.

である．これらが（タイル貼りになることはさておき，）

自己相似性を持つことが分かる．我々はタイルの境界

がタイルどうしの共通部分となる場合に，その構成を

次の問題に帰着させる：

∞∑
n=0

(an − bn)α
n = 0

an · an+1 · an+2 = 0,

bn · bn+1 · bn+2 = 0 ∀n ≥ 0

となるような {0, 1} の列の組 (an)n≥0, (bn)n≥0 はど

のようなものか？

これらの列があるオートマトンによって受理される

ことを示し，同時にこのオートマトンの構成方法を述

べる．このオートマトンを用いてタイルの隣接関係を

判定することができ，また，境界集合が典型的なフラ

クタル集合である graph directed set3)となることが

分かる．

またタイルの彩色について考察する．隣接するタイ

ルどうしが同じ色で塗られないように有限色を使って

それぞれのタイルに配色するのである．よく知られ

ているように有限グラフの 3–彩色可能性判定問題は

NP–完全問題である4)．空間全体のタイル貼りに対応

するグラフは無限グラフとなり，3–彩色可能性の判定

は一般に難しく，たとえば kiteと dartによるペンロー

ズタイル貼りが 3–彩色可能かどうかは未解決問題で

ある15)．この難しさはタイル貼りの非周期性から生

ずる．我々は Pisotタイル貼りのある彩色方法を述べ

る．この方法はタイル貼りの 3–彩色可能性や 4–彩色

可能性を完全に判定するものではない．また，任意の
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平面 Pisotタイル貼りに対応するグラフが平面グラフ

となるかどうかは分かっていない．しかし，与えられ

た例に対してこの方法を適用し彩色可能性の十分条件

を与えることができる．たとえば図 2 はこの方法で

3–彩色可能性が示された非周期的タイル貼りの一例で

ある．タイル貼りから整数格子への単射で隣接する 2

つのタイルの像の間の距離が定数でおさえられるもの

（アドレス写像10)）を用いてこれらの非周期的タイル

貼りの彩色関数を構成する方法を述べる．タイルが埋

め込まれた格子をある方法で周期的に配色し，それを

タイル貼りに引き戻す．また，いくつかの具体例につ

いて詳しく計算結果を示す．

2. Pisotタイル貼り

本稿ではこの Pisotタイル貼りを文献 1)に従って

扱う．Pisotタイル貼りは Pisot数と呼ばれる代数的

整数によって定まる．タイルの各要素は Pisot数の有

理数体上の共役を基とする巾級数で表され，それらの

係数列はあるオートマトンによって定められる．与え

られた Pisot数から巾級数の基とオートマトンを定め，

タイルを構成する方法について以下に示す．

Gを（有向ラベル付き）グラフとする．Gの頂点集

合を V(G) で，辺集合を E(G) で表す．辺 e の出発

点を s(e)，終着点を t(e) で表す．すべての辺 e はラ

ベル l(e) ∈ Σ(G) を持つ，ここに Σ(G) は有限集合

で G のアルファベットと呼ばれる．辺の列 e1 · · · el

は t(ei) = s(ei+1) を満たすとき道と呼ばれる．本稿

ではすべてのグラフは初期状態と呼ばれる特別な頂点

を 1つだけ持つものとし，グラフ G の初期状態を iG

と表す．アルファベット Σ 上のすべての語の集合を

Σ∗ で表す．

語 w = a1 · · · al ∈ Σ∗ に対して初期状態から出発

する G の道 p = e1 · · · el があって l(e1) · · · l(el) = w

となるとき w は G に受理されるという．Σ∗ の任意

の部分集合を言語と呼ぶ．Gによって受理される語全

体の集合を L(G)で表し，言語 L は L = L(G) であ

るとき Gに 受理されるという．あるグラフ Gに受理

される言語を正規言語7)と呼ぶ．Σ の無限列 (ai)i≥0

を無限語と呼ぶことにする．無限語 (ai)i≥0 がすべて

の h ≥ 0に対して a0 · · · ah ∈ L(G)であるとき Gに

受理されると定義する．X(G) で G に受理される無

限語全体の集合を表すことにする．

グラフ H のすべての頂点の組 x，y に対して x と

y を結ぶ道があるとき H は強連結であるという．G

の部分グラフ H が強連結であってそれを含むどのよ

うな H と異なる部分グラフも強連結にならないとき，

H を G の強連結成分と呼ぶ．本稿では単一の頂点は

その頂点を始点，終点とする辺がない場合は強連結成

分とは呼ばない．

1 より大きな実の代数的整数で自身を除く有理数体

上の共役元すべてが 1より小さな絶対値を持つものを

Pisot数と呼ぶ．Pisot数で単数となるものを Pisot

単数と呼ぶことにする．β を有理数体上 d 次の Pisot

単数とし，β の β 以外の有理数体上の共役を

{α(1), . . . , α(r), α(r+1), α(r+1), . . . , α(r+c), α(r+c)}

とする．ここで 1 ≤ i ≤ r に対して α(i) ∈ R，

r + 1 ≤ i ≤ r + c に対して α(i) /∈ R とする．α

は α で複素共役を表す．したがって r + 2c = d − 1

となる．

β を Pisot 単数とし a を非負の実数とする．a

の β–展開は以下のようにして定義される．実数 y

の整数部分を [y] で小数部分を {y} で表す．k を

βk ≤ a < βk+1 となる最小の整数とする．

ak = [a/βk], rk = {a/βk}

とし，k > i > −∞ に対して

ai = [βri+1], ri = {βri+1}
とおく．すると

a = akβ
k + ak−1β

k−1 + · · · .

という a の展開を得られる．これを a の β–展開と

呼ぶ．

Σβ = {0, 1, · · · , [β]}
とし，Lβ を Σβ 上の語 ahah−1 · · · a0 で ahβ

h +

ah−1β
h−1 + · · · + a0 が β–展開となるもの全体の集

合とする．このとき，グラフ G で L(G) = Lβ とな

るものがある．G の構成法を Thurston13) に従って

簡単に説明する．

まず， β の carry列と呼ばれる Σβ の列 (cn)n≥0

を計算する．x0 = 1 とし， n > 0 に対して cn を

βxn−1 より小さな最大の整数とする．

xn = βxn−1 − cn

とおき，以下同じように続ける．こうして得られる列

c1c2c3 · · ·は β が Pisot数のとき先頭の有限個の並び

を除き周期的になる13)．この列を carry(β) で表す．

つまり整数 p,q で k > q なる k に対して ck+p = ck

となるものが存在する．このとき，

carry(β) = c1 · · · cq(cq+1 · · · cq+p)
∞.

と表記することにする．

例 1. β = (1 +
√
5)/2 とする．すると β の共役

α = (1−
√
5)/2 の絶対値は 1 より小さく β は Pisot
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数となる．1 < β · x0 = β < 2 より， c1 = 1，

x1 = β · 1 − 1，β(β − 1) = 1 より， c2 = 0，

x2 = β · (β − 1)− 0 = 1 = x0. よって

carry(β) = (10)∞.

次に G に頂点集合を

V(G) = {0, 1, · · · , p+ q − 1}
のように与える．初期状態は iG = 0 とする．Gに辺

を以下のように与える．状態 0 ≤ n < p+ q− 1に対

して n から n + 1 へ向かう cn+1 でラベルされた辺

をとり，p + q − 1 から q へ cp+q でラベルされた辺

をとる．すべての n ∈ V(G) と l ∈ Σβ とについて，

l < cn+1 ならば nから 0 への l でラベルされた辺を

与える．図 3 は carry(β) = ab(cdef)∞ のときの G

である．

LR で言語 L の逆を表す，つまり，

LR = {a0a1 · · · al; alal−1 · · · a0 ∈ L}
である．正規言語の逆は正規言語となる7)．つまり，あ

る言語 Lがあるグラフ Gに受理されるとき LR を受

理するグラフがある．

例 2. βを xd−xd−1−· · ·−x−1の実根とする．この

とき β は Pisot数となり，carry(β) = (

d−1times︷ ︸︸ ︷
11 · · · 1 0)∞

となる．図 4のグラフは Lβ を受理する．この場合は

Lβ = LR
β = {a0a1 · · · al ;

ai ∈ {0, 1},
ai × ai+1 × · · · × ai+d−1 = 0

0 ≤ i ≤ l − d+ 1}.
である．

β を Pisot単数，Σ を整数の有限集合とし， Σ を

係数とする Laurent級数の集合を

FΣ =

{
∞∑

n=l

anx
n ; an ∈ Σ, l ∈ Z

}
.

と表す．次に写像 πβ : FΣ → Rr ×Cc � Rd−1 を次

のように定める．

πβ : f(x) �→ (f(α(1)), . . . , f(α(r+c))).

G を整数の有限集合 Σ をアルファベットとするグラ

フとする．w ∈ L(G) に対して

F (w,G) =

{
∞∑

i=−l

aix
i;

(ai)i≥−l ∈ X(G), a−l · · · a−1 = w

}
と定める．また

0 1 2

3

4

5

a b
c

d
e

f
<b

<c

<d

<e

<f

<a

図 3 carry(β) = ab(cdef)∞

Fig. 3 carry(β) = ab(cdef)∞.

1 1

0

0

0 0 1 2

0

1 1 d-1

図 4 xd − xd−1 − · · · − x − 1 の根となる Pisot 数の β–展開
を受理するオートマトン
Fig. 4 Lβ for the root β > 1 of the polynomial

xd − xd−1 − · · · − x − 1.

F (ε,G) =

{
∞∑

i=0

aix
i; (ai)i≥0 ∈ X(G)

}

とおく．ただし ε は空語（長さ 0の語）を表す．Gβ

を LR
β を受理するオートマトンとする．w ∈ LR

β に対

してタイル T (w) を

T (w) = πβ(F (w,Gβ)).

によって定義する．w ∈ Lβ であれば w00 · · · 0 ∈ Lβ

であるからすべての v ∈ LR
β に対して T (00 · · · 0v) =

T (v) である．Tβ := {T (w);w ∈ L(Gβ)} とする．こ
の Tβ が実際に空間のタイル貼りになるのかといった

ことや，タイルの連結性等の位相的な性質はここでは

議論しない．以下では Tβ がタイル貼りを与える場合

に T ∈ Tβ の境界集合を構成する方法について述べる．

3. タイルの境界の構成

以降ではタイリング Tβ に対してタイル T ∈ Tβ の

境界は ∪T ′∈Tβ
(T ∩ T ′) となることを仮定する．

次の補題が基礎的である．

補題 1. β を Pisot 単数とし， Σ を整数の有限集合

とする．このとき，

πβ

(
∞∑

n=0

anx
n

)
= (0, 0, . . . , 0), (1)

となる Σ の列 (an)n≥0 全体を受理するグラフ G が

存在する．つまり， (an)n≥0 ∈ X(G) と 式 (1)が同
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値となるグラフ G が存在する．

証明 　グラフ G を以下のように構成する．M =

max{|m|;m ∈ Σ} とする．x(i) で x ∈ Z[β] の β

を α(i) に写す共役写像による像とする．G に以下の

ように頂点集合 V(G) を与える．

V(G) = {f ∈ Z[β] :

|f (i)| ≤ M

1− |α(i)| , i ∈ {1, 2, . . . d− 1},

|f | ≤ M

|β| − 1
}.

代数的整数論でよく知られているようにこの集合は有

限集合となる．δ : Z[β] × Σ → Z[β] を δ(f, d) =

(f + d)β−1 によって定義する（β は単数なので

β−1 ∈ Z[β]）．また δ∗ : Z[β] × Σ∗ → Z[β] を

δ∗(f, d1d2 · · · dk) = δ(δ∗(f, d1d2 · · · dk−1), dk) およ

び， δ∗(f, ε) = f によって定義する．ただし，εは空

語である．よって

δ∗(f, d1d2 · · · dk) =

(f + d1)β
−k + d2β

−k+1 + · · ·+ dkβ
−1.

δ(f, d) ∈ V(G) のとき f ∈ V(G) から δ(f, d) への d

でラベルされた辺を与え，0 を G の初期状態とする．

このようにして得られるグラフ G は補題の性質を持

つ．実際，式 (1)がある Σ の列 (an)n≥0 に対して成

り立てば任意の N ≥ 0と i ∈ {1, . . . , r+c}に対して

(α(i))−N

∞∑
n=0

an(α
(i))n = 0.

となる．よって∣∣δ∗(0, a0 · · · aN−1)
(i)
∣∣

=

∣∣∣∣∣(α(i))−N

N−1∑
n=0

an(α
(i))n

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

an+N (α(i))n

∣∣∣∣∣
≤ M

1− |α(i)| .

また，

|δ∗(0, a0 · · · aN−1)|
=
∣∣a0β

−N + a1β
−N+1 + · · ·+ aN−1β

−1
∣∣

≤ M

|β| − 1
.

これはすべての N > 0 に対して a0a1 · · · aN ∈
L(G) であることを意味する．逆に N ≥ 0 に対し

て a0a1 · · · aN ∈ L(G) であると仮定すると

δ∗(0, a0a1 · · · aN ) = β−N−1

N∑
n=0

anβ
n ∈ V(G).

となる．よって∣∣∣∣∣
N∑

n=0

an(α
(i))n

∣∣∣∣∣ ≤ M

1− |α(i)| |α
(i)|N+1.

上式の両辺は N → ∞ のとき 0 に収束する．

上の証明中のグラフ G は初期状態から到達できな

い頂点も頂点集合として含む，これらは X(G) に対

して影響を持たない．今後，グラフは本質的な部分だ

けで構成されていると仮定する．つまり，X(G)に無

関係な辺と頂点は取り除かれ，グラフに含まれる頂

点はすべて初期状態から出発するいずれかの無限長

の道の上あるものと仮定する．こうすることによって

たとえば，補題 1 のグラフ G を用いてある Σ の有

限列 a0a1 · · · al が与えられたとき，それを適当に延

長して無限列 (ai)i≥1 が πβ((ai)i≥1) = 0 となるよ

うにできるかどうかを判定することができる．つまり

a0a1 · · · al が G に受理されれば延長可能でそうでな

ければ延長不可能である．

例 3. β = (1 +
√
5)/2, Σ = {−1, 0, 1} とする．この

β， Σに対して上の補題 1 におけるグラフ Gは以下

のように構成される．まず，頂点集合 V(G) は

V(G) =

{
mβ + n ∈ Z[β] : |mβ + n| ≤ 1

β − 1
,

|mα+ n| ≤ 1

1− |α|

}
= {0,±1,±(β − 1),±(β − 2),±β}

となる（図 5）．ここに α = (1 −
√
5)/2 である．辺

を上の証明中の手続きに従って与える．たとえば頂点

0 からは

0
0�−→ δ(0, 0) = (0 + 0)β−1 = 0.

0
1�−→ δ(0, 1) = (0 + 1)β−1 = β − 1.

0
−1�−→ δ(0,−1) = (0− 1)β−1 = −β + 1.

のように 3本の辺が出る．β − 1 からは

β − 1
0�−→ δ(β − 1, 0)

= ((β − 1) + 0)β−1 = −β + 2

β − 1
1�−→ δ(β − 1, 1)

= ((β − 1) + 1)β−1 = 1

β − 1
−1�−→ δ(β − 1,−1)

= ((β − 1)− 1)β−1

= −2β + 3 �∈ V(G)

となり −1でラベルされた辺は出ないので 2本の辺が
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{
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}

Fig. 5
{
(f( 1+

√
5

2 , f( 1−√
5

2 ))) ; f(x) ∈ Z[x]
}
.

1 -1

-1 1

-1

1

0

-1

1-1

1

0 01-10

00

0

0−β + 1 β − 1

−1 1

β − 2 −β + 2

−β β

図 6 0 に収束する (1−
√
5)/2 を基とする巾級数の係数列

Fig. 6 Sequences of coefficients of the powerseries of base

(1−
√
5)/2 which converge to 0.

出る．グラフ G は図 6 に示されるものとなる．ここ

で頂点 β と −β は初期状態 0 から到達できないので

0 を表す巾級数の係数列に関与することはなく，グラ

フから取り除いてもよい．こうして得られたグラフ G

上の 0 から出発する無限長の道は α を基とする係数

が 0 または ±1 の巾級数で 0 に収束するものの係数

列すべてを与える．たとえば，

1 + α+ α3 + α5 + α7 + · · · = 0,

1− α2 + α3 − α4 + α5 − α6 + · · · = 0,

等が分かる．

定理 1. Gβ を LR
β を受理するオートマトンとする．

k を非負整数とする．Σk
β = {(a1, . . . , ak) ; ai ∈ Σβ}

をアルファベットとするグラフ Gk
β で次の性質を持つ

ものがある：

(a1,n, a2,n, · · · , ak,n)n≥−l ∈ X(Gk
β) の必要十分条

件は

πβ

(
∞∑

n=−l

a1,nx
n

)
= · · · =πβ

(
∞∑

n=−l

ak,nx
n

)
,

(2)

かつ

(ai,n)n≥−l ∈ X(Gβ) i = 1, . . . , k, (3)

である．

証明 　Gk
β は以下のように構成される．G を補題 1

において Σ = ±Σβ = {0,±1,±2, . . . ,±[β]} とおい
たグラフとし，V(Gk

β) = V(Gβ)
k × V(G)k−1 と Gk

β

の頂点集合を定める．

Gk
β に辺を次のように与える．v = (v1, v2, . . . , vk,

f2, . . . , fk) と v′ = (v′1, . . . , v
′
k, f

′
2, . . . , f

′
k) を Gk

β の

2頂点とする．j = 1, . . . , kについて Gβ 中に vj から

v′j に dj でラベルされた辺があり，j = 2, . . . , k につ

いて G 中に fj から f ′
j へ d1 − dj でラベルされた辺

があるとき， v と v′ を (d1, d2, · · · , dk) でラベルさ

れた辺で結ぶ．そして iGk
β
= (iGβ , . . . , iGβ , 0, . . . , 0)

とすると Gk
β は定理の条件を満たす．

実際， (a1,n, . . . , ak,n)n≥−l ∈ X(Gk
β) とすると明

らかに j = 1, 2, . . . , k について (aj,n)n≥−l ∈ X(Gβ)

と j = 2, . . . , k について (a1,n − aj,n)n≥−l ∈ X(G)

がいえる．補題 1 から
∞∑

n=−l

(a1,n − aj,n)(α
(i))n = 0 i = 1, . . . , r + c.

よって
∞∑

n=−l

a1,n(α
(i))n =

∞∑
n=−l

aj,n(α
(i))n.

逆に式 (2) と (3) を列 (a1,n, . . . ak,n)n≥−l に

ついて仮定する．最初の m + l + 1 個の並び

(a1,n, . . . ak,n)m≥n≥−l を Gk
β へ与えたときに頂点

(v1, . . . , vk, f2, . . . , fk) に推移したとする．すると式

(3)が成り立つので，j = 1, . . . , k について Gβ 中

に頂点 vj から頂点 v′j へ aj,m+1 でラベルされた

辺がある．また式 (2) と補題 1 より，j = 2, . . . , k

について (a1,n − aj,n)n≥−l ∈ X(G) がいえる．

よって a1,m+1 − aj,m+1 でラベルされた fj から

ある頂点 f ′
j ∈ V(G) へ向かう辺がある．つまり

(v1, . . . , vk, f2, . . . , fk) から (v′1, . . . , v
′
k, f

′
2, . . . , f

′
k)

へ向かう (a1,m+1, . . . , ak,m+1) でラベルされた辺が

Gk
β に存在する．

上の定理中の Gk
β を用いて k 個の語 w1 =

(a1,n)−l≤n≤−1, · · · , wk = (ak,n)−l≤n≤−1 ∈ LR
β が



1616 情報処理学会論文誌 June 2001

 1

 0

 0 0 1

図 7 Gβ : β2 − β − 1 = 0

Fig. 7 Gβ : β2 − β − 1 = 0.
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β : β = 1+

√
5

2
Fig. 8 G2

β : β = 1+
√

5
2 .

与えられたとき，T (w1) ∩ T (w2) ∩ · · · ∩ T (wk) 上の

すべての点を生成することができる．

例 4. β と α を例 1 と同じものと仮定する．すると

carry(β) = (10)∞ となり，Gβ は図 7のようになる．

よって例 3 より V(G2
β) は


(0, 0, 0), (0, 0,±1), (0, 0,±(β−1)), (0, 0,±(β−2))

(0, 1, 0), (0, 1,±1), (0, 1,±(β−1)), (0, 1,±(β−2))

(1, 0, 0), (1, 0,±1), (1, 0,±(β−1)), (1, 0,±(β−2))

(1, 1, 0), (1, 1,±1), (1, 1,±(β−1)), (1, 1,±(β−2))


.

となる．定理 1の証明にあるように辺を与える．たと

えば (0, 0, 0)からの辺を考えると次のようになる．Gβ

において 0
0�→ 0 0

1�→ 1，例 3 の G において 0
0�→ 0,

0
1�→ β − 1, 0

−1�−→ −β + 1 であることから，

(0, 0, 0)
(0,0)�−→ (0, 0, 0)

(0, 0, 0)
(0,1)�−→ (0, 1,−β + 1)

(0, 0, 0)
(1,0)�−→ (1, 0, β − 1)

(0, 0, 0)
(1,1)�−→ (1, 1, 0)

と 4本の辺が出ることが分かる．このようにして各頂

点を結び，原点から出発する無限長の道の上にある辺

と頂点だけを残すと G2
β は図 8 のようになる．

このグラフからこの Tβ に含まれる 2つの異なるタ

イルの共通部分は多くても 1点だけからなることが分

 -1 -1, -1 0, -1 1, -1 2, -1 3, -

-2, 0 -1, 0 0, 0 1, 0 2, 0

 1 -2, 1 -1, 1 0, 1 1, 1 2, 1

-3, 2 -2, 2 -1, 2 0, 2 1, 2

 3 -3, 3 -2, 3 -1, 3 0, 3 1, 3

-4, 4 -3, 4 -2, 4 -1, 4 0, 4

e1

e2

図 9 六角形タイル貼りの 3–彩色
Fig. 9 A 3-coloring of the hexagonal tiling.

かる．たとえば， T (ε)(= T (0))∩T (1) = {−1}であ
ることが以下のようにして分かる．初期状態から出発

して (0,1)でラベルされた辺にそって進む．すると

頂点 (0, 1,−β +1)に到達する．そこからはただ 1つ

の道があり，それは (0, 0)(1, 0) ((0, 1)(1, 0))∞ でラベ

ルされている．実際，

α+α3+α5+ · · · = 1

α
+α2+α4+α6+ · · · = −1.

同じように T (ε)∩T (10) = {−1/α}, T (ε)∩T (100) =

∅ といったことが分かる．

4. タイルの彩色

タイルの彩色方法を与える．以下に多角形による周

期的なタイル貼りの例をとりあげ，基本的なアイディ

アを説明する．

図 9 は正六角形による平面のタイル貼りである．

図 9 のように 2つの基底ベクトル e1，e2 を使って座

標をとりなおし，各タイルの中心に Z2 の点を対応さ

せることができる．2つのタイルの中心の座標の差が

D = {±(1, 0),±(0, 1),±(1,−1)} のいずれかである
ときにタイルは隣接する．よって，タイルの中心の座

標が (x, y)のときタイルを色 c(x, y) := (x−y)mod 3

で塗ると隣り合うタイルは異なる色となる．実際，

(x, y)− (x′, y′) ∈ D とすると

c(x, y)− c(x′, y′) = {(x− x′)− (y − y′)}
mod 3 �= 0 mod 3.

Pisotタイル貼りは非周期的であるためこのような座

標を導入することはできないが，以下に示すようにタ

イル全体の整数格子への埋め込みで隣接するタイルど

うしが遠く離れないようなものが存在する．つまり，

上例での D が有限集合になるように整数格子に埋め
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込める．

系 1. タイル貼り Tβ が与えられたとき，共通部分を

持つタイルどうしが異なる色で塗られるようにタイル

貼りを有限色で塗り分けるアルゴリズムがある．

証明 　z = b0+ b1β
1+ · · ·+ bd−1β

d−1 ∈ Z[β]のとき

ξ(z) = (b0, b1, . . . , bd−1) ∈ Zd と表し，アドレス写像

φ : Tβ → Zd を w = a−la−l+1 · · · a−1 ∈ LR
β に対し

φ(T (w)) = ξ(a−lβ
−l+a−l+1β

−l+1+ · · ·+a−1β
−1).

と定める．これは明らかに単射である．

2つのタイル T (a−la−l+1 · · · a−1), T (b−lb−l+1 · · ·
b−1) が共通部分を持つのは G2

β 上の初期状態から出

発する道で (an, bn)−l≤n≤−1 によってラベルされてい

るものが存在するときに限る．このような道が存在す

るとき (an, bn)−l≤n≤−1 でラベルされた初期状態から

出発する道をたどって到達した状態の第 3 列は 2つ

の列 (an)−l≤n≤−1，(bn)−l≤n≤−1 の差，

(a−lβ
−l+· · ·+a−1β

−1)−(b−lβ
−l+· · ·+b−1β

−1)

と等しくなる．たとえば，例 4 で T (10100) と

T (10001) は共通部分を持つ．(1, 1)(0, 0) (1, 0)(0, 0)

(0, 1) でラベルされた道をたどると状態 (0, 1, β − 2)

に到達する．これは

(β−5 + β−3)− (β−5 + β−1) = β − 2.

を意味する．Dβ で各頂点の 3列目の要素全体の集合

を表すことにする．もちろんこれは有限集合となる．

N を彩色に用いる色の数とし，彩色関数 c :

Tβ → Z/NZ を探索する．(0, 0, · · · , 0) を除く
すべての (d0, d1, · · · , dd−1) ∈ ξ(Dβ) に対して

c0d0 + · · · + cd−1dd−1 �= 0 ∈ Z/NZ となる

(c0, . . . , cd−1) ∈ (Z/NZ)d を探し出す．もし，この

ような (c0, . . . , cd−1)を見つけることができなければ

見つかるまで N を増やす．Dβ が有限集合であるか

らこのような N は必ず見つかる．

c : Tβ � T �→ (c0, . . . , cd−1)
tφ(T ) ∈ Z/NZ.

と定めると，c は共通部分を持つタイルに異なった色

を割り当てる．実際，T (w) と T (w′)が隣接すれば，

φ(T (w))− φ(T (w′)) ∈ ξ(Dβ).

c(φ(T (w)))− c(φ(T (w′)))

= c(φ(T (w))− φ(T (w′))) �= 0 ∈ Z/NZ

例 5. β = (1 +
√
5)/2 とする．例 4 より

Dβ = {0,±(β − 1),±(β − 2)}. よって ξ(Dβ) =

{(0, 0),±(1,−1),±(−2, 1)}. (c0, c1) = (0, 1) ととれ

ば，Tβ は 2–彩色可能であることが分かる．

5. 計 算 例

5.1 アドレス写像のとり方と必要な色数

計算を簡単にするために ξ を 1つ次元の低い格子

Zd−1 への写像に次のようにとり直す．βは単数である

から Z[β] = Z[β−1]となる．よってすべての x ∈ Z[β]

は整数の d 個の組， n0, n1, . . . , nd−1 ∈ Z によっ

て x = n0 + n1β
−1 + · · · + nd−1β

−d+1 の形に一

意に表される．このとき，ξ(x) = (n1, . . . , nd−1) ∈
Zd−1 と定義する．ξ は全射準同型で核は Z とな

る．よって Z[β]/Z � Zd−1. すべてのタイルは

a = a−1β
−1 + a−2β

−2 + · · · a−lβ
−l が β–展開と

なるような語 w = a−l · · · a−1 によって表されるので

a ∈ Z[β]∩ [0, 1) である．この ξ を用いても同様に彩

色関数を構成できる．

この ξ を用いるのは続く計算例にみるように Dβ

をより原点に近い格子点に埋め込むようにみえるから

である．ξ(Dβ)の大きさが分かると必要とされる色の

数がある程度分かる．たとえば (x, y) ∈ ξ(Dβ) に対

して |x|, |y| ≤ 1 が成り立てば，Tβ は 4–彩色可能で

あることが分かる．

すべての平面グラフは 4–彩色可能であるが，すべ

ての Pisotタイル貼りの双対グラフが平面グラフにな

るかは分からないため 4–彩色可能性ははっきりしな

い．実際，平面グラフにならない Pisotタイル貼りが

存在することが予想されている．

以下ではこの ξ を用いて w = a−la−l+1 · · · a−1 ∈
LR

β に対して ξ(a−lβ
−l+· · ·+a−1β

−1) = (n1, n2, . . . ,

nd−1) であるとき，T (w) を Tn1,n2,···,nd−1 と表すこ

とにする．

以下では 2次元のタイル貼りの彩色を考察する．2

つの異なるタイルの共通部分が無限集合となるとき，

2つのタイルが隣接するということにする．また写像

c : Tβ → Z/NZ がすべての 2つの異なるタイル T，

T ′ の組に対して c(T ) �= c(T ′) となるとき N–彩色関

数と呼ぶ．系 1 の証明中の写像 c は明らかに彩色関

数であるといえる．

5.2 3–彩色可能な平面タイル貼りの例

β を x3 − x2 − x − 1 を最小多項式とする

Pisot 数とする．β は 2 つの虚なガロア共役，α =

−0.41964337760708 · · · + 0.6062907292071993 · · · i
と α を持つ．carry(β) = 0.(110)∞. 図 1 はタイル，

T (0) = T (ε), T (1), T (10), T (11), T (100), T (101),

T (110) を描いたものである．図 10 は G2
β を描いた

もので，図中の [m,n,l] は mβ2 + nβ + l を略記し

たものである．このグラフから
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図 10 G2
β : β3 − β2 − β − 1 = 0

Fig. 10 G2
β : β3 − β2 − β − 1 = 0.

Dβ = {0,±(β2 − β − 1),±(β2 − β − 2),

±(β2 − 2β),±(β2 − 2β − 1),

±(β − 1),±(β − 2)}
= {0,±β−1,±(−1 + β−1),±β−2,

±(1 + β−2),±(β−1 + β−2),

±(−1 + β−1 + β−2)}.
が分かる．β−1 と β−2 の係数をとって，

ξ(Dβ) = {(0, 0), (±1, 0), (0,±1),±(1, 1)}.
このタイル貼りが 3–彩色可能であることが分かる．彩

色関数 c は

c : Tβ � Tn,m �→ (n+m)mod 3 ∈ Z/3Z,

ととれる（図 11）．

このグラフはループを含む強連結成分を 2つ含む．

1つは初期状態を含む自明なものである．もう 1つは

図 10 で破線で囲まれている成分である (図 12)．こ

の非自明な強連結成分が 2つの異なるタイルの共通部

分を生成する．この図から 2つの交わるタイルは無限

にたくさんの点で交わることが分かる．

彩色の問題とは別の話題になるが G3
β は 171 個の

頂点を持つ．これから T (0) の「3重点」を計算する

ことができる：

図 11 3–彩色：β3 − β2 − β − 1 = 0

Fig. 11 3-colorings: β3 − β2 − β − 1 = 0.

T (0) ∩ T (1) ∩ T (11) = {−1}.
T (0) ∩ T (11) ∩ T (10) = {− 1

α+1
}.

T (0) ∩ T (10) ∩ T (110) = {− 1
α
}.

T (0) ∩ T (110) ∩ T (100) = {− 1
1−α3 }.

T (0) ∩ T (100) ∩ T (101) = {− 1
α
+ 1}.

T (0) ∩ T (101) ∩ T (1) = { 1
α+1

}.
たとえば
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 0,0
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  0,1
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  1,0
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  2,0
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  0,1
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  1,0
 [-1,1,2]

  0,1
[1,-2,0]

  0,2
[-1,2,-1]

  1,0
 [0,-1,2]

 1,2
 [0,2,-1]

 2,0
 [-1,1,2]

  0,0
 [0,1,-2]

(1,0) (0,1) (1,0)

 (0,1)

(0,1)(1,0)(0,1)

(1,0)

 (1,1)

(0,1)

(1,0)
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(0,1)

(0,0)

(1,0)

(0,1)
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図 12 非自明な強連結成分
Fig. 12 non-trivial strongly connected component.

図 13 Tβ : β3 − β2 − 1 = 0

Fig. 13 Tβ : β3 − β2 − 1 = 0.

∞∑
n=0

α3n(α+ α2) = α−1 + α+

∞∑
n=1

α3n(1 + α)

= α−2 + α−1 +

∞∑
n=0

α3n(α2 + α3)

= −1.
である．最初の −1 の表示 T (0) による表示で，2番

目のものは T (1) による表示となる．最後のものは

T (11) による．

5.3 3–彩色不可能な平面タイル貼りの例

β を x3 − x2 − 1 の実根とする．すると β =

1.4655712318767680266 · · ·は 2つの虚なQ上の共役

α = −0.23278561593838401 · · ·−0.79255199251544

78483 · · · i と α を持つ．carry(β) = 0.(100)∞ とな

る．この場合 Tβ は 3–彩色不可能である． T (ε) を

ちょうど 7枚のタイルによって囲まれる．よって 4色

以上が必要となる．上述のアルゴリズムによって得ら

れた G2
β は 31 個の頂点を持ち，

Dβ = {0,±(β2 − β),±(β − 1),±(β2 − β − 1),

±(β2 − 2),±(β2 − 2β),±(β − 2)}
= {0,±(β−1),±(β−2),±(−1 + β−1),

±(−1− β−1 + β−2),

±(−1 + β−1 + β−2),±(−1 + β−2)}
である．よって

ξ(Dβ) = {(0, 0),±(1, 0),±(0, 1),±(1, 1),±(1,−1)}.
となり，4–彩色関数 c を
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c : Tβ � Tm,n �→ (m+ 2n)mod 4 ∈ Z/4Z.

のようにとれる（図 13）.

5.4 3–彩色可能なもう 1つの例（点で接するケー

ス）

βを x3−x−1の実根とする．β = 1.3247179572447

46 · · · は Q 上の 2つの共役 α = −0.6623589786223
73 · · · − 0.562279512062301 · · · i と α を持つ．

carry(β) = (10000)∞ となり，図 14 は LR
β を受

理するグラフである．G2
β を図 15 に示す．図 15 中

の 0，a，b と c は入力 (0, 0)，(0, 1)，(1, 0)，(1, 1)

をそれぞれ表す．l1l2 · · · ln によってラベルされた辺
は道，

0

1

2

3

4

1
0

0

0
0

0

図 14 Gβ : β3 − β − 1 = 0

Fig. 14 Gβ : β3 − β − 1 = 0.

© l1→ © l2→ ©→· · ·→© ln→ ©.

を略記したものである．この Tβ は Akiyamaら2)に

よって調べられ，境界のハウスドルフ次元が決定されて

いる．そこでは T (1000000)∩ (α4T (0)∪α4T (1)∪α3

T (1)∪αT (1)) = ∅.という事実を用いており，この関
係を encircling methodと呼ぶ方法で導いている．こ

れらの関係は G2
β を使って導くことが可能である．た

とえば T (1000000) ∩ αT (1) = ∅ は初期状態 iから

出発する a000000bとラベルされた道が G2
β にないこ

とから分かる．

G2
β は 77 個の頂点を持つ．このタイル貼りでは 1

点のみで交わるタイルが存在する．たとえば

T (ε)(= T (0000000)) ∩ T (1000000) = {−α−3}
であることが以下のようにして分かる．G2

β の初期状

態 iから出発して最初の 7個の入力列 (1, 0)，(0, 0)，

(0, 0)，(0, 0)，(0, 0)，(0, 0)，(0, 0)を読み a000000で

ラベルされた道を進む．すると，頂点 Sにたどりつ

き，そこから先は 1 本道になる．その（無限）道は

0b(a000b)∞ とラベルされている．これから

α−7+α2+α7+α12+. . . = α+α6+α11+. . . = −α−3.

を得る．

図 15 で破線で囲まれているのは G2
β のループを

0

c0000
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b000

a0b000

a0b0

0 0

0000

a000
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b

a000 b000

a

0
00

b0a000

b

a000

a
b

0

0000

0

b0
a00

0000

0
0

b00
a0

ba

00

b00
a00

0
0

i

0=(0,0)
a=(1,0)
b=(0,1)
c=(1,1)

S

a

BA

C

図 15 G2
β : β3 − β − 1

Fig. 15 G2
β : β3 − β − 1.
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図 16 タイルの隣接性を判定するオートマトン
Fig. 16 The automaton which determines the adjacency of tiles.

含む強連結成分である．全部で 4 つある．強連結成

分 A，Bは 1つのループのみで構成されている．つま

り，A，B 中の頂点を始点とする無限長の道は 1つだ

けである．この成分のいずれかの頂点に到達するとこ

の成分以外の頂点に到達することはない．よって 2つ

のタイル，T (a−la−l+1 · · · a−1)，T (b−lb−l+1 · · · b−1)

が隣接する，つまり無限に多くの点で交わるのは初期

状態から出発する (an, bn)−l≤n≤−1 でラベルされた

道で C中に延長することのできるものがある場合であ

る．よって隣接関係を決定するためには G2
β から Cへ

到達できない頂点を除く必要がある．これらの頂点を

除去したグラフを図 16 に示す．このグラフから

Dβ = {±(β2 − 1),±(β2 − β − 1),±(β2 − β),

±(β − 1),±(β2 − 2)}
= {±β−1,±β−2,±(−1 + β−2),

±(−1 + β−1 + β−2),±(−1 + β−1)}.
φ(Dβ) = {(0, 0),±(1, 0),±(0, 1),±(1, 1)}.

となり， 3–彩色関数

c(Tm,n) = (m+ n)mod3.

を得る．
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