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テクニカルノート

Volterra級数展開を用いた非線形時系列のシステム同定

長 瀬 隆 久†

非線形のディジタル信号処理では，近年 Volterra級数展開を用いた適応フィルタの研究が活発で
ある．この手法は時系列予測にも応用することが可能であるが，実例はまだ少ない．そこで本研究で
は，簡単な低次の Volterra級数展開をカオス時系列や経済時系列に適用した際の結果を報告する．特
にカオス時系列に対する結果は良好であり，他の時系列への汎用性も示された．

System Identification of Nonlinear Time Series Using
the Volterra Series Expansion

Takahisa Nagase†

Recently in the non-linear DSP (digital signal processing), the study of adaptive filter using
the Volterra series expansion is active. It is possible to apply this method to the time series
forecasting, but there is a few this kind of studies. So in our study, we report the results of
applying low-order Volterra series expansion to the chaos time series, the economic time series
etc.

1. は じ め に

近年，ディジタル信号処理の分野では非線形ひずみ

除去や非線形エコーキャンセラなどには線形のもので

は限界があるため，非線形性を表現できる Volterra

級数展開を用いた Volterraフィルタが利用されてい

る．また特にオンラインのリアルタイム処理に対応し，

フィルタ係数を自動修正する適応Volterraフィルタの

研究1),2)が活発に行われている．またさらに Volterra

級数展開を非線形時系列の予測を含めて利用している

研究もある3)．しかし，非線形時系列の中でも，カオ

ス時系列や経済時系列などを対象とした Volterra 級

数展開の研究は，まだあまり行われていないようであ

る．そこで本研究では，それらを対象とした分析結果

を報告する．

2. 予測としてのVolterra級数展開

システムが因果性で非線形時不変であると仮定すれ

ば，そのシステムは以下の Volterra 級数展開（以下

ボルテラと略す）で表せることが知られている4)．
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ここで単一の離散型時系列 X(t)の予測を考えると，

それは ( 1 )の Y (t) を X(t + 1) と見なしたシステム

同定にほかならない．非線形次数が 1のとき（
∑
が

1つ）は ARモデルであり，非線形次数 2，予測次数

2の最もシンプルなボルテラは，h2 (0, 1) と h2 (1, 0)

が対称であるので，その片方を削除して考えると

x(t + 1) = h0 + h1(0) · x(t) + h1(1) · x(t−1)

+ h2(0, 1) · x(t)x(t−1) + h2(0, 0) · x(t)2

+ h2(1, 1) · x(t−1)2 (2)

となる．以下でも対称な項を削除した非線形自己回

帰モデルとして用いる．

ボルテラは非線形モデルであるがパラメータに関し

ては線形であるので，通常の線形理論が適用できる．

本研究では最小 2 乗法によりパラメータ（ボルテラ

核）を求める．また一般に，特に適応処理の場合は演

算量が多くなるため非線形項は 2次までのものを近似

的に利用する場合が多い．本研究は適応処理ではない

が，簡単のため非線形項は 2次までとし，予測次数は
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表 1 ボルテラによるロジスティック写像のシステム同定
Table 1 System identification of logistic-map using

Volterra series expansion.

2～4とシンプルなものを考える．

3. カオス時系列のシステム同定

そこで，ボルテラを用いてカオスを有する非線形写

像であるロジスティック写像5)，

Xt = αXt−1 (1 − Xt−1) α = 3.7, X0 = 0.1

(3)

エノン写像6)

Xt = 1 + Yt−1 − 1.4X2
t−1

Yt = 0.3Xt−1 X0 = 0.1, Y0 = 0.1
(4)

のシステム同定を予測次数 2～4で行った結果，MSE

とパラメータは表 1，表 2 のようになった．両写像と

も 100 個のデータから推定した．パラメータの値に

多少のずれはあるものの，どの予測次数でも誤差はほ

とんどなく，決定論であればカオスであろうともシス

テムを近似することが可能であることを示すことがで

きた．

また，GP（遺伝的プログラミング）用いて同様に

カオス時系列のシステム同定を行い，それをカオス制

御などに応用した研究7),8)も存在するが，ボルテラを

用いても同様の応用可能性が存在する．ただし，ボル

テラの場合は GPのように，三角関数などを予測式に

含めた近似を考えることはできない．ところが三角関

数を含みカオスを内包する池田写像9)

Xt+1 = q + b (XtCOSθ − YtSINθ)

Yt+1 = b (XtSINθ + YtSINθ)

表 2 ボルテラによるエノン写像のシステム同定
Table 2 System identification of henon-map using

Volterra series expansion.

図 1 ボルテラによる池田写像のシステム同定
Fig. 1 System identification of ikeda-map using Volterra

series expansion.

θ = γ − a/(1 + X2
t + Y 2

t ) (5)

(X0 = 0.5, Y0 = 0.7, q = 1.0,

γ = 0.4, a = 6.0, b = 0.7)

も，たかだか予想次数 2のボルテラで良好に推定でき

る．Xt+1の予測において図 1がボルテラによるもの，

図 2がパラメータ数を同じにした線形の AR(5)モデ

ルであるが，ボルテラは振幅の大小の変化もとらえて

いるのが明らかである．MSEはボルテラ：0.00472，

AR (5)：0.01872である．これを見ると予測式に三角

関数などを含むことはできないが，システム自体は近

似できる可能性が十分にある．先に述べたGPなどは

局所解も存在し最適解に収束する保証がないのが難点

であるが，ボルテラの場合は予測次数や非線形項の次

数をいくつにするかの問題はあるが，その次数の枠組

みの中では最適解が求まるのが利点である．
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図 2 AR(5)による池田写像のシステム同定
Fig. 2 System identification of ikeda-map using AR (5).

表 3 カナディアン・リンクス・データにおけるボルテラと ARモ
デル

Table 3 Volterra series expansion & AR model for

Canadian lynx data.

4. カナディアン・リンクスデータにおける線
形モデルとの比較

次に非線形時系列の中でも，カナディアン・リンク

ス・データと呼ばれるものを扱う．この時系列データ

は対数変換し非線形性をある程度除去した後，線形モ

デルをあてはめることによって，フィットした同定が

できることが知られているが10)，ここでは線形モデル

とボルテラの違いを明らかにするため，非線形性の強

い原系列をそのまま扱ってみる．ボルテラは予測次数

2とし，表 3 では，予測次数を同じにした AR (2)モ

デルとパラメータ数を同じにした AR (5)の両線形モ

デルとの誤差の比較がある．数値ではボルテラのほう

に優位性があるのは確かだが，図 3，図 4 によれば，

特に時系列の立ち上がりの部分でボルテラが優位であ

るのが分かる．

しかし，このタイプの非線形時系列特有の特徴を

利用した前述の対数変換を行ったものに，たとえば

AR(2)をあてはめて予測した値 Zt を 10の Zt 乗で

元に戻した予測は図 5 でありMSEは 770199.1とボ

ルテラより少し大きいが，頂点の予測を外しているい

くつかの点の影響が大きく，その非線形性の特徴，特

に値が 1000以上の部分と以下の部分の違いはボルテ

ラよりもよくつかんでいる．すなわち時系列データに

対応する個別の非線形予測法が開発されていれば，同

じ予測次数あるいは同じパラメータ数でも，そのほう

が精度が勝る可能性があることが分かる．しかし，そ

図 3 カナディアン・リンクス・データに対するボルテラとAR (2)

Fig. 3 Volterra & AR(2) for Canadian lynx data.

図 4 カナディアン・リンクス・データに対するボルテラとAR (5)

Fig. 4 Volterra & AR(5) for Canadian lynx data.

図 5 対数変換を利用した予測
Fig. 5 Forecasting using logarithmic transformation.

の個別の予測法には他の時系列への汎用性がないとい

う問題もまた同時に発生する．

またこのデータの場合，図の縦軸の値でも分かると

おり非常に値が大きく，MSEやパラメータの値には

若干の注意が必要である．

• 原系列が 1よりも大きい値 → 非線形項はさらに

大きい値 → パラメータは小さくなる

• 原系列が 1よりも小さい値 → 非線形項はさらに

小さい値 → パラメータは大きくなる
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表 4 経済時系列におけるボルテラと ARモデル
Table 4 Volterra series expansion & AR model for

economic time series.

原系列にボルテラを用いると，定数項だけが際だっ

て大きく，その他のパラメータはほぼ 0となるが，こ

れは非線形項の値が大きくなりすぎたためで，そのよ

うなパラメータを 0として予測を行うとかなりの誤差

が発生する．

5. 経済時系列における線形モデルとの比較

次にARCHモデルなどの登場で非線形性が指摘され

いている経済時系列だが，その中でもTOPIX（1998–

1999）の日次収益率と円・ドル為替レートの月次収益

率（1973–1999）に対して線形ARモデルとボルテラ

をあてはめたMSEの結果が表 4である．表の上の段

にはボルテラの予測次数を示し，ARモデルはボルテ

ラとパラメータ数を同一としたものである（AR (5)，

AR(9)，AR (15)）．TOPIX の日次では AR モデル

のほうが，為替の月次ではボルテラのほうが若干良い

という結果であるが，ほとんど差はないといったほう

がよい．経済時系列の分野では線形モデルと ARCH，

GARCH，SETARなどの非線形モデルとの比較11)が

行われているが，その差は微々たるものであることか

ら，このボルテラを用いた結果も精度は上がらなかっ

たが妥当なものといえるであろう．

6. お わ り に

本研究ではボルテラ級数展開をフィルタではなく予

測として考えた際のシステム同定について，いくつか

の非線形時系列を対象として分析した．ボルテラはカ

オス時系列にも対応できることが分かり，かつ実際の

経済時系列などでは ARCHや SETARなどと線形モ

デルを比較した場合と遜色のない結果が得られたため，

ボルテラは非線形時系列モデルの中では比較的汎用性

のあるものと思われる．それらによりボルテラは非線

形時系列の 1つの予測法として十分に価値があること

が分かった．また，本研究では非線形項を 2次までと

し，予測次数も最大で 4次までのシンプルなものしか

扱わなかったので，より高次のモデルは今後の課題で

ある．

またディジタル信号処理の分野では適応 Volterra

フィルタなるリアルタイム処理の逐次更新アルゴリズ

ムの研究が活発である．経済時系列などでは，カルマ

ン・フィルタを用いた時変係数ARモデル12)などがパ

ラメータの逐次更新型モデルとして扱われているが，

ボルテラを予測に用いる際にも，この適応的な逐次更

新処理を用いることにより精度の向上が期待できるで

あろう．
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