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有向グラフにおけるパリティハミルトン閉路問題
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概要：パリティハミルトン閉路 (Parity Hamiltonian Cycle, PHC) はグラフのすべての頂点を奇数回訪問

する巡回路である．本論文では，有向グラフにおける PHC問題が P に属すことを示す．また，有向グラ
フに対して PHCを構成する多項式時間アルゴリズムを与える．
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1. はじめに

パリティハミルトン閉路 (Parity Hamiltonian Cycle,

PHC) は，グラフのすべての頂点を奇数回訪問する巡回路

である．グラフに PHCが存在するかを判定する問題をパ

リティハミルトン閉路問題 (PHC問題) と呼ぶ．PHCで

は，ハミルトン閉路と異なり，同じ辺を複数回通ることを

許す．

Brighamら [2]は任意の無向グラフがすべての頂点を奇

数回通る歩道をもつことを示し，そのような歩道を構成す

る線形時間アルゴリズムを提案した*1．また西山ら [3]は，

無向グラフが PHCが存在するための必要十分条件を与え，

PHC問題がPに属すことを示した．本論文では，有向グラ
フにおける PHC問題を考え，問題が P に属すことを示す．
さらに，有向グラフにおける PHCの構成がO(|V ||E|2)で
できることを示す．

PHC問題は NP 完全問題であるハミルトン閉路問題の
制約を緩和した問題である．また，マッチングの拡張で

あり多項式時間計算可能な T -join，離散構造における凸集

合に相当する jump systemとも関係があると考えられる．

PHC問題を調査することによりこれらの関係を調べるこ

とが，本問題を導入する動機である．巡回セールスマン問

題 (TSP) とマッチング，あるいは even factorとの関係に

ついては，先行研究がある (e.g., [1], [4])．

本論文の構成は以下の通りである．2節で記法と問題の

定義を行う．3節で有向グラフにおける PHC問題につい

て議論する．
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*1 Brigham らは歩道として閉じていないものを許しており，PHC
問題とは差異がある．

2. 準備

2.1 記法と定義

有向グラフ D = (V,A)は，頂点集合 V と有向辺の集合

A ⊆ V ×V から成る組である．有向辺 a = (u, v) ∈ Aに対

し，uを aの始点，vを aの終点と呼ぶ．頂点 v ∈ V に対

し，vを始点にもつ有向辺の集合を δ+(v)，vを終点にもつ

有向辺の集合を δ−(v)と書く．

有向グラフ D の巡回路は，頂点と有向辺の系列

v0a1v1 . . . aℓvℓ(vℓ = v0) である．ただし ai = (vi−1, vi)

または ai = (vi, vi−1)である．巡回路 C において，すべて

の i = 1, . . . , ℓに対して ai = (vi−1, vi)が成り立つとき，C

を有向巡回路と呼ぶ．閉路（有向閉路）は，各頂点が始点

v0を除き高々 1度しか現れない巡回路（有向巡回路）であ

る．有向グラフ D のすべての閉路の特性ベクトルで生成

される GF[2]上のベクトル空間を，Dの閉路空間と呼ぶ．

Dの閉路空間の階数を，Dの閉路階数と呼ぶ．

2.2 パリティハミルトン閉路

有向グラフのパリティハミルトン閉路 (PHC) は，始め

の頂点 v0 を無視したとき，全ての頂点が奇数回現れる有

向巡回路である．すなわち，辺 aの現れる回数を xa とし，

頂点 vに対して

visit(v) =
∑

a∈δ+(v)

xa

と定めるとき，パリティハミルトン閉路はすべての頂点 v

に対して visit(v) ≡ 1 (mod 2) が成り立つ有向巡回路であ

る．パリティハミルトン閉路では，同じ辺を 2回以上通過

してよいことに注意する．
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3. PHC問題

この節では，有向グラフがパリティハミルトン閉路をも

つための 2つの特徴づけを示す．簡潔のため，D = (V,A)

に対し n = |V |,m = |A|とおく．
有向グラフ D = (V,A)に対し，GF[2]上の n ×m型行

列M+ = [m+
va],M

− = [m−
va]をそれぞれ

m+
va =

{
1 if a ∈ δ+(v),

0 otherwise,

m−
va =

{
1 if a ∈ δ−(v),

0 otherwise,

で定義する．

Dの閉路階数を k = m−n+1とする．Dの k個の線形

独立な有向閉路の特性ベクトルを c1, . . . , ck ∈ GF[2]m と

し，行列 CA を

CA = [c1, . . . , ck]

で定義する．さらに行列 CV を

CV = M+CA = M−CA

で定義する．CV の各列は，頂点の特性ベクトルで有向閉

路を表したものになっている．また，1ですべての成分が

1のベクトルを表す．

補題 3.1. D が PHC をもつための必要十分条件は，

CV x = 1が解をもつことである．

証明. 必要性 D が PHC をもつとする．c1, . . . , cℓ ∈
GF[2]ℓ を D の全ての有向閉路の特性ベクトルとする．こ

のとき，ある α ∈ GF[2]ℓが存在し，c =
∑ℓ

i=1 αiciとおく

と任意の v ∈ V に対して (χ(δ+(v)))⊤c = 1が成り立つ．

ここで χ(F ) ∈ GF[2]m は F ⊆ Aの特性ベクトルである．

いま，任意の有向閉路は c1, . . . , ck の線形結合で書けるか

ら，ℓを kに置き換えることができる．すなわち

∃α ∈ GF[2]k, ∀v ∈ V, (χ(δ+(v)))⊤c = 1 (c =
∑k

i=1 αici)

⇒ ∃α ∈ GF[2]k,M+c = 1 (c = CAα)

⇒ ∃α ∈ GF[2]k,M+CAα = 1

⇒ ∃α ∈ GF[2]k, CV α = 1

となり，CV x = 1は α ∈ GF[2]k を解にもつ．

十分性 CV x = 1の解を α ∈ GF[2]k とする．CV の各列

ベクトル ci に対応する閉路を Ci とすると，αi = 1のと

き Ci を 1回，αi = 0のとき Ci を 2回周回する．このよ

うにして得られる有向巡回路は明らかに D の PHCであ

る．

行列M を

M =

[
M+

M−

]

で定義する．

補題 3.2. DがPHCをもつための必要十分条件は，Mx = 1

が解をもつことである．

補題 3.2から，次が言える．

定理 3.3. 有向グラフに対する PHC問題は P に属す．
有向グラフに PHCを構成するアルゴリズムを示す．

アルゴリズム 1 有向グラフ上の PHCの構成．

Mx = 1 を解く

x ∈ GF[2]m を x ∈ Zm に取り直す

フロー f を構成し，x← x+ f

while x で与えられる有向巡回路が非連結 do

有向巡回路を連結にする閉路 C を見つけ，x← x+ 2χ(C)

end while

return x

アルゴリズム 1の時間計算量は O(nm2)である．

4. おわりに

本論文では有向グラフにおけるパリティハミルトン閉路

問題が P に属すことを示し，パリティハミルトン閉路を構
成する多項式時間アルゴリズムを与えた．

今後の課題としては，パリティハミルトン閉路問題と

ハミルトン閉路問題，even factor，extended complexity，

jump system等との関係の調査が挙げられる．また，重み

付きグラフの重み最小 PHCを求める厳密アルゴリズムの

設計，なども興味深い問題である．
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