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1. はじめに 
 近年，工業デザインやスタイルデザインにお

いて，高度に美的な曲線・曲面の生成が求めら

れている．曲線の美しさは曲率の振る舞いに影

響され，曲率は単調に変化するのが望ましいと

されている [1]．しかし，単純な 3 次 Bezier 曲線

でさえ，制御点と曲率単調性との関係は複雑で

あり [2, 3] ，曲率変化の解析は未だ不十分である．

このため，現状の CAD システムでは高いレベル

の美しさを考慮した曲線の制御が困難である． 
本研究では，3 次多項式 Bezier 曲線の曲率解析

を，制御点で指定された曲線セグメントとして

ではなく，3 次曲線集合全体として行うことで，

新たな知見や制御・評価方法を得ることを目指

す [4]．そのための準備として，本稿では，任意

の 3 次 Bezier 曲線が，3 次曲線の 4 つの基本形： 
0,03,03,03 322323223 =−=−−=−=−+ yxyxxyxyxx

のいずれかの一部をアフィン変換したものとし

て表現できることを示す． 
 
2. Moving Line 
 この研究ではその理論の大部分が moving line
（Bernstein 基底による直線集合）[5] の考え方に

基づいている．ここでは，いくつかの基本事項

について定義を示す． 
• 点:  P = (X, Y, W) = w(x, y, 1) 
• 直線:  L = (a, b, c) :  aX + bY + cW = 0 
• 直線 L 上の点 P:  0=⋅ LP  
• 2 点を通る直線:  L = P0× P1 
• 2 直線の交点:  P = L0× L1 
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• 曲線に追従する  moving line  
(moving line に追従する曲線) :  0][][ =⋅ tt LP  
(すべての t に対して P [t] は L[t] 上にある) 

• 2 曲線に追従する moving line:   
L[t] = P0[t]× P1[t] 

• 2 つの moving line の交線としての曲線:  
 P[t] = L0[t]×L1[t] 

 
3. 3 次 Bezier 曲線の類型化 
 ここでは，以下の手順で類型化を行う．まず，

3 次 Bezier 曲線の制御点 Pi から，この曲線に追

従する 1 次の moving line L0[t]と 2 次の平行

moving line L1[t]（常に平行に移動）を得る．次に，

対応する基本形を決めるために曲線を分類する．

そして，参照点（D, E, F, G のうちの 3 つ）の座

標を求め，そこからアフィン変換行列を得る． 
 
3.1 double point D と 1 次 moving line L0[t] 
 3 次多項式 Bezier 曲線は式 (1) で示される． 
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この曲線が 2 次以下で表現できない場合，曲線上

の定点 ][τP を通り， ][tP に追従する moving line は，

式 (2) から求められる [5]． 
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 この ][tL は一般には 2 次であるが， ][τP が曲線

の double point であった場合は 1 次 moving line と
なる [5]．これは式 (3) から求められる． 
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ただし， ( )kjiijkV QQQ ×⋅=  である． 
曲線の double point D は，この 2 つの制御線の交

点として求められる． 
  )1(0100 　　　 DDD yxw≡×= LLD        (4) 
 

Classification of Cubic Bezier Curves 
Midori YAMADA†,  Takafumi SAITO†,  
Norimasa YOSHIDA‡ 
†Tokyo University of Agriculture and Technology  
‡Nihon University 

Copyright     2013 Information Processing Society of Japan.
All Rights Reserved.4-287

4ZC-1

情報処理学会第75回全国大会



3.2 2 次平行 moving line L1[t] とその存在範囲 
 もし D が無限遠点でない場合，曲線に追従す

る 2 次平行 moving line ][1 tL は，式 (2) で ∞=τ と

おくことにより求められる． 
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この moving line ][1 tL は平行に移動し，ある半平

面内に存在する．この半平面の境界線 ][1 EtL  は，    
  0=][1 EtL                (6) 
から求められ，これを解くと式 (7) が得られる．  
  ( ) ( )1211101110E 2 ccccct +−−=         (7) 
このとき，境界線と曲線との接点 E  は， 
  ( )1][][ 10 EEEEE yxwtt ≡×= LLE         (8) 
 
3.3 曲線の分類と基本形からのアフィン変換 
 DL ⋅= ][)( 1 ttf  とおき，2 次方程式 ( ) 0=tf （解が

double point に対応）の判別式を D とおく． 
Case 1:  Crunode (自己交差)  (D > 0 のとき) (図 1) 
( ) 0=tf  は 2 実数解を持つので，その大きい方を 

Ft とし，式 (9) より点 F を求める． 
  ( )1][][ 10 FFFEF yxwtt ≡×= LLF         (9) 
このとき，基本形は式 (10) で表され，式 (11) の
アフィン変換により曲線 ][tP と一致する． 
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Case 2:  Cusp (尖点)  (D = 0 のとき) (図 2) 
1+= EF tt  とし，式 (12) より 2 点 F, G を求める． 
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このとき，基本形は式 (13) で表され，式 (14) の
アフィン変換により曲線 ][tP と一致する． 
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Case 3:  Acnode (孤立点)  (D < 0 のとき) (図 3) 
式 (15) より点 G を求める． 
  ( ) ( )1122 GGDEDE yxyyxx ≡−−=G     (15) 
2 次方程式 0][1 =⋅GL t  の解の大きい方を Ft とし，

式 (16) より点 F を求める． 
  ( )1][][ 10 FFFFF yxwtt ≡×= LLF       (16) 
このとき，基本形は式 (17) で表され，式 (18) の
アフィン変換により曲線 ][tP と一致する． 
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Case 4:  陽的 3 次曲線  (D が無限遠点) (図 4) 
 この場合は，1 次 moving line ][0 tL が平行とな

るため，曲線上の変曲点 E を通る 2 次 moving 
line ][1 tL より，2 点 F,  G を求める（詳細省略）． 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
4. おわりに 
 任意の 3 次多項式 Bezier 曲線が，4 つの基本形

のいずれかの一部をアフィン変換したものとし

て表現できることを確認した． 
 今後は，これらの類型化を元に，各基本形状

の曲率変化の解析を進める．  
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図 1 Crunode の例 
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図 2 Cusp の例 
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図 3  Acnode の例 
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図 4 陽的 3 次曲線の例 
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