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1 はじめに
離散事象システムの有用なモデルの１つである P/T

ペトリネットにおいて，その挙動を考える際に，最も基

本的な問題のうち可到達判定問題がある．これは，初

期マーキング M0 から 目標マーキング Md へトーク

ンが遷移可能かどうかを判定するものであり，解法に

は被覆木，状態方程式，ペトリネットの構造と性質に

着目する 3つの手法があるが，被覆木を用いた方法は
一般に膨大な計算量を必要とする一方，状態方程式を

用いる方法は，ペトリネットの性質を代数方程式の解

の存在として考察できる利点があるため，その解法や，

解の表現方法などについての研究が進められてきてい

る [1]．

ここでは，状態方程式の解法としてよく知られた

Fourier-Motzkin 法 [2] により初等的 T-インバリアン
ト [1]および特解 [3]が導出できることを述べるともに，
Fourier-Motzkin 法のアルゴリズムをそのまま用いる
ことで，状態方程式 Ax = bの任意の非負整数解を表

現するための展開係数が得られることを示す．

2 状態方程式
ペトリネットにおいて，目標マーキングMd が，発

火系列 {t1, t2, · · · , td} を通して初期マーキングM0か

ら可達であると仮定した場合，i = 1, 2, · · · , d に対す

る状態方程式を求め，和をとると，

Md = M0 + A

d∑

k=1

tk (1)

で表され．また，A ∈ Zm×n, b = Md −M0 ∈ Zm×1

および x =
∑d

k=1 tk ∈ Zn×1
+ とすると，式 (1)は次の

ように書き直すことができる．
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Ax = b. (2)

ここで，式 (2)の解 xを求めることで，初期マーキ

ングM0 ∈ Zm×1
+ から目標マーキングMd ∈ Zm×1

+ に

いたる発火回数ベクトルを得ることができる．

3 Fourier-Motzkin法 [2]

Fourier-Motzkin 法は初等的ベクトル解のすべて
（Ax = 0m×1 の非負整数解）を含むようなベクトル

解の集合を算出する方法であり，そのアルゴリズムは

以下のとおりである．

＜ Fourier-Motzkin（FM）法のアルゴリズム＞
入力：接続行列 　 A ∈ Zm×n

出力：初等的ベクトル解のすべてを含むベクトル解

　　　の集合．

初期化：接続行列 A ∈ Zm×n の下に単位行列 En×n

　　　を置いた B = [A E]T ∈ Z(m+n)×n とする．

Step1; 行列 Bの第 i行に対し，Bのすべての要素が

零ならば，i = i + 1とし，Step2へ，少なくとも
1つ零でない要素があれば，Step3 へ．

Step2; もし，i≦m なら，Step1 へ，そうでなけれ
ば Step4へ．

Step3; 行列 B の第 i行に対し，B の第 i行の 0でな
い要素を 0にするようなBの 2つの列の正係数一
次結合（ただし係数は最小のものを選ぶ）をすべ

て B の列に加え，これを新しく B とする．さら

に，第 i行に 0でない要素を持つすべての列を B

から削除し，これを新しくBとする．i = i+1と
し，Step2 へ．

Step4; 行列 B の第 1行から第 m行までを取り除い

た部分行列の各列は Ax = 0m×1 の非負整数解を

表している．

一方，この Fourier-Motzkin法は通常，状態方程式
Ax = b を考えた場合の b = 0 すなわち Ax = 0 の解，
T-インバリアントを求めるための手法であるが，接続行
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列 Aを拡大し，拡大接続行列 Ã = [A −b] ∈ Zm×(n+1)

とし，Ãx̃ = 0 の解 x̃ を通常と全く同じアルゴリズム

により求めることで，Ax = b における解，すなわち

発火回数ベクトルを求めることができる [4]．

4 発火回数ベクトルをT-インバリアントと
特解で表現するときの展開係数導出

§3において，状態方程式 Ax = bの解 xを求めるア

ルゴリズムを示したが，一般にペトリネットを解析す

る上で，状態方程式の解（非負整数解発火回数ベクト

ル）が，複数存在する初等的 T-インバリアントおよび
特解を用いて，それらがどのように組み合わさって表

現されているのか，いわゆるその展開係数を求めるこ

とは，ペトリネットの挙動検証を効率よく行う上でも

有用とされている [3]．
一般的に，ペトリネットの状態方程式，A ∈

Zm×n, b ∈ Zm×1 のときの Ax = b の任意の非負

整数解 x ∈ Zn×1 は，次式で与えられる．

x =
l∑

i=1

αiui + vj . (3)

なお式 (3) において，αi ∈ Z1×1
+ , ui ∈ U :=

{ui ∈ Zn×1
+ ; Ax = b の T インバリアント，i =

1, 2, · · · , l}, vj ∈ V := {vj ∈ Zn×1
+ ; Ax = b の

特解，j = 1, 2, · · · , k} である．

すなわち，ペトリネットにおける初等的T-インバリア
ントと特解のすべてを求めれば，それらの組み合わせで，

状態方程式 Ax = bの任意の非負整数解（発火回数ベク

トル）が求められる．今，式 (3)で，U, V, x ∈ Zn×1
+ ,

がそれぞれ与えられていたとき，vj を移項することで

式 (3)は，
l∑

i=1

αiui = x− vj

と変形でき，これは

[u1, u2, · · · , ul]α = [x− vj ] ∈ Zn×1
+ (4)

である．ここで，式 (4)において，[u1, u2, · · · , ul] →
A′, α → x′, [x− vj ] → b′ とおくと，式 (4)は，

A′x′ = b′ (5)

と表すことができ，これは式 (5)すなわち式 (3)が，式
(2)で示すAx = bと同じ型の方程式となることを意味

する [3][5]．そこで，§3で示した Fourier-Motzkin法の
アルゴリズムを式 (5)に用い x′を求めることで，展開

係数，α = [α1, α2, · · · , αl]T ∈ Zl×1
+ を求めることがで

きる．すなわちこれは，ある可達な発火回数ベクトルの

展開係数を求める方法の 1つとして，Fourier-Motzkin
法のアルゴリズムをそのまま用いることが可能である

ことを示している．

なお，これらに関する例題，実行例，および，イン

プリメント等は発表時に示す．

5 まとめ
離散事象システムの有用なモデルの１つである P/T
ペトリネットにおいて，その状態方程式 Ax = 0の解
法として知られている Fourier-Motzkin法により，初
等的T-インバリアントおよび特解が求められることを
示すとともに，ペトリネットにおける挙動検証に有用

とされる展開係数についても，T-インバリアントのす
べてと特解の 1つを用いることで，Fourier-Motzkin法
のアルゴリズムがそのまま利用できることを示した．

今後の課題としては，Fourier-Motzkin法により求め
きれない解の導出などアルゴリズムのさらなる改善が

あげられる．
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