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1 はじめに

グラフィカルモデルの構造推定は確率変数間の依存

関係を理解し,新たな知識を発見する上で重要な問題で

ある. 特に代表的なものとして,グラフィカルガウシア

ンモデル (GGM)の構造推定がさかんに行われ, GGMモ

デルを用いた画像処理技術などへの応用も進んでいる.

GGMの構造推定は精度行列 (分散共分散行列の逆行列)

の零成分を推定する問題と等価であることが知られてお

り,スパース正則化を用いた精度行列推定手法がいくつ

も提案されている. 例えば, Graphical Lasso(glasso) [1]

は L1 正則化付き最尤推定問題を解くアルゴリズムで,

疎な精度行列を効率的に推定することができる.

精度行列の L1正則化を用いたアプローチは,グラフィ

カルモデル全体がスパース (疎)であるという事前知識

に基づいている. 事前知識が乏しい場合にはこのよう

なアプローチが適当であるが,より詳細な事前知識が与

えられる場合も多い. 例えば, 3次元形状をグラフィカ

ルモデルで表現する場合,ノード間の物理的な近さを事

前知識として利用することができる. また,一群のノー

ドがクラスタを構成することが分かっている場合,クラ

スタ内の結合を密にするような事前知識の導入が有効

であると考えられる. 本稿では,このような事前知識を

導入する枠組を制約付き最適化問題として定式化し,そ

の最適化問題を近似的に解くアルゴリズムを提案する.

2 グラフィカルガウシアンモデル (GGM)と
構造推定

p次元の確率変数の GGMを考える. 確率変数を x ∈
Rp とし, これが多変量正規分布 N(µ,Θ−1) に従うと仮

定する. ここで, µ ∈ Rp は平均ベクトル, Θ ∈ Rp×p は精

度行列 (分散共分散行列の逆行列)である. GGMにおい

て,ノード xi と x j の条件付き独立性と精度行列の成分

Θi j の間には

xi ⊥⊥ x j | others ⇐⇒ Θi j = 0, (1)

の関係が成り立つことが知られている. ここで ⊥⊥は統
計的独立を示す. (1)の関係から GGMの構造を求める
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ことと疎な精度行列を求めることは等価であることが

わかる.

疎な精度行列を求めるアルゴリズムの代表例として

glassoアルゴリズムを簡単に紹介する. glassoアルゴリ

ズムでは,多変量正規分布の対数尤度関数に L1 正則化

項を加えた

max
Θ≻0

log detΘ − tr(SΘ) − ρ
∑
i< j

|Θi j|, (2)

を最大化する問題を解く. ここで, Θ ≻ 0は精度行列が

正定値行列であることを表している. また, S は標本分

散共分散行列, ρ ≥ 0は正則化パラメータである. 目的

関数の第 1項と第 2項は多変量正規分布の対数尤度関

数であり,第 3項はΘをスパースにする正則化項となっ

ている. 正則化パラメータ ρを変えるとGGM全体の疎

度 (sparsity)を制御することができる. glassoでは,正則

化パラメータ ρを細かく変化させたときの問題 (2) の

最適解のパス (正則化パスと呼ばれる)を計算し, さま

ざまな疎度における精度行列の推定値を得ることがで

きる.

3 Group-wise Sparsity

本研究ではグラフ構造に関する事前知識としてノー

ドのグループの疎度に関する情報が与えられている場

合を考察する. 複数のノードから成るG個のグループを

考え,グループの番号を添字 g ∈ {1, . . . ,G}で表すこと
とする. グループ gに含まれるノード番号の集合をGg ⊂
{1, . . . , p}と表記し,そのサイズを |Gg|と表す. また,グ

ループ g内のエッジの集合を Eg := {(i, j)|i, j ∈ Gg, i < j}
とし,そのサイズを |Eg|と表す. 以上の表記を用いると,

グループ gの疎度は

σg :=

∑
(i, j)∈Eg

I{Θi j = 0}
|Eg|

(3)

と表される. ここで, I{·}は定義関数を表している.

さまざまな応用問題において,ノードのグループの疎

度に関する事前知識を導入すると有用である. 例えば, 3

次元形状モデリングにグラフィカルモデルを用いる場

合, “バランスのよい”構造を推定することが要求され

る. ここで, “バランスの悪い”構造とは,例えば, 3次元

形状の一部だけが密に連結し,他の部分にほとんど連結

がないようなものである. このような場合,近隣のノー
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ドの集合をグループとみなし,各グループの疎度がほぼ

一定であるというような事前知識を与えれば, “バラン

スのよい”構造の推定が可能となる.

グループの疎度に関する事前知識を制約条件として

定式化すると,精度行列の推定問題は,

max
Θ≻0

log detΘ − tr(SΘ) (4a)

s.t. σg = sug, g = 1, . . . ,G (4b)

と定式化される. ここで, sはグラフ全体の疎度を, ugは

グループ gの相対的な疎度を表すパラメータで,一意性

を保つため,
∑G

g=1 ug = Gとする (すなわち, ug = 1であ

れば,グループ gは平均的な疎度を持つ). 制約条件 (4b)

はグループ gの疎度σgが sugであることを課している.

例えば, 3次元形状モデリングの例のように局所的な

ノードのグループを考え, u1 = . . . = uG = 1として最適

化問題 (4)を解けば, “バランスのよい”グラフィカルモ

デルを推定することができる.

残念ながら,最適化問題 (4)は離散非凸最適化問題で

あり最適解を得ることは難しい. また,グループに重複

がある場合,すべてのグループに対する制約条件を満た

すような解 (実行可能解)が存在するとは限らない. そ

のため,次節では,制約条件 (4b)を近似的に満たすよう

なアルゴリズムを提案する.

4 適応的正則化パス追跡アルゴリズム

本稿では, glassoと同様に,正則化パス追跡アルゴリ

ズムを考える. 以下で導入する正則化パス追跡アルゴ

リズムの目的は,最適化問題 (4)の疎度パラメータ sを

細かく変化させたときの最適解のパスを追跡すること

である. 前述のように厳密な最適解を得ることは困難

であるため,近似的な解のパスを考えることとする. 提

案アルゴリズムを導出するため,最適化問題:

max
Θ≻0

log detΘ − tr(SΘ) −
∑
i< j

ρi j|Θi j| (5)

を考える. 問題 (5)は, glassoの問題 (2)の一般化となっ

ていることに留意されたい. (2)では共通の正則化パラ

メータ ρが用いられるのに対し, (5)では精度行列の各

(i, j)要素に個別の正則化パラメータ ρi j が用いられる.

{ρi j}i< jを固定すると,最適化問題 (5)は glassoとほぼ同

様のアルゴリズムで解くことができる.

glassoでは ρ = ∞から開始し, ρを徐々に減らしたと

きの最適解パスを計算していく. 提案アルゴリズムでも

同様に, ρi j = ∞,∀(i, j)から開始し, ρi j を徐々に変化さ

せていく. しかし, すべての ρi j を均一に減らすのでは

なく, (4b)のグループ疎度に関する制約を満たす方向に

ρi jを適応的に変化させる. おおまかには,グループ gの

疎度 σgが sugより疎である場合には, (i, j) ∈ Eg に対応

する正則化パラメータ ρi j を減少し, σgが sugより密で

ある場合には, (i, j) ∈ Eg に対応する正則化パラメータ

ρi jを増加させる. 提案アルゴリズムでは,各グループの

疎度の変化を検出しながら,
(

p
2

)
個の正則化パラメータ

{ρi j}i< j の更新方向を適応的に定めていくものとなって

いる. 以下の提案アルゴリズムの骨子を示す:

Algorithm 1適応的正則化パスアルゴリズム

Input共分散行列 S ,グループ {Gg}Gg=1,グループの相

対的疎度 {ug}Gg=1,ステップ幅 ∆s, ∆ρ

output 各グループの (近似的な) 疎度が ug, (1 −
∆s)ug, (1 − 2∆s)ug, . . . , 0, g = 1, . . . ,G,であるような

の精度行列のパス

Initialize s← 1, ρi j ← ∞,∀(i, j)

while s ≥ 0 do

repeat

//各グループの疎度 σg を計算

Compute {σg}Gg=1 in (3)

//正則化パラメータ行列の更新

ρi j ← ρi j − ∆ρ I{(i, j)∈Eg}(σg−sug)∑
i< j I{(i, j)∈Eg}

//最適化問題 (5)を解く

Solve (5) using current {ρi j}i< j

untilグループ疎度の誤差:
∑G

g=1(σg − sug)2 が変化

しなくなるまで

s← s − ∆s;

end while

5 数値実験

紙面の都合上, 数値実験結果については割愛するが,

発表にて, 3次元画像形状モデリングタスクへの応用例

を示す.
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