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サブエルブラン領域の特定およびモデル生成定理証明への応用

何 立 風† 巣 宇 燕†† 川 那 宜 充†††

加 藤 昇 平††† 中 村 剛 士††† 伊 藤 英 則†††

本稿では，節集合 S に現れる述語および関数の引数ごとに対応する S のエルブラン領域の部分領
域（サブエルブラン領域と呼ぶ）を計算するアルゴリズムを提案する．また，節集合 S が充足不能
であるための必要十分条件は，S に現れの各変数にその変数に対応するサブエルブラン領域の要素を
代入して得られる基礎節のある有限集合が充足不能であるということを証明する．さらに，提案した
手法のモデル生成定理証明への応用について述べ，ベンチマーク問題における実験結果を用いて提案
手法の有効性を示す．

Specification of Sub-Herbrand Universes
and Its Application to Model Generation Theorem Proving

Lifeng He,† Yuyan Chao,†† Norimitsu Kawana,†††

Shohey Kato,††† Tsuyoshi Nakamura††† and Hidenori Itoh†††

This paper presents a method to specify a subuniverse of the Herbrand universe of a clause
set S for each argument of the predicates and functions in S. We prove that a clause set S
is unsatisfiable if and only if there is a finite unsatisfiable set of ground instances of clauses
of S derived by only instantiating the variables in S over their corresponding subuniverses
derived by our algorithm, respectively. We introduce an application of our approach to model
generation theorem proving for non-range-restricted problems, show our range-restriction al-
gorithm and provide examples on the benchmark problems to demonstrate the power of our
approach.

1. ま えが き

多くの一階述語自動定理証明方法はエルブランの定

理に基づいており，モデル発見と定理証明の両方に適

応するモデル生成法 SATCHMO 10) はその中の 1つ

である3),5),7)∼9),11)．SATCHMO に基づくモデル生

成定理証明法では，領域限定な問題だけ対象としてい

る．非領域限定節集合については，領域限定の形式へ

の変換を通じて SATCHMOで取り扱うことが可能で

ある3),10)．このとき，非領域限定変数が節集合のエル

ブラン領域に基礎化される．これにより，推論中に必

要なエルブラン領域の要素を特定できるという単一化
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のメリットが放棄されるため，モデル生成定理証明法

は非領域限定問題に非効率な場合が多い9),11),12)．

本稿では，節集合 S にある述語記号と関数記号の
引数ごとに対応する S のエルブラン領域の部分領域
（サブエルブラン領域と呼ぶものとする）を計算する

アルゴリズムを提案する．また，節集合 S が充足不能
であるための必要十分条件は，S の各変数にたいして
その変数に対応するサブエルブラン領域の要素を代入

して得られる基礎節のある有限集合が充足不能である

ということを証明する．非領域限定問題にたいして，

計算で得られたサブエルブラン領域は，通常のエルブ

ラン領域の部分集合であるため，提案手法により，モ

デル生成定理証明の効率を改善できると考える．これ

により，領域限定問題向けとされてきたモデル生成定

理証明法に非領域限定問題への応用の可能性をもたら

すことになる．

2. 準 備

本稿では，定理証明に関する基礎知識1),4)を有する

ことを前提とする．
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2.1 基本用語と表記法

本稿では，節 ¬A1 ∨ . . . ∨ ¬Am ∨ C1 ∨ . . . ∨ Cn

(m, n ≥ 0)を A1, . . . , Am → C1; . . . ; Cn の形で表現

する．A1, . . . , Am を本体，C1; . . . ; Cn を頭部と呼ぶ．

n = 0，つまり，節の頭部が空であるとき，その頭部

を falseで表す．一方，m = 0，つまり，節の本体が

空である場合，その本体を true で表す．なお，true

は任意のモデルに充足され，falseはすべてのモデル

に充足されない．

本稿では，述語記号，関数記号および個体記号は小

文字のアルファベットで，変数は大文字のアルファベッ

トで表す．ギリシア記号は述語と関数の引数，代入お

よびその他の必要情報を表現する．空節集合について

は φ で表す．また，混乱が生じない場合を除き，節

集合の各節は同じ変数を持つことがないものとする．

最後に，I � Aは Aが論理的に I から証明できるこ
とを表し，A ∈ I は Aが集合 I に含まれることを意
味する．

2.2 エルブランの定理

節集合 S のエルブラン領域は次のように定義され
る4)．

定義 2.1 （エルブラン領域）S に現れるすべての
個体記号の集合と関数記号の集合をそれぞれ C，F
とする．また，H0 = C とする．ただし，C = φ

のとき，H0 = {a} とする．ここで，a は仮想個体

記号（artificial constant）である．そして，各 i =

0, 1, 2, . . ., にたいして

Hi+1 = Hi ∪ {f(t1, . . . , tn) |
f ∈ F , tj ∈ Hi, 1 ≤ j ≤ n}

として，H∞ すなわち limi→∞Hi を S のエルブラン
領域と呼び，H(S) で表す．

定義 2.2 （基礎アトムと基礎節）変数を含んでい

ないアトムを基礎アトムという．節集合 S 中の任意
の節 C に含まれる変数にエルブラン領域の要素を代

入してできる節を S の基礎節という．
定理 2.1 （エルブランの定理）節集合 S が充足不
能であるための必要十分条件は，S の基礎節のある有
限集合が充足不能であることである．

2.3 領 域 限 定

定義 2.3 （領域限定）節の本体に現れる変数を領

域限定変数といい，節の頭部のみに現れる変数を非領

域限定変数という．また，非領域限定変数を含まない

節を領域限定節といい，そうでない節を非領域限定節

という．さらに，すべての節が領域限定である節集合

を領域限定節集合という．

領域限定節の最大の特徴は，節の本体が基礎アトム

によって充足されれば，その節の頭部アトムが必ず基

礎アトムになることである．

文献 3)，10)において指摘されたように，任意の非

領域限定節集合は領域限定の形に変換できる．

定義 2.4 （領域限定変換）S を非領域限定節集合
としたとき，S の領域限定の形 S ′ は S から次のよ
うに変換される．

1. 領域限定節にたいしては，同形変換を行う．

2. 非領域限定変数 X1, . . . , Xn を含む非領域限定

節 A → C は，A, dom(X1), . . ., dom(Xn) → C
に変換する．ただし，Aが true であるとき，A
は省略する．

3. 節集合 S に含まれるすべての個体記号 c にたい

して，節 true → dom(c) を加える．ただし，S
が個体記号を含まない場合，節 true → dom(a)

を加える．ここで，a は仮想個体記号である．

4. S に現れるすべての m 引数関数記号 f にたい

して，節 dom(Y1), . . ., dom(Ym) → dom(f(Y1,

. . ., Ym)) を加える．

非領域限定変数が領域限定変換によってエルブラ

ン領域に基礎化（ instantiate）されることは明らかで

ある．

例 2.1 S を次の非領域限定節集合 とする．
p1(c) → false. p2(f(c)) → false.

true → p1(X); p2(X).

S の領域限定の形 S ′ は次のようになる．

p1(c) → false. p2(f(c)) → false.

dom(X) → p1(X); p2(X). true → dom(c).

dom(Y ) → dom(f(Y )).

なお，非領域限定変数 X は S のエルブラン領域に基
礎化されていることが分かる．

2.4 SATCHMO

定理証明器 SATCHMOは，領域限定である節集合

S の充足可能性を判定するために，空集合から S の
各節を順番に充足させながら，S のモデルを求めてい
く．S のすべての節を充足するモデルを発見できれば，
S は充足可能であり，そうでなければ，S は充足不能
である．

SATCHMO を非領域限定節集合 S に適用する前
に，S を領域限定の形 S ′ に変換しなければならな

い．このとき，S の非領域限定変数は S のエルブラ
ン領域の全体に基礎化される．それによって，非領域

限定変数にエルブラン領域の要素を代入して得られる

基礎節の多くは推論中に違反節となるため，証明に必

要ない基礎節が数多く（無限になることもある）生成

されることがある．そのため，モデル生成法に基づく
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定理証明は非領域限定問題に効率的でないといわれて

いる9),11),12)．

例 2.2 S と S ′ をそれぞれ例 2.1 に示した節集合

とする．

S を領域限定の形に変換するときに加えた節 dom(X)

→ dom(f(X)) は再帰であるため，S ′ における

SATCHMOの証明は停止しない．

しかし，上記の節集合 S が充足可能であることは
導出原理で簡単に証明できる．

SATCHMOが S の充足可能性を証明できなかった
理由は，領域限定変換によって実行中の推論に必要な

エルブラン領域の要素を決定する単一化の利点を放棄

したことにある9),11),12)．

そこで，単一化の利点を領域限定変換に導入できれ

ば，この問題を解決できると考えられる．本稿では，

非領域限定変数を導出原理によって証明する際に，そ

の変数のとりうるエルブラン領域の要素のみに制限す

る方法を提案する．

例 2.3 S を例 2.1 に示した節集合とする．

非領域限定節 true → p1(X); p2(X) について考え

る．導出原理によって証明を行う場合，p1(X) は節

p1(c) → false のリテラル ¬p1(c) のみに演繹され

る．一方，p2(X)は節 p2(f(c)) → false のリテラル

¬p2(f(c)) のみに演繹される．すなわち，導出原理に

よる証明では，上記の節にある非領域限定変数 X は

c と f(c) だけに基礎化される．このことから，変数

X にたいして，c と f(c) 以外のエルブラン領域の要

素を考慮する必要はない．したがって，節集合 S は
次の領域限定の形 S ′′ に変換できる．

p1(c) → false. p2(f(c)) → false.

dom(X) → p1(X); p2(X). true → dom(c).

true → dom(f(c)).

SATCHMOは S ′′ が充足可能であることをただちに

証明できる．

3. サブエルブラン領域の特定

本章では，節集合の述語記号または関数記号の引数

に対応するサブエルブラン領域の導出方法について

述べる．便宜上，サブエルブラン領域を SHU（sub-

Herbrand Universe）で，n 引数の述語記号または関

数記号 α の i (1 ≤ i ≤ n) 番目の引数を αn〈i〉 で
表す．また，引数 αn〈i〉 の値は項 τ であることを

app(τ, αn〈i〉) で表す．
定義 3.1 （SHU を計算するアルゴリズム）S を
節集合，αn〈i〉 (1 ≤ i ≤ n) に対応する SHU は次の

ように計算した集合 H である．

1. H = φ, M = {αn〈i〉}, N = φ とする．

2. M = φ が成立すれば，H は αn〈i〉 に対応する
SHU である．ただし，Hに個体記号が含まれて
いなければ，H = H ∪ {a} とする．a は任意に

選択した節集合 S の個体記号であり，代表個体
記号と呼ぶ．ただし，S に個体記号が含まれてい
ないとき，a は仮想個体記号である．

3. Mが空でない場合，Mの最左の要素 βm〈j〉を N
に移し，Sに現れる各 app(ε, βm〈j〉) (1 ≤ j ≤ m)

にたいして，

(1) ε が定数であれば，H = H ∪ {ε} とする．
(2) ε が関数 f(τ1, . . . , τt) であれば，H = H

∪ V〈f〉 とする．ここでは，V〈f〉 は関数
f(τ1, . . . , τt) のとりうる値の集合を表す（定

義 3.3 参照）．

(3) ε が変数 X である場合，C を X が現れる

節とし，C に現れる各 X はある u 引数述語

または関数 γ の k 番目の引数の値となって

いる．つまり，app(X, γu〈k〉)が C に現れて

いるものとする．そのとき，γu〈k〉 
∈ M ∪
N であれば，γu〈k〉 を M に加える．

4. 2に戻る．

定義 3.1 において，M が計算待ちの引数集合であ

り，N が計算済みの引数である．また，Mがステップ

3の (3)の場合だけ拡張される．βm〈j〉を処理中の引
数とする．引数 γu〈k〉がMに加えられるのは，ある

変数 X にたいして app(X, βm〈j〉) と app(X, γu〈k〉)
が同じ節 C に現れる場合に限られている．そのとき，

任意の代入において，βm〈j〉 の値と γu〈k〉 の値は同
値である．このような引数 βm〈j〉 および γu〈k〉 を同
ドメイン引数と呼ぶ☆．以上の議論は M∪N にある
すべての要素に拡張できる．よって，M∪N にある
すべての引数は同ドメイン引数である．そのゆえ，定

義 3.1 のアルゴリズムが停止したとき，N にあるす
べての引数が同ドメイン引数である．

また，任意の節集合に含まれる節の数，述語記号と

関数記号の数およびそれらの引数の数が有限であるた

め，上記のアルゴリズムは必ず有限ステップで終了する

ことは明らかである．便宜のため，引数 αn〈i〉に対応
する SHU を引数 αn〈i〉 の SHU と呼び，H(αn〈i〉)
で表すこともある．

例 3.1 S を次の節集合とする．

☆ X を節 C に現れる変数とする．X を値とする引数を X に対
応する引数と呼ぶ．そうすると，X に対応するすべての引数は
同ドメイン引数である．
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¬p(f(a, X1), X2) (1)

p(a, X3) ∨ p(X4, X3) (2)

¬p(X5, X6) ∨ p(f(X5, b), X6) (3)

定義 3.1による，述語記号 pの 1番目の引数 p2〈1〉
の SHU（H1 で表す）は次のように計算できる．

(1) 最初に，H1 = ∅，M1 = {p2〈1〉}，N1 = ∅ と
する．

(2) M1 の一番左の要素 p2〈1〉 を N1 に移す．そう

すると，M1 = ∅，N1 = {p2〈1〉} となる．
p2〈1〉は S に 5つのところに現れている．つまり，

app(f(a, X1), p
2〈1〉)，app(a, p2〈1〉)，app(X4,

p2〈1〉)，app(X5, p
2〈1〉) と app(f(X5, b), p

2〈1〉)
である．

app(f(a, X1), p
2〈1〉) と app(f(X5, b), p

2〈1〉) に
たいして，定義 3.1 においてステップ 3 の (2)

にあたる．そのため，H1 = H1 ∪ V〈f〉 = V〈f〉
となる．

app(a, p2〈1〉)においては，定義 3.1 のステップ 3

の (1)にあたる．そのため，H1 = H1 ∪ {a} =

{a} ∪ V〈f〉 となる．
app(X4, p

2〈1〉) および app(X5, p
2〈1〉) にたいし

て，定義 3.1 においてステップ 3 の (3)にあた

る．変数 X4 は S にほかのどこにも現れていな
いため，なにもしなくてもよい．一方，S には，
app(X5, f

2〈1〉)が存在するため，f2〈1〉はM1に

加えられる．そうすると，M1 = {f2〈1〉}となる．
(3) M1 の一番左の要素 f2〈1〉 を N1 に移す．そう

すると，M1 = ∅，N1 = {p2〈1〉, f2〈1〉} となる．
f2〈1〉 は S において 2 カ所に現れている．つま

り，app(a, f2〈1〉)と app(X5, f
2〈1〉)である．

app(a, f2〈1〉) にたいして，定義 3.1 のステップ

3の (1)にあたる．しかし，a ∈ H1 はすでに成

立するから，H1 は変わらない．

app(X5, f
2〈1〉)にたいして，定義 3.1のステップ

3 の (3)にあたる．S には app(X5, p
2〈1〉) が存

在するが，p2〈1〉 ∈ M ∪N のため，そのままで
よい．

(4) M1 = ∅ となるから，定義 3.1 のステップ 2に

より，p2〈1〉 に対応する SHU の計算は終了す

る．ここで，H1 = {a} ∪ V〈f〉，および N1 =

{p2〈1〉, f2〈1〉}となる．これによって，引数 f2〈1〉
の SHU も H1 となる．

同様に，述語記号 p の第 2引数 p2〈2〉 に対応する
SHU （H2 で表す）および関数記号 f の第 2 引数

f2〈2〉 に対応する SHU（H3 で表す）はそれぞれ以

下のようになる．

H2 = {a}
H3 = {b}

定義 3.2 （すべての引数の SHU を計算するアル

ゴリズム）S を節集合とする． S に現れるすべての
述語記号や関数記号の引数に対応する SHU は次の

ように求められる．

1. T を S に現れるすべての述語記号や関数記号の
引数の集合とする．また，j = 0 とする．

2. T が空であれば，H1, . . . Hj が導出した SHU

である．Nk (1 ≤ k ≤ j) に現れるすべての引数

は同ドメイン引数であり，同一 SHU Hk を持つ．

3. αn〈i〉 を T の 1 番目の要素とし，j = j + 1 と

する．定義 3.1によって，αn〈i〉 の SHU Hj と

αn〈i〉 の同ドメイン引数集合 Nj を計算する．そ

こで，T からNj に属する要素があれば除去する．

4. 2 に戻る．

例 3.2 例 3.1 に示した節集合 S を考える．S に
あるすべての引数の SHU は次のように計算できる．

(1) 最初は，T = {p2〈1〉, p2〈2〉, f2〈1〉, f2〈2〉}であり，
j = 0 となる．

(2) j = 1．T の最初の要素は，p2〈1〉である．例 3.1

により，p2〈1〉に対応する SHU，つまり，H1 は

{a} ∪ V〈f〉 である．また，p2〈1〉 の同ドメイン
引数集合 N1 は {p2〈1〉, f2〈1〉}である．N1 の要

素を T から削除すると，T = {p2〈2〉, f2〈2〉} と
なる．

(3) j = 2．T の最初の要素は，p2〈2〉である．例 3.1

により，p2〈2〉に対応する SHU，つまり，H2 は

{a} であり，p2〈2〉 の同ドメイン引数集合 N2 は

{p2〈2〉} である．N2 の要素を T から削除する
と，T = {f2〈2〉} となる．

(4) j = 3．T の最初の要素は，f2〈2〉である．例 3.1

により，f2〈2〉に対応する SHU，つまり，H3 は

{b} であり，f2〈2〉 の同ドメイン引数集合 N3 は

{f2〈2〉} である．N3 の要素を T から削除する
と，T = ∅ となる．

(6) T = ∅ のため，計算は終了する．H1，H2 およ

び H3 は導出した S の SHU である．

定義 3.3 （エルブラン領域の形の SHU を計算す

るアルゴリズム）S を節集合，f1, . . ., fm を S に現
れる関数記号とする．また，H1, . . ., Hn を定義 3.2

によって導出した SHU とし，V〈fj〉 (1 ≤ j ≤ m)を

H1, . . ., Hn に現れる関数記号のとりうる値の集合と

する．

H∗
i (0) (1 ≤ i ≤ n)を Hi に現れる個体記号の集合と
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して，V∗(fj , 0) = φ (1 ≤ j ≤ m)とする．

fj (1 ≤ j ≤ m)を hj 引数の関数記号，Hut (1 ≤
ut ≤ n)を f

hj

j 〈t〉 (1 ≤ t ≤ hj)に対応する SHU と

する．また，k = 0, 1, 2, . . . にたいして，

V∗(fj , k + 1) = {fj(α1, . . . , αhj )|
α1 ∈ H∗

u1(k), . . . , αhj ∈ H∗
uhj

(k)}
さらに，1 ≤ i ≤ n の各 i にたいして，

H∗
i (k + 1) = {H∗

i (k) ∪ V∗(fv, k + 1)|V〈fv〉 ∈ Hi}
このとき，V〈fj〉 = V∗(fj ,∞)（つまり，関数 fj の

とりうる値の集合である），H∗
i (∞)は Hi のエルブラ

ン領域の形である．

定義 3.3 によって導出した各 H∗
i (∞) の各要素は

与えられた節集合 S に現れる定数記号と関数記号だ
けを含んでいるため，各 H∗

i (∞) は節集合 S のエル
ブラン領域の部分領域であることは明らかである．以

下，SHU のエルブラン領域の形を SHU∗ で表す．

例 3.3 S を例 3.1 に示した節集合とする．H1，

H2 および H3 は例 3.2 に導出した各 SHU とする．

H1，H2 および H3 にある定数記号の集合はそれぞ

れ C1 = {a}，C2 = {a} と C3 = {b} である．また，
f2〈1〉 の SHU は H1 であり，f2〈2〉 の SHU は H3

である．

定義 3.2 により，エルブラン領域の形の各 SHU は

次のように計算できる．

V∗(f, 0) = ∅
H∗

1(0) = C1 = {a}
H∗

2(0) = C2 = {a}
H∗

3(0) = C3 = {b}
V∗(f, 1) = {f(α1, α2)|α1∈H∗

1(0), α2∈H∗
3(0)}

= {f(a, b)}
H∗

1(1) = H∗
1(0) ∪ V∗(f, 1) = {a, f(a, b)}

H∗
2(1) = H∗

2(0) = {a}
H∗

3(1) = H∗
3(0) = {b}

V∗(f, 2) = {f(α1, α2)|α1∈H∗
1(1), α2∈H∗

3(1)}
= {f(a, b), f(f(a, b), b)}

H∗
1(2) = H∗

1(1) ∪ V∗(f, 2)

= {a, f(a, b), f(f(a, b), b)}
H∗

2(2) = H∗
2(1) = {a}

H∗
3(2) = H∗

3(1) = {b}
...

V∗(f,∞) = {f(a, b), f(f(a, b), b),

f(f(f(a, b), b), b), . . .}
H∗

1(∞) = {a, f(a, b), f(f(a, b), b),

f(f(f(a, b), b), b), . . .}

H∗
2(∞) = {a}

H∗
3(∞) = {b}

S のエルブラン領域は {a, b, f(a, a), f(a, b), f(b, a),

f(b, b), f(f(a, a), a), f(f(a, a), b), f(f(a, b), a),

f(f(a, b), b), f(f(b, a), a), f(f(b, a), b), f(f(b, b), a),

. . . . . .}である．各 H∗
i (∞)は S のエルブラン領域の

部分集合であることは明らかである．

例 3.4 S を例 2.1 の節集合とする．このとき定義

3.2 と定義 3.1 によると，

T = {p1
1〈1〉, p1

2〈1〉, f1〈1〉}
H1 = {c} ∪ V〈f〉
N1 = {p1

1〈1〉, p1
2〈1〉}

H2 = {c}
N2 = {f1〈1〉}

さらに，定義 3.3 によると，

V∗(f, 0) = ∅
H∗

1(0) = {c}
H∗

2(0) = {c}
V∗(f, 1) = {f(α) | α ∈ H∗

2(0)} = {f(c)}
H∗

1(1) = H∗
1(0) ∪ V∗(f, 1) = {c, f(c)}

H∗
2(1) = {c}

V∗(f, 2) = {f(α) | α ∈ H∗
2(1)} = {f(c)}

H∗
1(2) = H∗

1(1) ∪ V∗(f, 2) = {c, f(c)}
H∗

2(2) = {c}
...

V∗(f,∞) = {f(c)}
H∗

1(∞) = {c, f(c)}
H∗

2(∞) = {c}.
p1
1〈1〉 と p1

2〈1〉 は同ドメイン引数であり，それらの
SHU∗ は H∗

1(∞)である．一方，f1〈1〉 の SHU∗ は

H∗
2(∞) であり，両方とも有限集合である．なお，前

述のように，S のエルブラン領域は {c, f(c), f(f(c)),

f(f(f(c))), . . . . . .} であり，無限集合である．

4. 妥 当 性

定義 4.1 （SHU∗ 基礎節）S を節集合，C を S
に現れる節とする．節 C に現れる各変数 X に対応

する引数の SHU∗ の要素を代入して得られる基礎節

を C の SHU∗ 基礎節 という．

前述のように，節集合 S のすべての SHU∗ は S の
エルブラン領域の部分集合であるから，節 C の SHU∗

基礎節は節のエルブラン基礎節であること，また，そ

の逆は必ずしも成立しないことは明らかである．

定理 4.1 （妥当性）節集合 S が充足不能であるた
めの必要十分条件は，S の SHU∗ 基礎節のある有限
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集合が充足不能であることである．

定理 4.1 の証明は付録 A.1 に示す．

5. モデル生成法による定理証明への応用

定理 4.1 により，節集合 S の充足不能性を調べる
とき，S のエルブラン領域における基礎節集合のかわ
りに，S の SHU∗ 基礎節集合を考えればよい．その

ため，非領域限定節集合を領域限定の形に変換すると

き，非領域限定変数をその変数に対応する SHU∗ の

要素に制限すればよい．

定義 5.1 （SHU 領域限定変換）S を非領域限定
節集合とする．定義 3.2 により S から導出したすべ
ての SHU は H1, . . ., Ht であるものとする．各 Hl

(1 ≤ l ≤ t)に対して，補助述語 doml を導入する．節

集合 S は次のように SHU 領域限定節集合 S∗ に変

換する．

1. 領域限定節にたいしては，同形変換を行う．

2. A → C を S に現れる非領域限定節とする．また，
X1, . . ., Xn をその節に現れる非限定変数とする．

さらに，Hs1 , . . ., Hsn (1 ≤ sk ≤ t, 1 ≤ k ≤ n)

をそれぞれ変数 X1, . . ., Xn に対応する SHU

とし，その節を A, doms1(X1), . . ., domsn(Xn)

→ C に変換する．ただし，A が true である場

合，A を省略してもよい．
3. 各 Hj （1 ≤ j ≤ t）に対して，

(1) Hj に現れる各個体記号 c に対して，節

true → domj(c) を加える．

(2) V〈f〉 を Hj に現れる記号とする．このと

き，f は m 引数関数記号とし，Hh1 , . . .,

Hhm は f の各引数 fm〈1〉, . . ., fm〈m〉 に
対応する SHU とする．節 domh1(Y1), . . .,

domhm (Ym) → domj(f(Y1, . . . , Ym)) を加

える．

定義 5.1に示した変換手続きを行うと，非領域限定

変数がその変数に対応する SHU∗ 領域の要素のみに

基礎化されることは明らかである．

例 5.1 S を例 2.1 に示した節集合とする．例 3.4

によると，引数 p1
1〈1〉 と p1

2〈1〉 対応する SHU は

{c} ∪ V〈f〉 であり，引数 f1〈1〉 に対応する SHU は

{c} である．
定義 5.1 に示した手続きにより，S は次の SHU 領

域限定の形 S∗ に変換できる．

p1(c) → false. p2(f(c)) → false.

dom1(X) → p1(X); p2(X). true → dom1(c).

true → dom2(c). dom2(Y ) → dom1(f(Y )).

SATCHMOは S∗ が充足可能であることをただちに

証明できる．

非領域限定節集合 S の非領域限定変数に対応する
SHU は，S のエルブラン領域の真部分集合になるこ
とがあるため，非領域限定変数をその変数に対応する

SHU の要素に限定して束縛することによって，基礎

節の数が著しく減少することがある．これは，モデル

生成法による定理証明を行うとき，前向き推論に用い

られる節の数が減ることを意味する．

そのため，節集合が非領域限定であり，モデル生成

法による定理証明を行った場合，提案手法によって領

域限定変換を行えば，証明の効率が改善されることが

ある．

定理証明のベンチマーク問題集 TPTP library 13)

version 2.5.0には，5181問が存在する．その中の 2881

問は非領域限定かつ非ホーン節を含む問題である．本

稿で提案した手法が適用できる問題，すなわち，2つ以

上の SHU が導出される問題の数は 451である．導出

された最大の SHU の数は 271である（問題 SYN837-

1）．

提案手法を適用可能な 451 の問題にたいして，

領域特定あり（∗ が付いている）と領域特定なし
のそれぞれの場合において，計算機（Intel Pen-

tiumIII/1 GHz，RAM256 MB）上で SATCHMOと

UNSEARCHMO 6)☆を用いて実験を行った．なお，制

限時間を 300秒とした．実行時間については，領域限

定変換，コンパイルおよび推論時間の合計である．

表 1はそれぞれの場合において SATCHMOとUN-

SEARCHMOが解けた問題数を示す．また，領域特

定なしで解けたすべての問題は領域特定ありでも解け

ることが判明している．

表 2 に一部の問題の実験結果についての詳細を示

す．ここでは，実行時間の単位は秒である．t.o. はタ

イムアウト，すなわち，証明が制限時間の 300秒を超

えても終了しなかったことを意味する．表 2 により，

提案手法は非領域限定問題に有効であることが分かる．

6. お わ り に

本稿では，節集合 S の充足不能性を調べるとき，S
のエルブラン領域における基礎節の集合のかわりに，

S のそれぞれの変数に，その変数に対応するサブエル
ブラン領域の要素を代入して得られた基礎節の集合だ

けを考えればよいことを示した．これによって，モデ

☆ UNSEARCHMOはlevel-cut2)という効率化法をSATCHMO

に取り込んだ証明器である．
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表 1 実験結果（I）
Table 1 The experiment results for different provers (I).

Number of problems SATCHMO SATCHMO∗ UNSEARCHMO UNSEARCHMO∗

451 79 136 89 142

表 2 実験結果（II）
Table 2 The experiment results for different provers (II).

Problem
Number of

derived SHUs
SATCHMO SATCHMO∗ UNSEARCHMO UNSEARCHMO∗

COM002-2 12 t.o. 0.63 0.34 0.28

KRS016-1 2 t.o. 0.25 t.o. 0.27

MSC004-1 3 t.o. t.o. t.o. 85.88

NLP048-1 4 t.o. 1.41 t.o. 1.43

NLP059-1 6 t.o. 1.67 t.o. 1.65

NLP060-1 7 t.o. t.o. t.o. 92.34

NLP067-1 5 t.o. 2.12 t.o. 1.38

NLP131-1 6 t.o. 1.95 t.o. 1.93

NLP134-1 6 t.o. 1.57 t.o. 1.56

NLP138-1 7 t.o. 1.92 t.o. 1.85

NLP162-1 7 t.o. 44.26 t.o. 85.03

NLP221-1 5 t.o. 0.89 t.o. 0.86

NLP230-1 5 t.o. 2.73 t.o. 1.66

NLP238-1 5 t.o. 1.85 t.o. 1.73

PUZ017-1 6 t.o. 3.79 t.o. 8.15

PUZ018-2 2 t.o. 108.89 2.76 0.29

PUZ019-1 2 t.o. 236.24 0.80 0.33

PUZ035-5 3 t.o. 0.10 t.o. 0.18

PUZ044-1 2 t.o. 0.16 t.o. 0.15

SET004-1 2 t.o. t.o. 0.11 0.19

SET008-1 2 t.o. t.o. 3.97 2.66

SET777-1 2 t.o. 0.17 t.o. 0.11

SYN423-1 2 t.o. 138.23 t.o. 143.27

SYN425-1 2 t.o. 107.80 t.o. 127.78

TOP004-2 3 t.o. 0.32 t.o. 0.35

ル生成法による非領域限定の節集合に対して定理証明

を行う場合，前向き推論に用いられる節の数が減少し，

探索空間が制限され，証明の効率化が実現できる．

今後の課題として，非領域問題における既存の効率

手法2)との比較や，サブエルブラン領域を構成する際

に，節の本体と頭部での出現を区別して計算すること

による，さらなる領域限定の可能性についての検討が

あげられる．また，本稿で提案したアルゴリズムの実

装では，与えられた節集合に含まれるリテラルの数お

よびその節集合のサブエルブランの数が多い場合，サ

ブエルブラン領域の特定の計算だけで 300 秒を超え

る場合がある．効率的な実装手法の開発も今後の課題

となる．

謝辞 本研究を助成していただいた大幸財団に深く
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付 録

A.1 定理 4.1 の証明

定義 A.1.1 （基礎項の深さ）α を基礎項とし，α

の深さ dep〈α〉 を次のように定義する．
1. dep〈c〉 = 1．ただし，c は個体記号である．

2. dep〈f(β1, . . . , βn)〉 = h + 1．ただし，f は n 引

数の関数記号であり，hは dep〈β1〉, . . ., dep〈βn〉
の中の最大値とする．

たとえば，dep〈f(a, b)〉 = 2，また，

dep〈f(a, g(b, h(c)))〉=4．任意の基礎項の長さは有限

であるため，その項の深さは必ず計算できる．

定義 A.1.2 （導出原理による充足不能な基礎節集

合の導出）S を充足不能な節集合とする．S の充足
不能な基礎節集合（SR で表す）は次のように求めら

れる．

1. 節 C の因子 Cσ を生成する際，Cσ から重複し

たリテラルを削除するかわりに，ボックスで囲ん

でおく☆．

2. 2つの節から導出節を導く際，導出に使われるリテ

ラルを削除するかわりに，ボックスで囲んでおく．

ボックスに囲まれたリテラルは処理済みであり，その

☆ 本稿では，議論を簡単にするために，節の因子を独立した節と
見なす．

後の導出に使わない．ただし，代入による変数の置換

は普段と同様に行う．また，ボックスを無視すれば，

導出節は与えられた節集合 S の節のインスタンスの選
言と考えられる．すべてのリテラルがボックスに囲ま

れた導出節は空節を意味し，拡張空節と呼ぶ．このよ

うな拡張空節 R が導出されたとき，R に残った各変

数 X（もしあれば）において，Rにある引数 αn〈i〉に
おいて，app(X, αn〈i〉)が成立する．X に引数 αn〈i〉
に対応する SHU に属するある定数記号を代入する．

そうすると，R に現れるすべての S の節のインスタ
ンスは S の基礎節となる．それらの基礎節の集合を
SR とする．明らかに，SR は充足不能である．

例 A.1.1 S を例 3.1に示した節集合，つまり，次

の集合とする．

¬p(f(a, X1), X2) (1)

p(a, X3) ∨ p(X4, X3) (2)

¬p(X5, X6) ∨ p(f(X5, b), X6) (3)

定義 A.1.2 により，拡張空節 R は導出原理によって

次のように導出できる．
p(a, X3) ∨ p(a, X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (2) のインスタンス

(4)

ここで，節 (4)は節 (2)の因子である．
p(a, X3) ∨ p(a, X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (2) のインスタンス

∨¬p(a, X3) ∨ p(f(a, b), X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (3) のインスタンス

(5)

ここで，節 (5)は節 (4)と節 (3)の導出節である．
p(a, X3) ∨ p(a, X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (2) のインスタンス

∨

¬p(a, X3) ∨ p(f(a, b), X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (3) のインスタンス

∨¬p(f(a, b), X3)
︸ ︷︷ ︸

節 (1) のインスタンス

(6)

ここで，節 (6)は節 (5)と節 (1)の導出節である．

導出節 (6) のすべてのリテラルはボックスに囲まれ

ているため，節 (6)は拡張空節 R である．節 (6)に

残った変数 X3 に定数記号 a（ここで，節 (6)にお

いて，app(X3, p
2〈2〉)が成立する．また，例 3.3によ

り，a ∈ H(p2〈2〉)が成立する）を代入すると，

p(a, a) ∨ p(a, a)
︸ ︷︷ ︸

節 (2) の基礎節

∨¬p(a, a) ∨ p(f(a, b), a)
︸ ︷︷ ︸

節 (3) の基礎節

∨¬p(f(a, b), a)
︸ ︷︷ ︸

節 (1) の基礎節

(7)

が得られる．

節 (7)から導出した S の充足不能な基礎節集合 SR

は次のようになる．

¬p(f(a, b), a) 節 (1)の基礎節

p(a, a) ∨ p(a, a) 節 (2)の基礎節

¬p(a, a) ∨ p(f(a, b), a) 節 (3)の基礎節
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補題 A.1.1 S を節集合，T を導出原理による証

明中に導出された因子または導出節，X を T に現れ

る変数とする．X に対応するすべての引数は同ドメ

イン引数である．

証明： 補題 A.1.1 を以下のように帰納法で示す．

I(n)：Tn を導出原理による証明において第 n ス

テップで導出した因子または導出節，X を Tn に現れ

る変数とする．このとき，X に対応するすべての引

数は S において同ドメイン引数である．
Base case：I(0) を示す．T0 は S に含まれる節で

ある．定義 3.1により（1337 ページ脚注を参照），X

に対応するすべての引数は S において同ドメイン引
数である．

Induction step：I(0), . . ., I(n) が成立することと

し，I(n + 1) を示す．

Tn+1 は節 C1 と C2 の導出節である．ここでは，

C1 と C2 のいずれにおいても，I(i) (0 ≤ i ≤ n)にお

いて得られた節である．帰納法の仮定により，C1 と

C2 に現れる任意の変数に対応するすべての引数は同

ドメイン引数である．

変数 Xが Tn+1に現れているため，C ′（ただし，C ′

は C1 か C2 のいずれか）にも現れているはずである．

Tn+1 に存在し，C ′ にも存在する app(X, αn1
1 〈i1〉),

. . ., app(X, αnr
r 〈ir〉)において，帰納法の仮定により，

αn1
1 〈i1〉, . . ., αnr

r 〈ir〉 は同ドメイン引数である．
Tn+1 に存在する他の X の出現は，X を C1

もしくは C2，あるいは C1 かつ C2 のいずれ

かにおいて存在する別の変数 Y1, . . ., Yt に代入

したものである．そのとき，各 Yk（1 ≤ k ≤
t）において，app(X, βm1

1 〈j1〉)，app(Ys1 , βm1
1 〈j1〉)，

app(Ys1 , βm2
2 〈j2〉)，app(Ys2 , βm2

2 〈j2〉)，app(Ys2 , βm3
3

〈j3〉)，. . ., app(Ysu , βmu
u 〈ju〉)，app(Yk, βmu

u 〈ju〉) の
ような列が，C1 もしくは C2，あるいは C1 かつ C2

のいずれかに必ず存在する．ここで，1 ≤ sv ≤ t，

1 ≤ v ≤ u である．また，β
ml
l 〈jl〉 （1 ≤ jl ≤ mu，

1 ≤ l ≤ u）は C1 あるいは C2 に現れる引数である．

そのため，C1 と C2 において，変数 X に対応する

引数と変数 Ys1，. . .，Ysu および Yk に対応する引数

が同ドメイン引数である．そのゆえ，Tn+1 において，

変数 X に対応するすべての引数は同ドメイン引数で

ある．

Tn+1 は節 C の因子の場合も，導出節と同様に示す

ことができる．

よって，I(n + 1) が成立する．

節 C を p(X, Y, Y, Z) ∨ q(Z) ∨ p(U, U, V, V )

とする．p(X, X, X, X) ∨ q(X) ∨ p(X, X, X, X)

は節 C の因子である．C の変数 Z は因子

化において変数 X に代入された．C におい

て，列 app(X, p4〈1〉)，app(U, p4〈1〉)，app(U, p4〈2〉)，
app(Y, p4〈2〉)，app(Y, p4〈3〉)，app(V, p4〈3〉)，app(V,

p4〈4〉) および app(Z, p4〈4〉)が存在する．定義 3.1に

より，C において，変数 X，Y，Z，U と V に対応

するそれぞれの引数は同ドメイン引数である．それら

引数の集合は導出した因子において，変数 X に対応

する引数の集合と同一である．

補題 A.1.2 S を充足不能の節集合，SR を定義

A.1.2 により導出した S の充足不能の基礎節集合と
する．SR のすべての基礎節が SHU∗ 基礎節である．

証明：S に現れる各定数記号 c にたいして，S に
app(c, αn〈i〉)が存在すれば，定義 3.1により，c ∈ H
(αn〈i〉)が成立する．ここで，H(αn〈i〉)は引数 αn〈i〉
の SHU を表す．

S に現れる各関数項 f(τ1, . . . , τn) にたいして，S
に app(f(τ1, . . . , τn), αn〈i〉) が存在すれば，定義 3.1

により，V〈f〉 ⊂ H(αn〈i〉)が成立する．
S に現れる変数 Y は導出原理による証明中に別の

変数 X に代入されたとき，補題 A.1.1により，変数

Y に対応する引数と変数 X に対応する引数は同ドメ

インである．

S に現れる変数 X は関数項 f(τ1, . . . , τn)に代入さ

れたとき，ある引数 αn〈i〉 において，app(X, αn〈i〉)
と app(f(τ1, . . . , τn), αn〈i〉) が S に存在する．定義
3.1 により，V〈f〉 ⊂ H(αn〈i〉) が成立する．
さらに，変数 X は定数記号 c に代入されたとき

を考える．この代入は導出原理の証明中に発生した

場合，ある引数 αn〈i〉 において，app(X, αn〈i〉) と
app(c, αn〈i〉) が S に存在する．定義 3.1 により，

c ∈ H(αn〈i〉) が成立する．一方，X は導出原理に

よる導出した拡張空節に現れる変数であり，充足不能

の基礎節集合を導出するために，定数記号 cに代入さ

れた場合，定数記号 c の選び方により，その拡張空節

に現れるある引数 αn〈i〉において，app(X, αn〈i〉) と
c ∈ H(αn〈i〉) が成立する．
SR は基礎節の集合であるため，SR に現れるすべて

の項は基礎項である．SR の任意の基礎項 τ において，

もし app(τ, αn〈i〉)が SRに存在すれば，τ ∈ H(αn〈i〉)
が成立することを dep〈τ〉 における帰納法で示す．

dep〈τ〉 = 1 のとき，τ は定数記号である．以上の

議論により，τ ∈ H(αn〈i〉) が成立する．
dep〈τ〉 = i（1 ≤ i ≤ t）のとき成立すると仮定す

る．このとき，dep〈τ〉 = t + 1 のときも成立すること

を示す．
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一般性を失うことなく，τ = f(ρ1, . . . , ρm) とす

る．ただし，dep〈ρj〉 ≤ t，1 ≤ j ≤ m．上の議論

により，V〈f〉 ∈ H(αn〈i〉) が成立する．帰納法の仮
定により，ρj ∈ H(fm〈j〉)．また，定義 3.3 により，

f(ρ1, . . . , ρm) ∈ H(αn〈i〉)．そのため，dep〈τ〉 = t+1

のときも，τ ∈ H(αn〈i〉) が成立する．
上の議論および定義 4.1 により，SR の各基礎節は

SHU∗ 基礎節である☆．

定理 4.1 は次のように証明できる．

証明：(⇒) S を充足不能の節集合，SR を定義 A.1.2

により導出した充足不能の基礎節集合とする．補題

A.1.2 により，SR のすべての節は SHU∗ 基礎節で

ある．SR を S∗ とすると，S∗ が節集合 S の充足不
能の SHU∗ 基礎節集合である．

(⇐)充足不能の SHU∗ 基礎節集合 S∗ が存在する

と仮定する．S∗ の各基礎節は S の基礎節でもあるた
め，エルブラン定理により，S は充足不能である．
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