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概 要

本発表は，グラムシュミットのブロック化によ
るQR分解を提案し，数値実験により大規模問題
に対して有効であることを示す．

1 はじめに

グラムシュミット法は，正規直交基底を作るア
ルゴリズムである．ここで，xを n次元ベクトル
として，与えられた直交行列Qに対して，グラム
シュミット法の各ステップのアルゴリズムは，以
下のようになる．

ŷ =
(
I −QQT

)
x = x−Q

(
QTx

)
≡ x−Qr

これを使って行列X の各列を順次直交化すると，
次のようになる．

X = QR (1)

ただし，Rは上三角行列である. この分解を使う
ことによって，固有値問題や最小二乗問題を解く
ことができることはよく知られている．
近年，ブロックグラムシュミット法に関する様々

な研究が行われてきた．Stewart[1]は，ブロックグ
ラムシュミット法と通常のグラムシュミット法を組
み合わせた再直交化を提案した．さらに，Stewart
は行列Xが悪条件である場合には，列の値をラン
ダムな値に置き換える手法を用いて，QR分解を安
定に行う手法を提案している．Silva[2]は，ブロッ
クグラムシュミット法に関して，修正グラムシュ
ミット法とハウスホルダー変換との比較を行って
いる．また，Vanderstraeten [3]は，ブロックグラ
ムシュミット法の並列化について提案している．
本稿では，最初に通常のグラムシュミット法に

ついて述べ，次に Stewart[1]に基づくブロックグ
ラムシュミット法を提案する．最後に，数値実験
について述べ，ブロックグラムシュミット法の有
効性を示す.

2 グラムシュミット法

再直交化を含むグラムシュミット法は，行列が
大規模な場合や条件が悪い場合でも直交行列を生
成できることが多い．まず，xを以下のように分
解する．

x = xQ + x⊥

ただし，xQは xの Q方向の成分，x⊥は Qに直
交する成分である．さらに

σ =
∥xQ∥
∥x∥

, γ =
∥x⊥∥
∥x∥

とすると，ŷは以下のようになる．

ŷ = x⊥ + e,
∥e∥
∥x∥

≡ ϵ

ただし，ϵは十分小さい数である．この式より

∥ŷ∥ ≤ ∥x⊥∥ − ∥e∥, ∥ŷQ∥ ≤ ∥e∥

となるので，σ̂, γ̂を ŷに対して同様に定義すると，
次式が成立する．

σ̂ ≤ ∥e∥
∥x⊥∥ − ∥e∥

≤ ϵ

γ − ϵ
=

ϵ√
1− σ2 − ϵ

(2)

例えば，γ ≤ 3ϵの時，2回グラムシュミット法を
適用したあとのQ方向の成分 σ̃は，式（2）より

σ̃ ≤
√

4

3
ϵ ≃ 1.2ϵ

となる．これより再直交化の有効性がわかる．よっ
て，この再直交化をブロック化したアルゴリズム
に適用することができる．

3 ブロックグラムシュミット法

通常のグラムシュミット法は，行列 X の列を
順々に直交化するものである．ブロック化は，X

を列方向に何分割かし，分割してできたブロック
行列Xblockごとに直交化することである．ブロッ
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クグラムシュミット法は次のようになる．

［ブロックグラムシュミット法］
1．block gram-schmidt step

2．R12 = QT ∗Xblock;

3．Ŷ = Xblock −Q ∗R12;

4．orthogonalize Ŷ by using gram-schmidt algo-

rithm. (Ŷ = Y R22);

reorthogonalize, if necessary.

5．Q = (Q Y );

6．combine R12 andR22 into R.

ただし，4．において Ŷ を直交化しているのは，一
般に 2，3行目だけで，Qに対しては直交化され
ても Ŷ の列どうしは互いに直交化されないためで
ある．
次に，ブロック化によってどの程度計算コスト

を削減できるのか，1回の掛け算を 1ユニットと
して計算して考える．X : n× pとし，ブロックサ
イズをm（簡単のため pを割り切る数とする）と
する．また全ての列に対し再直交化すると仮定す
る．グラムシュミット法は，k + 1 ステップ目の
計算量が (nk + kn)× 4なので，k = 1, · · · , p− 1

であることを考えると，次のようになる．

Sgs =
p−1∑
k=1

(nk + kn)× 4 = 2np (p− 1) (3)

同様に，ブロックグラムシュミット法の計算量は，
直交化の部分が次のようになる．

p
m
−1∑

h=1

((hm)mn+ (hm)mn)× 4 = 2np (p−m)

次に，Ŷ を直交化する部分が，以下のようになる．

m−1∑
k=1

(nk + kn)× 4 = 2nm (m− 1)

さらに，R12とR22からRを作るのにかかる計算
量がm3 + 1

2mp (p−m) なので，計算量の合計は
次のようになる．

Sbgs = 2np2 +

(
1

2
p2 − 2np− 2n

)
m

+

(
2n− 1

2
p

)
m2 +m3 (4)

よって式（3）と式（4）より，ブロック化するこ
とによって計算量を減らすことができる．

表 1: ブロックサイズmとQR分解の所要時間

m 10 20 30 40 50

time(sec) 36.44 34.84 35.27 34.4 34.46

4 数値実験

数値実験として，Xを 10000× 500の密な長方
行列で，要素の値をランダムに決めた行列を考え
る．この行列をグラムシュミット法を使ってQR

分解した結果，計算時間は 60.84sec必要であった．
一方ブロックグラムシュミット法を使ってmを変
えてQR分解を行った結果を表１に示した．
これらの結果から，m = 40のとき約 1.76倍高

速化できることがわかる.

5 おわりに

本発表では，新しいブロックグラムシュミット
法を提案し，その有効性について考察した．特に，
最適なブロックサイズmの決定は，問題に依存し
ている．理論的にはmを大きくした方がよいが，
実際に問題を解いてみると最適なmは異なった値
となる．これはmを大きくすると Qのデータを
使う回数は減っても，行列×行列の計算がコスト
高になるためと考えられる．ブロックグラムシュ
ミット法による高速化をよくするために，今後の
課題は，最適なブロックサイズを見つける手法を
考案することある．
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