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時間推移する定常分布の潜在構造モデル化

千葉 智暁1,a) 日野 英逸2 赤穂 昭太郎3 村田 昇1

概要：購買者が限定されているマーケットでの製品の売上や株式市場などをモデル化するには，有限な資
源を複数の関係者が奪い合うような条件を想定することが必要となる．本稿では，この条件下で存在しう
る，資源の移動経路の動的な潜在構造と，関係者が持つ資源の量の変動に着目することで，潜在構造と時
系列の関係性を非斉時マルコフ連鎖の遷移確率行列とこれによる分布の遷移でモデル化し，この表現に基
づき時間変化する潜在構造を多変量時系列から推定する手法を提案する．
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1. はじめに

売上高や交通量などのように，現実に存在する多変量の

時系列の多くは，各変数の時間変化の背後に潜在的な構造

を持つ．このような場合，この潜在構造と時系列の関係を

モデル化することで，時系列のより良い予測や，潜在構造

の推定が可能になる [1–4]．

本稿では，有限な資源を複数の関係者が奪い合うような

状況を想定し，この下で存在しうる動的な潜在構造と，関

係者が持つ資源の量の変動の関係性をモデル化し，時系列

データから動的な潜在構造を推定する手法を提案する．

変数間の潜在構造をモデル化し，その因果関係を推定す

る手法としては，共分散構造分析 [5, 6]が広く用いられて

いる．また，計量経済学では，時系列データ間の相関の分

析のために，Granger因果のグラフ構造表現 [7]が用いら

れている．遺伝子の相互作用を解析するバイオインフォマ

ティクスへの応用では，関係する変数の大規模化に伴い

計算コストの削減が要求される．変数が多次元正規分布

に従うことを仮定するGraphical Gausian Modelを用いた

Sparse Inverse Covarience Selection(SICS) [8]は，多数の

変数間の関係を効率的に推定することができる．SICSは

無向グラフの推定を行う手法だが，Nodaらは有向グラフ

上でのランダムウォークをモデル化し，有向グラフを推定
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する手法を提案した [9]．こうした手法で分析された結果

は，変数を頂点（ノード）に置き，それらの関係を辺（エッ

ジ）に対応させたグラフ構造として表現することが可能で

あり，このグラフ構造から相関・因果関係を見て取ること

ができる．

近年では，こうした手法をベースに，動的なグラフ構造を

推定する手法が開発されている．例えば，時間方向に時系

列データを区切って SICSを繰り返し適用する手法 [10,11]

や，隠れマルコフモデル回帰 (HMMR)を用いた手法 [12]

がある．この他にも，社会・遺伝子ネットワークの変化を

検出する応用研究 [13]がある．

既存研究で提案されているモデルは，複雑なグラフ構造

の推定精度が高くないことや，変数が正規分布に従わない

場合に精度が保証できないことが問題になる．また，購買

者が限定されているマーケットでの製品の売上や，資本家

の拠出する資本が限定されている株式市場の取引など，考

慮する対象内の資源が有限であり，各ノードが持つ資源の

合計がほぼ変化しない場合には，こうした制約をモデルに

陽に組み込むことが望ましい．

本稿では，潜在構造が有向グラフを成し，この上のエッ

ジを経て有限の資源が移動する問題を考える．資源が各

ノード間を移動する際，移動前と移動後で全体の資源の総

量が一定という条件下で，資源の遷移と，その前後の動的

な潜在構造の関係を有限状態マルコフ連鎖としてモデル化

し，時系列データから潜在構造を推定する手法を提案する．

まず，潜在構造を表現する有向グラフが時間的に変化し

ない場合について，資源の分布の遷移が斉時マルコフ連鎖

により自然にモデル化できることを示す．有限状態マルコ

フ連鎖の定常性を用いたモデリングには，統計力学分野に
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おける古典的なモデル化 [14]や，金融工学におけるボラ

ティリティのモデル化 [15]があるほか，情報分野で有名

なモデル化としては PageRank [16–18]がある．PageRank

はWWW上の各Webサイトの重要度をスコア化するため

に提案された手法である．WWW上を移動する閲覧者の

移動をマルコフ連鎖として捉えると，適当な条件の下で，

このマルコフ連鎖は遷移確率行列に固有の定常分布に収束

する．この定常分布をスコアとして，各Webサイトの重

要度を測ることができる．本稿では，この PageRankに関

連する研究 [19]で得られた知見を元に，モデル化するマル

コフ連鎖の収束性についての仮定をおく．

さらに，潜在構造を表現する有向グラフが時間的に変化

する場合について，斉時マルコフ連鎖の定常分布への収束

の速さに関する性質を用い，動的な潜在構造と多変量時系

列の関係を，非斉時マルコフ連鎖の遷移確率行列と，これ

による分布の遷移の関係で表現する．

2. 有向グラフ時系列と定常分布時系列の関係
のモデル化

潜在構造上の各ノードにある資源の量を，その合計で正

規化したものは，各ノード上の資源の存在比率を示す．本

稿では，これを資源の分布と呼ぶ．まず，マルコフ連鎖に

より資源の分布が遷移する頻度は十分に大きく，これに対

して潜在構造の変化は低頻度であると仮定する．さらに，

データとして取得できる分布の観測もまたマルコフ連鎖に

よる分布の遷移よりも低頻度であるとする．すなわち，観

測の間隔は十分に大きく，この間に十分な回数の分布の遷

移が行われるとし，観測された分布は定常分布に収束して

いると仮定する．2.1節では，この潜在構造の変化と変化

の間の時間区間での分布の動きについて述べる．次に，2.2

節では，この潜在構造の変化が含まれる全時間での分布の

遷移について述べる．

以下では，マルコフ連鎖により分布が遷移する時刻を

τ ∈ Nとおく．このうち，分布を観測する時刻 tの集合を

T とおき，T ⊂ Nとする．また，潜在構造が時間変化する
時刻 sの集合を S ⊂ Nとする．

2.1 有向グラフにより決まる定常分布

まず潜在構造が時間的に変化しない場合について，資源

の移動を斉時マルコフ連鎖としてモデル化する．

潜在構造は有向グラフを成し，この上のエッジを経て資

源が移動すると考える．潜在構造上に n個のノードがある

とし，その集合を V とする．時刻 τ における各ノード上

の資源の分布を πτ ∈ Rn で表す．ただし，

∀i, τ

(πτ )i ≥ 0 ,∑n
i=1(πτ )i = 1

が常に成立する．

次に，潜在構造として，この上のノード集合 V を結ぶ移

動経路を重み付きのエッジ E ⊆ V 2 とみなした有向グラフ

G = (V,E)を考える．

この有向グラフ G 上での分布の遷移確率を遷移確率行列
G ∈ Rn×nで与える．ここで，行列Gの i行 j列成分 (G)ij

はノード iからノード j への遷移確率である．このマルコ

フ連鎖の遷移は，有向グラフ G に従わないランダムな低確
率の遷移を含むとする．このようなモデル化はマルコフ連

鎖の既約性と非周期性を保証するために，PageRankでも

用いられている [17]．これにより，グラフ G 上のすべての
ノード V 間の遷移確率はすべて 0でないと考える．

0 < (G)ij ≤ 1, ∀i, j ∈ {1, . . . , n} (1)

遷移確率行列 Gと πτ を用いて，有向グラフ G 上の時刻
τ + 1における分布 πτ+1 は

πT
τ+1 = πT

τ G (2)

のように計算される．

式 (1)より，遷移確率行列 Gは正行列になるので，ペ

ロン・フロベニウスの定理 [20]より，任意の非負ベクトル

w0 ∈ Rn, ∀i, (w0)i ≥ 0に対して

lim
k→∞

wT
0 G

k = wT
∞ (3)

が成り立ち，w∞ = (w1, . . . , wn)
T は Gの第一左側固有ベ

クトルとなる．これにより，マルコフ連鎖の収束先である

定常分布 πについて，以下の式が成り立つ．

π = w∞/

n∑
i=1

wi

また，正行列である遷移確率行列Gによるマルコフ連鎖は

非周期的であることから，定常分布はただ一つとなり，必

ずGの第一左側固有ベクトルとなる．以上により，定常分

布 π が計算できる．

PageRankに関する研究から，上記のような遷移確率行

列 Gによるマルコフ連鎖の定常分布への収束は非常に高

速であることが経験的に知られている [19]．ノード数 15，

経過時間 12ステップで計算した際の分布 πτ の変化時系列

を図 1に示す．

ここで，縦軸は各ノードの番号で，ベクトル πτ の各要素に

対応する．丸のサイズは各要素の大きさを指しており，丸

が大きいほどその状態にある確率が高い．これをみると，

τ = 8から後ではほとんど分布が変化していないことがわ

かる．

2.2 有向グラフ構造の変化による定常分布の変化

前節では，分布が時間経過に従って遷移する確率過程を

斉時マルコフ連鎖として定義した．これは，資源が存在す

る可能性があるノードの数が有限であり，さらに時刻 τ に
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図 1 斉時マルコフ連鎖による分布 πτ の時系列変化

Fig. 1 Change of distributions πτ with time-homogeneous

Markov chain with a finite state space

おける有向グラフ Gτ が時間経過に従って変化する可能性

が無いということを意味していた．

本小節では，モデルの背後にあるグラフ構造が変化した

場合の分布 πτ の動態を示す．ただし，ここではグラフ構

造の変化はマルコフ連鎖による分布の遷移に比べ低頻度で

あると仮定する．2.1節でモデル化した確率過程を拡張し，

有向グラフ Gτ が時刻 τ の経過に応じて逐次変化する場合

をモデル化する．具体的には，有向グラフ Gτ に従って変

化した遷移確率行列 Gτ による，非斉時有限状態マルコフ

連鎖について，分布 πτ の変化を考える．

Gτ が変化する時刻の集合を S = {s1, . . . , sk} ⊂ Nと表
すことにし，

Gτ = Gsm (sm ≤ τ < sm+1) (4)

と仮定する．このとき，遷移確率行列が変化する時間間隔

ιm = sm+1 − sm (5)

が十分に大きければ，十分大きい r < ιm に対して近似的

に以下の式が成り立つ．

πT
smGr

sm ≈ πGsm
(6)

ただし，ここで πGsm
はGsm を遷移確率行列とする斉時マ

ルコフ連鎖の定常分布である．

また，2.1節の最後に言及したように，多くの場合，連鎖

が定常分布に収束する速度は非常に高速であることが知ら

れており [19]，経験的には 10回未満の連鎖で分布は定常

分布にかなり近い値に到達する．そのため，式 (6)の条件

として必要な ιm の大きさは 10程度と考えてよい．

したがって，遷移確率行列の変化回数が l回であるとき，

ιm, m ∈ {1, . . . , l − 1}がすべて十分に大きい値をとって
いれば，マルコフ連鎖により生成される各時刻の分布は，

すべて次の遷移確率行列変化の前に定常分布 πGsm
に収束

すると考えてよい．

このときの分布 πτ の変化を図 2に示す．ここで，縦軸

は各ノードの番号で，ベクトル πτ の各要素に対応する．丸

のサイズは各要素の大きさを指している．また，等間隔に

引かれた縦線は，遷移確率行列が変化する直前の時刻 s− 1

を示しており，ここではインターバル ι = 7回の連鎖ごと

に遷移確率行列が変化している．この図を見ると，分布の

連鎖は遷移確率行列が変化する前に定常分布に近い値に到

達していることがわかる．

time
no
de

1 4 7 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74 78

A
B

C
D

E
F
G

H
I
J
K

L
M

N
O

図 2 非斉時マルコフ連鎖による分布 πτ の時系列変化

Fig. 2 Change of distributions πτ with time-inheterogeneous

Markov chain with a finite state space

収束の早さを考慮すると，遷移確率行列Gτ の変化が連鎖

の頻度に比べ頻繁でなければ，観測された分布 {πt, t ∈ T}
のほとんどは定常分布に収束していると考えられる．した

がって，疎らに観測された分布 πt は対応する時刻での遷

移確率行列 Gt を反映した定常分布の状態 πGt にあると考

えるのは自然である．次節の構造推定では，この疎らに観

測された定常分布 {πt}を入力データとして用いることを
考える．

3. 有向グラフ時系列の推定

本節では，各時刻の分布から時間推移する遷移確率行列

を推定する方法を示す．ここでは，前節までに定式化した

モデルから生成される，全時刻の分布 {πτ}から，一部を
疎らに観測した {πt; t ∈ T}を入力データとし，観測時刻
t ∈ T での遷移確率行列Gtを推定する．まず，遷移確率行

列 Gt を推定する上での制約条件として，遷移する定常分

布 πt を用いることを考える．また，定常分布を生成する

遷移確率行列 Gt の行列としての性質と，時間的変動の仕

方を考慮し，これらからいくつかの制約条件を与える．

3.1 各時刻の定常分布による条件

定常分布 πtを遷移確率行列Gtの条件を与えるために用

いる．2.1節および 2.2節で示した有限状態マルコフ連鎖

の定常分布についての性質から式 (3)が成立するので，定

常分布 πtは遷移確率行列Gtの左第一固有ベクトルを正規

化したものに一致し，対応する固有値は常に λ = 1である．

これにより，Gt は πt を左第一固有ベクトルとして持つ
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という条件が与えられる．

∀t, πT
t Gt = πT

t (7)

3.2 グラフ構造変化の微小性

以上で示した条件に加え，より候補を絞り込むために，

潜在構造の特性を考慮し，遷移確率行列 Gt の変化を最小

化する目的関数を用いる．

Gt が時間経過に従ってどのように変化するかという性

質を考える．潜在構造の変化は頻繁ではなく，前の時刻で

の構造に微小な変化が加わる形で緩やかに変化すると考え

られる．これを考慮して，グラフ構造の変化を微小にする

ために，以下のように損失関数 L({Gt})を定義する．

L({Gt}) =
∑
t∈T

||Gt −Gt−1||1 (8)

3.3 遷移確率行列に関する制約条件

行列 Gt は式 (1)での仮定から，正値行列である．これ

に加え，行列 Gt が遷移確率行列となる条件として，以下

が必要である．

∀t,

Gte = e

(Gt)ij > 0
(9)

ただし，eはすべての成分が 1の n次元ベクトルである．

3.4 制約条件と正則化項を用いた損失関数

以上で議論した制約条件と損失関数を纏めると，以下の

ような損失関数の最小化問題を制約条件の下で解けば良い

ことになる．

min
{Gt}

∑
t∈T

||Gt −Gt−1||1 s.t. ∀t,


πT
t Gt = πT

t ,

Gte = e,

(Gt)ij > 0

(10)

3.5 最適化

制約条件を含めた損失関数の最小化問題 (10)は，線形制

約下でL1ノルムを最小化する問題なので，行列Ξt ∈ Rn×n

を変数として導入し，線形計画法による最適化を行う．

min
{Gt}{Ξt}

∑
t∈T

n∑
i,j=1

(Ξt)ij (11)

s.t. ∀t,



πT
t Gt = πT

t ,

Gte = e,

(Gt)ij > 0

−(Ξt)ij < (Gt −Gt−1)ij < (Ξt)ij

この最適化の中で変数になっているのは {Ξt}, {Gt}であ
り，最小化の結果として得られる {Ĝt}を出力とする．こ
れにより遷移確率行列 {Gt}を推定できる．

4. 実験

本節では，人工データによる実験から，本手法の有効性

を示す．人工データは，2節のモデルに従い，分布の時系

列を生成し，この時系列の背後にある遷移確率行列 Gを

式 (11)の最適化により推定する．今回の実験では，ノー

ド数 n = 10，時間方向データ数を 60として設定し，人工

データを生成した．

4.1 人工データの生成

人工データとして分布の時系列を生成する際には，まず，

遷移確率行列を先に生成し，これによるマルコフ連鎖とし

て分布の時系列を生成する．

まず，初期の潜在構造として，ランダムな有向グラフ G0

を作成する．これに対して新たなエッジの付加と既存の

エッジの除去から成る僅かな変化を加え，次の時刻での有

向グラフ G1 を作成する．同様にして，時刻 tでの有向グ

ラフ Gt に変化を加える形で Gt+1 を順次生成していく．こ

れらを各時刻での潜在構造 {Gt}とする．
次に，この有向グラフ上での遷移確率を表現する遷移確

率行列Gtについて考える．有向グラフ Gtに従う遷移確率

に，すべてのノード間について有向グラフ Gt に従わない

低確率の遷移を加え，遷移確率行列 Gt を作成する．

2.1節において示した有限状態マルコフ連鎖の定常分布

への収束の早さを考慮すると，分布の時系列のうち，観測

データ πtは遷移確率行列Gtにより決まる定常分布の状態

にあると考えるのが自然である．これに従い，Gt の第一

左側固有ベクトルwt = (w1, . . . , wn)
T から，各時刻 tの分

布 πt を生成する．

以上により，入力である観測データ {πt}と，推定対象
である各時刻の遷移確率行列 Gt を生成した．

4.2 結果の評価

人工データに対し，3節で示した推定法を用いた結果を

示す．

まず，人工データで生成されたグラフ構造 {Gt}と推定さ
れた各時刻でのグラフ構造 {Ĝt}を比較した際の Accuracy

を図 3に示す．このとき，Accuracyは，各ノード間のエッ

ジの有無を評価し，

Accuracy =
TP + TN

TP + TN + FP + FN
(12)

により計算した．ここでは，データを生成し推定するまで

の全試行を 50回繰り返し得られた平均値と標準偏差を示

している．横軸には分布 πt の観測時刻 tを取り，縦軸に

は Accuracyを取った．この結果から，観測データの末端
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t = 0, t = 60に近いほど精度が落ち，中央部では精度が高

くなることがわかる．
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図 3 各時点でのグラフ構造の推定精度

Fig. 3 Accuracy of estimated graphs

次に，人工データで生成された遷移確率行列 {Gt}と，
推定された遷移確率行列 {Ĝt} について，t = 0, t = 19, t =

49, t = 60での遷移確率行列を図 4にそれぞれ図示する．

左に人工データで生成された遷移確率行列，右に推定された

遷移確率行列を描画した．色が濃い要素は数値が高く，薄

い部分は数値が低い．この図を見ると，図 3のプロットか

ら見て取れるのと同様に，観測データの末端 t = 0, t = 60

に近いほど精度が落ちているが，中間部では比較的良好な

推定ができている．

次に，推定された遷移確率行列 Ĝs の各要素をエッジの

存在確率として考え，エッジの有無に関して ROCカーブ

を描いたものを図 5，Precision-Recall curveを描いたもの

を図 6に示す．ノード数 nに対して，存在できるエッジの

数は n2であるが，グラフ構造の表現では n2に対して半数

以上にエッジが張られてしまうと過密なグラフ構造になっ

てしまう．そのため，自然なグラフ表現では n2 に対して

低い割合でしかエッジが存在しないものになる．今回生成

した人工データの構造でもこのことを考慮しており，エッ

ジが存在する部分とエッジが存在しない部分の割合はアン

バランスになっている．このことから，True Negativeを

評価に含める ROCカーブは比較的良い結果になっている．

一方で，Precision-Recall curveの結果からは，エッジをす

べて推定するのではなく，顕著な一部分のエッジを抽出す

ることを目的とする上では有効であることがわかる．ただ

し，Recallを高くしたとき，Precisionが大きく低下してし

まうことから，人工データで生成したすべてのエッジを推

定することは困難であることがわかる．

5. まとめ

本稿では，有限な資源を複数の関係者が奪い合うような
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図 4 人工データの遷移確率行列と推定された遷移確率行列

Fig. 4 True and estimated transition probability matrices

状況を想定し，各関係者が持つ資源の量の時間遷移を非斉

時マルコフ連鎖と捉えることで，動的な潜在構造を遷移確

率行列として推定する手法を提案した．

資源の量の時間遷移の時系列に対する疎らな観測は，そ

の時刻での遷移確率行列に固有の定常分布に収束している

と仮定し，この定常分布を構造の制約条件として用いた．

また，構造変化の動態として，変化は緩やかであるという

仮定を与え，これを制約として加えた．これらの制約の元

で，線形計画法による最小化問題を解くことで，定常分布

の時間遷移から各時点での遷移確率行列を推定する手法を

示した．

人工データを用いた実験では，観測時間の末端部分にな

い遷移確率行列の推定は比較的精度が高いことを示した．

また，グラフ構造として潜在構造を抽出する上では，構造
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図 5 有向グラフ G の推定における ROC カーブ

Fig. 5 ROC curve in estimating directed graph G

図 6 有向グラフ G の推定における Precision-Recall カーブ

Fig. 6 Precision-Recall curve in estimating directed graph G

の上で比較的顕著なエッジは精度よく抽出できていること

を示した．

今後の課題として，制約やデータの利用方法の変更など

によって精度を向上させることや，遷移確率行列 Gから，

その背後にある有向グラフ G を精度よく推定する手法の開
発などが挙げられる．また，観測データにノイズが加わっ

た場合の推定精度を向上させることも課題である．
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