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あらまし 拡大体GF(pn)上の離散対数問題の困難性は，ペアリング暗号の安全性基盤の一つであ
る．数体篩法は拡大体GF(pn)上の離散対数問題に対する現在最速の解法であるが，3次元以上の
領域における網羅的かつ効率的な格子点計算が課題であった．これに対して著者らはCSS2013に
おいて 3次元の領域における格子点計算法を提案した．また，ある条件を満たす格子に対し，上
記の 3次元格子点計算法を用いると網羅的に格子点を計算できることを実験により確かめた．本
稿では，ある条件を満たす格子に対して 3次元格子点計算法を用いれば，領域内の全ての格子点
を効率的に計算可能であることを示す．
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Abstract The security of pairing-based cryptosystem is based on the hardness to solve the dis-

crete logarithm problem over an extension field GF(pn). In CSS2013, we proposed an algorithm

that enumerate lattice points of dimension three using bases which satisfy some conditions. Ad-

ditionally, we confirmed that the algorithm can exhaustively enumerate the lattice points by an

experiment. In this paper, we prove that the enumeration algorithm computes all lattice points

in 3-dimensional region when the bases satisfy the proposed conditions.

1 はじめに

クラウドコンピューティングなどが広く利用
され始めている現在において，情報の秘匿はま

すます重要な技術となっている．次世代公開鍵
暗号であるペアリング暗号は IDベース暗号や
関数型暗号など利便性の高い暗号システムの実
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現が可能であるとして注目されている実用化段
階の公開鍵暗号である．ペアリング暗号の安全
性は拡大体GF(pn)上の離散対数問題を安全性
の基礎としている．例として，MNT曲線 [11]

を用いた Tate pairingや BN曲線 [1]を用いた
Optimal ate pairing [13]が挙げられ，それぞれ
GF(p6)，GF(p12)上の離散対数問題を安全性の
基盤としている．
標数 pが大きい拡大体GF(pn)上の離散対数

問題に対して，pn →∞とした場合漸近的に現
時点で最速な解法は数体篩法 (JLSV06-NFS)[4]

である．JLSV06-NFSはCRYPTO2006におい
て Jouxらによって素体GF(p)上の離散対数問
題に対する数体篩法 [3] の拡張として提案され
た．数体篩法には関係探索と呼ばれるステップ
が存在するが，500ビットを超えるような大規
模な素体 GF(p)に対する数体篩法では，関係
探索ステップの実装手法として格子篩 [12]を用
いることが主流である．この格子篩では，ある
基底が与えられ 2次元領域内に含まれる全ての
格子点の計算を行うが，最小基底を用いた格子
点計算法では大きなメモリ領域と複雑な計算を
行う必要があった．これに対して Frankeらは，
特殊な基底を用いることで少ないメモリ領域と
演算で 2次元領域内の格子点の計算を行う手法
(Franke-Kleinjung法)を提案した [2, 5]．
一方で，拡大体GF(pn)に対する数体篩法で

ある JLSV06-NFSの格子篩では，3次元以上の
領域内に含まれる格子点の計算を行う場合があ
る．実際に [8, 9]では 7次元の領域を用いてい
る．文献 [8, 9]では最小基底を用いた格子篩で
あるため，広大なメモリ領域を使用していたが，
従来の Franke-Kleinjung法の 3 次元以上の領
域への適用方法は知られていなかった．そこで
早坂らはFranke-Kleinjung法を拡張した 3次元
Franke-Kleinjung法を提案した [7]．文献 [7]で
は，Franke-Kleinjung法において格子点計算に
用いる基底が持つ条件を拡張し，3次元領域で
の基底の条件とそれら条件を満たす基底を用い
た格子点計算法を提案した．また，拡張した条
件を満たすような基底がどれほど存在するか実
験を行った．この結果，約 60%の確率で条件を
満たすような基底を生成することができ，条件

を満たすような基底を用いた場合は，ほぼ全て
の格子点を計算することに成功した．ただし，
理論的な証明は無かった．
本稿では，[7]において提案した条件を満たす
基底を用いて格子点計算を行った場合，領域内
の全ての格子点が計算できることを証明する．
始めに，条件を満たした基底の向きや距離につ
いて証明を行う．次に，条件を満たした基底と
領域に含まれる格子点に対して順序を定義し，
基底を加算することにより逐次的に格子点を計
算できることを示す．

2 拡大体GF(pn)上の数体篩法

(JLSV06-NFS)での格子篩

本節では，JLSV06-NFS[4]における格子篩 [7]

について説明する．JLSV06-NFSは Jouxらに
よってCRYPTO2006において提案された拡大
体GF(pn)上の離散対数問題に対する解法であ
り，拡大体の標数 p が拡大次数 n に比べて大
きい場合に現時点で最も効率的な解法である．
JLSV06-NFSは多項式選択，関係探索，線形代
数，個別離散対数計算の 4つのステップを順に
実行する．

2.1 関係探索

始めの多項式選択では，次の条件を満たす
ような異なる 2 つの代数体を定義する多項式
f1, f2 ∈ Z[X]\{0}を選択する．deg f1 = n，f1

はGF(p)上既約，f1 | f2 (mod p)．
次に実行される関係探索では，整数 t ≥ 1に
対して以降で述べる条件を満たすような t + 1

次元ベクトル a = (a0, a1, . . . , at)
Tを多く収集

する．多項式選択において選択された 2つの多
項式 f1, f2と，ベクトル aを収集する領域の次
元 t + 1，smoothness bound B1, B2 ∈ R>0 に
対して，factor base B1,B2を

Bi = {(q, g) | q: prime, q ≤ Bi,

g: irreducible monic factor of fi

in GF(q)[X],deg g ≤ t}
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図 1: 2次元 Franke-Kleinjung法による格子点計算例

とする．ただし，i = 1, 2である．また，ベク
トル aと多項式 fi (i = 1, 2)に対してノルム
を Ni (a) = |Res(

∑t
j=0 ajX

j , fi(X))| とする．
ただし，f, g ∈ Z[X]に対する Res(f, g)は f, g

の終結式を表している．関係探索では，2つの
多項式 f1, f2に対して以下を満たすようなベク
トル a を ]B1 + ]B2 + n 個以上収集する．(i)

N1 (a)がB1-smooth, (ii) N2 (a)がB2-smooth,

(iii)
∑t

j=0 ajX
j が Z[X]上で既約．ここで，整

数 z > 0がB-smoothとは zの最大の素因数が
B以下であることである．本稿では上記を満た
すような aを hit tuple と呼ぶ．

2.2 格子篩

2.1節の関係探索では，hit tupleを収集するた
めに両方の i = 1, 2に対してNi (a)がBi-smooth

であるようなaを探索する．このためにJLSV06-

NFSでは hit tupleを探索する領域内において，
Bi以下の全ての素数 qに対して q | Ni (a)であ
るようなaを計算する．ここで，q = (q, g) ∈ Bi
に対して q | a ⇔ g |

∑t
j=0 ajX

j (mod q) ⇒
q | Ni (a) であることを利用すると，q | aであ
るような aを生成する基底を用いることで，試
し割をすることなく q | Ni (a)であるような a

を計算できる．これを篩と呼ぶ．格子篩では，
ある q ∈ Bi (special-q) に対して q | aであるよ
うな aの格子上で更に篩を行う．q ∈ Biに対し
て q | aであるような aを生成する基底を列ベ
クトルとする t+1型正方行列をMqとする．ま
た，Mqの基底の係数 c ∈ Zt+1の空間Zt+1を c-

空間と呼ぶ．ここで，r ∈ B1∪B2に対して r | a

であるような cもまた c-空間上で格子になって
おり，その基底を列ベクトルとする t + 1型正
方行列をMq,r とする．格子篩では I, J ∈ Z>0

(ただし Iは偶数)に対して c-空間上において篩
領域

H = {(c0, c1, . . . , ct)T ∈ Zt+1 |
−I/2 ≤ ci < I/2 (0 ≤ i ≤ t− 1),

0 ≤ ct < J}

を定め，Hに含まれるMq,r が生成する格子点
を計算する．

2.3 Franke-Kleinjung法

HとMq,rに対して，Hに含まれるMq,rの格
子点の効率的な計算方法として，t = 1すなわち
2次元篩領域では Franke-Kleinjung法 [5]が知
られている．Franke-Kleinjung法では，特殊な
形の基底を用いることで効率的に篩領域内に含
まれる格子点を計算できる．また，格子点のう
ち第 2成分に関して単調性をもっており，格子
篩における必要なメモリ領域の大幅な削減に影
響を与えた．Franke-Kleinjung法の例を図 1に
示す．Franke-Kleinjung法は以下の利点を持っ
ている．

• 2つの基底の加算によって，領域内の格子
点を逐次的に全て計算できる．

• 計算される格子点の第 2成分が単調増加で
ある．
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これに対して，t = 2すなわち 3次元篩領域で
はFranke-Kleinjung法を拡張した格子点計算法
が提案された [7]．次節からこの 3次元 Franke-

Kleinjung法について説明を行う．

2.4 3次元Franke-Kleinjung法

本節では，3次元 Franke-Kleinjung法 [7]の
概要について述べる．
文献 [7]では，c-空間上の基底を列ベクトルと

する 3次元正方行列Mq,r及びHを定義する閾
値 I, J に対して，Mq,rを基底変換しMFK

q,r を生
成するアルゴリズムと，MFK

q,r が満たすべき条
件，条件を満たした場合Hに含まれるMq,rの
格子点を計算できるアルゴリズムを提案した．
基底 u,v,w ∈ Z3をそれぞれMFK

q,r の列ベク
トルとし，整数 I, J はHを定義する閾値とす
る．また，基底 u,vは式 (1)を満たす列ベクト
ルのうち，第 1成分がより大きい列ベクトルを
u，もう一方を vとし，残りの列ベクトルをw

とする．このとき，u,v,wが以下の条件

• A1: ∀x = (x0, x1, x2)
T ∈ {u,v,w}，

|x0| < I かつ |x1| < I

• A2: 任意の x,y ∈ {u,v,w},x 6= y

に対して |x0− y0| ≥ Iまたは |x1− y1| ≥ I

• A3: x = iu + jv −w (i, j ∈ Z>0)とした
とき，|x0| < I かつ |x1| < I を満たすよう
な i, jが存在しない

• A4: u2 ≥ 0かつ v2 ≥ 0かつ w2 ≥ 0

を満たす場合，Algorithm 1に示す格子点計算
法によりHに含まれるMq,rの格子点を計算す
る．また，u,v,wを用いた格子点計算アルゴリ
ズムをAlgorithm 1に示す．そして，上記条件
を満たすような基底を用いてAlgorithm 1を繰
り返し実行することにより，2.3節と同様に以下
の利点を備えた格子点計算を行うことが出来る．

• 3つの基底の加算によって，領域内の格子
点を逐次的に全て計算できる．

• 計算される格子点の第 3成分が単調非減少
である．

Algorithm 1 : NEXTFK3(H,u,v,w,p(i))

Input: 篩領域 H の閾値 I, 格子点 p(i) =

(p
(i)
0 , p

(i)
1 , p

(i)
2 )T ∈ H, 2.4 節の基底 u,v,w，

s, s̄ ∈ {0, 1} s.t. wsus ≥ 0, s 6= s̄,

Output: p(i+1) = (p
(i+1)
0 , p

(i+1)
1 , p

(i+1)
2 )T ∈ H

1: q← p(i) /* (q0, q1, q2)← (p
(i)
0 , p

(i)
1 , p

(i)
2 ) */

2: while true do
3: r← q
4: if −I ≤ qs̄ + us̄ < I then
5: q← q+ u
6: else if −I ≤ qs̄ + ws̄ < I then
7: q← q+w
8: else
9: q← q+ u+w

10: if ws > 0 then
11: if qs < −I then continue
12: else if qs < I then return q
13: else
14: if qs ≥ I then continue
15: else if qs ≥ −I then return q
16: q← r+ v
17: repeat q← q+ u until −I ≤ qs̄ < I
18: if −I ≤ qs < I then return q

そして実際に，約 60%の基底に対して条件を
満たすような基底が生成でき，ほぼ全ての格子
点を計算できることを実験により確かめた．ま
た，条件を満たさないような基底に関しても約
70%の格子点を計算することができた．しかし
一方で，条件を満たした基底を用いて格子点計
算を行うことで Hに含まれる全ての格子点を
計算できるという理論的証明はなされていなか
った．

3 3次元Franke-Kleinjung法の

網羅的巡回性の証明

本節では，2.4節の条件を基底u,v,wを用い
ることで 2.4節の 2つの利点を備えた格子点計
算ができることを証明する．

3.1 基底 u,v,wの方向や距離の証明

2.4節の条件A1及びA2から以下の定理が成
り立つ．
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定理 3.1 3 つの基底 u = (u0, u1, u2)
T, v =

(v0, v1, v2)
T, w = (w0, w1, w2)

T は 2.4節の条
件 A1及び A2を満たすとする．このとき，次
を満たすような u,v,wの並べ替え x,y, zが存
在する．

(x0y0 ≤ 0)∧(x1y1 ≤ 0)

∧(x0y0 + x1y1 6= 0)
(1)

であること．また，

((zsxs < 0)∧(zs̄xs̄ ≥ 0))

∧((zsys ≥ 0) ∧ (zs̄ys̄ < 0)),
(2)

(|zs − xs| ≥ I) ∧ (|zs̄ − ys̄| ≥ I) (3)

であるような s, s̄ ∈ {0, 1}, s 6= s̄が存在する
こと．

証明 3.1 始めに，基底u,v,wのうち，(x0y0 >
0) ∧ (x1y1 > 0)を満たす x,y ∈ {u,v,w}が存
在すると仮定する．このとき，条件 A2を満た
すためには x0, x1, y0, y1のいずれかが I 以上で
ある必要がある．これは条件 A1に矛盾するた
め，任意の x,y ∈ {u,v,w} (x 6= y)に対して

(x0y0 < 0) ∨ (x1y1 < 0) (4)

である．
式 (4)より，ある x,y ∈ {u,v,w} (x 6= y)，

s, s̄ ∈ {0, 1} (s 6= s̄)が存在して xsys < 0で
ある．ここで，xs̄ys̄ ≤ 0のとき式 (1)を満た
す．では以降では xs̄ys̄ > 0 の場合を考える．
z ∈ {u,v,w}を xでも yでもない列ベクトル
とする．始めに yszs = 0の場合，xsys < 0で
あるから xszs = yszs = 0 である．よって式
(4)より (xs̄zs̄ < 0) ∧ (ys̄zs̄ < 0)である．次に
yszs < 0の場合，xsys < 0であるから xszs > 0

である．よって式 (4)よりxs̄zs̄ < 0であるから，
xs̄ys̄ > 0より ys̄zs̄ ≤ 0である．最後に yszs > 0

の場合，xsys < 0 であるから xszs < 0 であ
る．また，式 (4)より ys̄zs̄ < 0である．よって
xs̄ys̄ > 0より xs̄zs̄ ≤ 0である．以上より，ど
の場合でも (x0y0 ≤ 0)∧ (x1y1 ≤ 0)を満たすよ
うなx,yが存在する．このことに加え，x0y0と
x1y1もまた条件 A1及び A2に対して矛盾が生

じるため同時に 0にならない．したがって，式
(1)を満たすような x,yが存在することが証明
された．
次に，式 (1)を満たすような x,yではない z

に対して，式 (4)よりある sが存在して zs̄xs̄ < 0

である．このとき式 (1)のxsys ≤ 0より，zsys ≥
0である．よって式 (4)より zs̄ys̄ < 0であるか
ら，xs̄ys̄ ≤ 0より zs̄xs̄ ≥ 0である．これにより
式 (2)が証明された．さらに，式 (2)より z,x

の第 1成分あるいは第 2成分のうち，2.4節の条
件 A2を満たすことができるのは異符号の関係
にある zs, xsだけである．よって |zs − xs| ≥ I

である．また z,yの場合も同様であるため，こ
れにより式 (3)が証明された．�

本稿では，式 (1)を満たすような列ベクトルの
うち，第 1成分がより大きい列ベクトルを u，
もう一方を vとし，残りの列ベクトルを wと
する．

3.2 基底 u,v,wの方向や距離の証明

次に，2.4節の条件A1，A2，A3を満たすよ
うな基底 u,v,wは，定理 3.2の条件B1を満た
すことを示す．

定理 3.2 3 つの基底 u = (u0, u1, u2)
T, v =

(v0, v1, v2)
T, w = (w0, w1, w2)

T は 2.4節の条
件A1，A2，A3を満たすとする．このとき，次
を条件を満たす．

B1. i, j, k ∈ Zに対して，|iu0 + jv0 + kw0| < I

かつ |iu1 + jv1 + kw1| < I であるとき，
i, j, k ≥ 0あるいは i, j, k ≤ 0である．

証明 3.2 基底 u,v,wは条件 A1及び A2を満
たすため，定理 3.1より u,vは式 (1)を，wは
式 (2)及び式 (3)を満たす．
条件B1の待遇を証明する．始めに，i, j, kの
うち 1 つが 0 である場合について述べる．式
(4)から ∃s ∈ {0, 1} s.t. usvs < 0である．k =

0, i < 0, j > 0 及び k = 0, i > 0, j < 0 の
とき，iusと jvsは同符号であるため，条件A2

から，|ius + jvs| = |ius| + |jvs| ≥ I である．
j = 0, i = 0の場合も同様に証明できる．
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次に，i, j, kがいずれも 0でない場合につい
て述べる．まず i < 0, j > 0, k > 0の場合，式
(2)から ∃s ∈ {0, 1} s.t. usws < 0であり，式
(1)から usvs ≤ 0である．このとき，i < 0, j >

0, k > 0から ius, kwsは同符号であり，ius, jvs

は vs = 0あるいは同符号である．よって条件A2

から，|ius+jvs+kws| = |ius|+|jvs|+|kws| ≥ I

である．i > 0, j < 0, k < 0の場合も同様であ
る．また，i > 0, j < 0, k > 0及び i < 0, j >

0, k < 0の場合も同様の手法で証明できる．最後
に，i > 0, j > 0, k < 0の場合について述べる．
条件A3から，任意の i, j ∈ Z>0に対して∃s s.t.

|ius+jvs−ws| ≥ Iである．まずw0, w1 < 0とす
ると，式 (2)より u0 > 0, u1 ≤ 0, v0 ≤ 0, v1 > 0

であり，また条件 A1より u1, v0 > −I である．
よって iu0 + jv0 − w0 > −I かつ iu1 + jv1 −
w1 > −I である．このことから w0, w1 < 0と
すると，∃s s.t. ius + jvs − ws ≥ I である
ことがわかる．したがって k ∈ Z<0 に対して，
∃s s.t. ius + jvs + kws ≥ I であり，条件 B1

の対偶を満たす．同様の手法で w0, w1 > 0や
w0 < 0∧w1 > 0，w0 > 0 ∧w1 < 0の場合も証
明できる．以上により，条件 B1の対偶を証明
した．�

3.3 網羅的巡回性の証明

本節では，2.4節の条件A2及びA3を満たす
場合，網羅的な格子点計算が可能であることを
示す．以降では，基底 u,v,wの格子点に対し
て以下のような二項関係を定義する．

定義 3.1 p,q ∈ Z3を基底 u,v,w ∈ Z3の格子
点とする．よって p − q = iu + jv + kwとな
る i, j, k ∈ Zが存在する．このとき，q � p⇔
i, j, k ≥ 0

上記の定義を用いて以下の定理の証明する．

定理 3.3 I, Jを領域の閾値とする篩領域Hと，
3つの基底 u = (u0, u1, u2)

T, v = (v0, v1, v2)
T,

w = (w0, w1, w2)
T に対して定理 3.2の条件B1

を満たすとき，u,v,wを加算することによりH
に含まれる u,v,wの全ての格子点を逐次的に
計算できるような始点 p(0) ∈ Hが存在する．

証明 3.3 篩領域 Hに含まれる u,v,w の全て
の格子点の集合を S とする．このとき，任意
の格子点 p,q ∈ S に対して，pと qは u,v,w

の格子点であるため，ある i, j, k ∈ Zが存在し
て p − q = iu + jv + kw と表すことが出来
る．また，p及び qはHに含まれているため，
pと qの第 1成分と第 2成分の距離は Iよりも
小さい．すなわち，|iu0 + jv0 + kw0| < I かつ
|iu1 + jv1 + kw1| < I である．よって上記の条
件 B1より，任意の p,q ∈ S に対する i, j, kは
i, j, k ≥ 0あるいは i, j, k ≤ 0を満たす．
以上から，(S,�)は全順序集合となる．よっ
て，Sに対してp(n) � p(n+1)を満たすようなS

の要素の列 (p(n)), n = 1, 2, . . . , ]S が唯一存在
し，格子点 p(0)に繰り返し u,v,wを加算する
ことで篩領域Hに含まれる全ての格子点 (p(n))

を順に計算できる．�

2.4節の条件A4から，u,v,wの加算によって
計算される格子点p(n)の第 3成分 p

(n)
2 は減少す

ることはない．よって，p
(n)
2 が J 以上であると

き格子点計算を終了する．また，格子点計算を
行うためには始点となる p(0) が必要であるが，
u2, v2, w2 > 0であるときは p(0) = (0, 0, 0)Tで
ある．なぜならば，u2, v2, w2 > 0である場合，
(0, 0, 0)Tからどの基底を減算しても p2 < 0と
なりHに含まれないためである．
一方で，u2, v2, w2に0が存在する場合，p(0) ≺

(0, 0, 0)T となるような p(0) が存在する可能性
がある．しかし，そのような p(0)が存在した場
合，−p(0)は (0, 0, 0)Tを始点とした格子点計算
によって計算されるため，hit tupleとしては重
複となる．よって，2.4節の条件A4の場合でも
p(0) = (0, 0, 0)Tとして格子点計算を行う．ただ
し，u,v,wの第 1成分あるいは第 2成分が Iの
約数の場合，−p(0) 6∈ Hかつ p(0) ∈ Hとなる
p(0)が存在する場合があるため，例外として計
算する必要がある．
以上により，2.4節の条件A1，A2，A3，A4

を満たすような基底を用いて，Algorithm 1に
示す格子点計算を行うことにより，2.4節の 2つ
の利点を備えた格子点計算を行うことができる．

－140－



4 基底の具体例

本節では，2.4節の条件を満たす基底の具体
例を記す．以降の基底変換や格子点生成は，OS

が Linux OS (64ビット)，プログラミング言語
が C++，コンパイラが g++ 4.7.2である PC

にて行った．
拡大体として，標数 p = 1081034284409と

40ビットの素数とし，拡大次数 n = 6とした．
このとき拡大体の位数は 240ビットとなる．

p6 = 15960144001970777403060723996771756 \
92025917352715453344036177063352145041

多項式選択で選択される 2つの多項式は

f1(X) = x6 − 2x5 + x3 − x+ 2,

f2(X) = x6 − 2x5 + x3 − x+ 1081034284411.

を使用した．また，c-空間の篩領域Hの閾値は
I = 256, J = 128とした．
始めに，基底 u,v,wの第 3成分が全て 0よ

り大きい場合について述べる．special-qとして
q = (6532291, X+1470092)，r = (751691, X+

268635)とした．このとき，MFK
q,r は，

MFK
q,r =

 230 −6 −35
−192 235 −42
27 19 4

 .

であった．この基底は 2.4節の 4つの条件を満た
しており， Algorithm 1を用いて網羅的かつ単
調非減少な格子点計算を行うことができる．以
下は計算される格子点を順に記したものである．

#1:(0, 0, 0)

step 7: q + w = (-35, -42, 4)

#2:(-35, -42, 4)

step 7: q + w = (-70, -84, 8)

#3:(-70, -84, 8)

step 7: q + w = (-105, -126, 12)

#4:(-105, -126, 12)

step 5: q + u = (125, -318, 39)

step 7: q + w = (-140, -168, 16)

step 9: q + u + w = (90, -360, 43)

step 16: q + v = (-111, 109, 31)

#5:(-111, 109, 31)

step 5: q + u = (119, -83, 58)

#6:(119, -83, 58)

...

#13:(-97, -100, 101)

次に，u,v,wの第 3成分に 0が存在する場合
について述べる．例としては以下のようなMFK

q,r

である．

MFK
q,r =

 64 −205 −202
−39 247 −240
0 1 1

 .

列ベクトル u = (64,−39, 0)T に注目すると，
u ∈ H である一方で −u ∈ H でもある．し
かし，uと−uは定数倍の関係であり，格子篩
としては一方は重複な hit tupleとなる．よって
−uは無視して問題ないため，格子点計算を行
う始点は p(0) = (0, 0, 0)Tとしてよい．ただし，
第 3成分が 0で第 2成分あるいは第 1成分のう
ちより大きい成分が I/2を割り切りかつ正の場
合は注意が必要である．具体的には，次のよう
な場合である．

MFK
q,r =

 128 −148 −227
−115 180 −241
0 1 2

 .

この例では，u = (128,−115, 0)T はHに含ま
れないが，−u = (−120, 115, 0)T は Hに含ま
れるため，例外な格子点として出力する必要が
ある．

5 まとめ

本稿では，3次元Franke-Kleinjung法におけ
る条件を満たした基底を用いた場合，3次元領
域内の全ての格子点が計算できることを証明し
た．始めに，条件を満たした基底の向きや距離
について証明を行った．次に条件を満たした基
底と領域に含まれる格子点に対して順序を定義
した．最後に基底を加算することにより逐次的
に格子点を計算できること，領域の 1つの次元
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に対して単調非減少な格子点計算ができること
を示した．
今後は，3次元Franke-Kleinjung法により網

羅的に格子点計算が行える基底はどれほど存在
するのかについて理論的側面から明らかにする
ことである．また，3次元 Franke-Kleinjung法
により網羅的に格子点計算が行えない基底に特
化した格子点計算法を提案することである．
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