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1 序論

本研究では, 未知数の数, 方程式の数, 解の次元, 係数

の整数部・虚部絶対値の最大値, 同次・非同次, 式変形の

ステップ数の最大値, 解答速度が指定されたときに, 条

件を満たす連立方程式の問題と, 解に至る計算過程を含

む模範解答を自動生成し, また標準解答時間の見積もり

も出力するシステムを開発した.

先行研究である橋本 [3] のプログラム「連立方程式の

自動生成」では, 乱数によって生成した係数行列の要素

の絶対値の最大値と, その係数行列の行列式の値の絶対

値を指定された値以下とすることで計算量を制御してい

た. しかし, 係数行列の要素の値及び, その行列式の値の

制限を行うだけでは計算過程の係数が制御できず, また,

解に辿り着くまでのステップ数も制御されない. それゆ

えに, 解答時間の計測は問題作成者が実際に生成した問

題を手で解いて行う必要が生じ, 計算量のコントロール

を自動的に行うという目的が達成されているとは言えな

い. また, 解の次元の入力は行わせるが, 生成する問題で

はそれをほとんど無視している, 模範解答は解のみが表

示され, 計算過程が示されていないという問題点もあっ

た.そこで, 先行研究の改良として

1. 計算過程での係数の制御

2. 標準解答時間の定義

3. 解の次元の反映

4. 計算過程を含む模範解答の生成

を行う. また, Web ブラウザ上の GUI インターフェー

スを作成し, ユーザの利便性を高める. システム全体の

最終的な完成図は図 1のようになっている.

本研究の手法は, 線形代数の他の題材や, 代数, 解析な

どの他の分野にも適用可能である. GUIを利用すること

によって, システムの基幹部分と UI を分離して操作ミ

Automatic Generation of Problems in Linear Algebra and

Sample Solutions with a Specified Computational Com-

plexity

Yuki Mori

Faculty of Computer and Information Sciences, Hosei

University

図 1 システムの BigPicture

スによる事故を防ぎ, 併せてユーザの利便性を高めたが,

本論文では, 基幹部分の説明に焦点を絞る.

2 計算量の制御された問題の生成

数学の問題を解く上で, 計算過程に出現する有理数演

算の高さ (分子および分母, または虚部の整数絶対値の

最大値)は計算量と大きく関係がある. 橋本 [3]は, 生成

する連立方程式の係数の大きさを制限することで計算量

を制御していたが, 計算過程で出現する数値も考慮する

必要がある. よって今回, 問題を生成するにあたって, 計

算過程で出現する数値の制限に「行逆変形」という独自

の手法を用いた. 行基本変形は拡大係数行列の係数行列

部を被約階段行列に変形し, 複雑な係数行列を単純化し

解を求める操作であるが, 「行逆変形」はその逆の操作

で, 入力パラメータの条件を満たす解をあらかじめ生成

しておき, その解を基本変形の逆操作で複雑にし 問題を

生成する. また, 逆変形の操作の過程で計算量を制御す

ることで, 生成された問題を行基本変形によって実際に

解く際も計算量が制御される. 拡大係数行列を S とし,

その p行 q 列の要素を Spq と表記する. Spq に Siq の k

倍を加える逆変形を行った場合, 新しい方程式が現れる.

k = a(aは整数)について, 逆変形後に現れるその方程式

の係数の絶対値は, 整数係数の絶対最大値が Nmax で与

えられたとき式 (1)のように制限した.

|Siq + k × Siq| ≤ Nmax (1)
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k について解くと式 (2) となり, 列ごとにおける k が取

りうる範囲の共通部分の範囲で乱数を生成し逆変形を行

う. つまり, 係数の大きさが指定された数値を超えない

範囲で, Spq に k 倍した Siq を加える操作である. 0 は

何倍して加えても変形前の値と変わらないため, Siq = 0

のとき絶対最大値は (2×Nmax + 1)で与えた.
−Nmax − Spq

Siq
≤ k ≤

Nmax − Spq

Siq
(Siq ̸= 0)

−(2×Nmax + 1) ≤ k ≤ (2×Nmax + 1) (Siq = 0)

(2)

また, k = a+ bi(a, bは共に整数)のとき, Spq = x+ yi,

Siq = v + wi とすると, 虚部の絶対最大値が Imax と与

えられたとき, 式 (3) のように整数部・虚部について制

御を行う.
|x+ av − bw| ≤ Nmax (Real part)

|y + bv + aw| ≤ Imax (Imaginary part)

(3)

3 計算量の時間変換

一般的に, 連立方程式の計算量は未知数の数の 3乗に

比例するが, 解の構造やステップ数, 有理数演算の高さ

(分子と分母の絶対値の最大値)による計算の複雑さも考

慮したい. 「行逆変形」によって計算過程での値の制限

を行ったことで, 計算過程で現れる有理数の絶対値の期

待値は (Nmax + Imax)/2であり, またその桁数の期待値

を d桁とおく. 行基本変形自体の計算量は未知数の数 n,

数値の桁数 d, 式変形のステップ数 s がそれぞれ既知の

とき, 数字の乗除加減算に分解できる. 数値の桁数を d

とすると乗算の計算量は O(d2) で, 加減算は O(d) であ

る. また除算は乗算と加減算の組み合わせの繰り返しで

あり, 発生する除算は逆変形の特性上すべて整除可能な

ため, 繰り返しは高々 d 回で O((d2 + d) × d) = O(d3)

である.

行基本変形の計算には乗算と加減算 (Spq + k × Siq の

計算), 除算 (k を求める計算) の 2 つがあり, それぞれ

を合わせ計算時間 F は式 (4) のように定めた. 式 (f1)

に示すように乗算と加減算は列要素の個数 (n + 1)とス

テップ数 s に比例する. 式 (f2) に示すように除算はス

テップ数 sに比例する.

F(n,s,d)
.
=


(n+ 1) · s× (2d2 + d) ...(f1)

+

s× (2d2 + d) · d ...(f2)

(4)

また, 未知数の数や解の構造によって解答の記述時間が

決まる. 解答として記述する項目は計算過程の拡大係数

行列, 式変形の説明, 最終的な解の 3 つであり, それぞ

れを合わせ解答の記述時間 G を式 (5) のように定めた.

方程式の数を m, 解の次元を Dsol とすると, 式 (g1) に

示すように計算過程の記述時間は拡大係数行列の列数

(n + 1), 行数 m, ステップ数 sに比例する. また式 (g2)

に示すように式変形の説明の記述時間はステップ数 sに

比例する. 式 (g3)に示すように最終的な解の記述時間は

(2 +Dsol)と未知数の数 nに比例する.

G(n,m,s,d,Dsol)
.
=



(n+ 1) ·m · s× d ...(g1)

+

s× (10 + d) ...(g2)

+

(2 +Dsol) · n× d ...(g3)

(5)

(4) 計算時間, (5) 記述時間を合わせ, d 桁の数字を加

減算または記述する時間 t(秒) を掛けて標準解答時間

T (n,m, s, d,Dsol, t)として式 (6)と定義する.

T(n,m,s,d,Dsol,t)
= (F +G)× t(秒) (6)

4 結論

本研究では, 数式処理システムを利用して, 橋本 [3] の

プログラム「連立方程式の自動生成」の大幅な改良を行

い, システム全体を再構築した. 計算量のコントロール

として, 計算過程の有理数演算の高さの制御を行い, 式

変形に要するステップ数と解の構造から標準解答時間を

設定した. Webを利用することでより多くの人にシステ

ムを提供することができ, ブラウザ上の GUI インター

フェースで入出力を行うことで, いっそう問題作成者の

手間を省くことができる.

今回, 問題の自動生成に「行逆変形」という独自の手

法を用いたが,解の構造から計算過程の逆を辿り, 問題を

生成するこの考えは, 連立方程式のみならず他多くの代

数学や解析学の題材の問題の自動生成に応用できる.
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