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1 はじめに

GMRES法は，大規模で疎な非対称行列を係数

に持つ連立 1次方程式の解法の 1つである．この

解法の収束を向上させる方法に，行列の前処理が

有効である．不完全 LU分解を前処理とする場合，

fill-inの棄却方法によって，GMRES法の収束に

大きな違いが生まれる．即ち，柔軟な ILU分解は，

分解後の下三角行列の各列および上三角行列の各

行の最大非ゼロ要素数を，計算中の各列や各行の

ノルムや対格要素に応じて最大非ゼロ要素数を制

御する手法である．本発表では，柔軟な不完全LU

分解に対して，fill-inの棄却方法を制御するパラ

メータの選択方法を提案し，その有効性を示す．

最初に ILU分解について述べ，Crout版の ILU

分解 [2]について考察する．次に，Flexible ILU分

解を提案し，数値実験の結果について述べ，最後

に，Flexibleな ILU分解の有効性を示す．

2 不完全LU分解

最初に，LU分解について簡単に述べる．LU分

解は，n× nの行列Aを，下三角行列 Lと上三角

行列行列 U の積に分解するものである．LU分解

を行うと，分解後の行列において，元の行列Aで

要素が 0であった所に，非ゼロ要素が入ることが

ある．これを fill-inが起こるという．通常 fill-inが

起こることで，行列Lが密行列となることがある．

これを避けるために，LU分解に fill-inの棄却に

ついての条件を加えた ILU分解が行列の前処理と

して利用される．ILU分解は，行列Aを

A = LU +R

と分解することになる．ただし，RはAと ILU分

解の差を表す誤差行列である．

2.1 Crout版の ILU分解

次に，Crout版の ILU分解 (ILUC分解)のアル

ゴリズムについて述べる．

［ILUC分解］

1. For k = 1 : n Do :

2. Initialize row z:

z1:k−1 = 0, zk:n = ak,k:n

3. For {i | 1 ≤ i ≤ k − 1 and lki ̸= 0} Do :

4. zk:n = zk:n − lki ∗ ui,k:n
5. EndDo

6. Initialize column w:

w1:k = 0, wk+1:n = ak+1:n,k

7. For {i | 1 ≤ i ≤ k − 1 and uik ̸= 0} Do :

8. wk+1:n = zk+1:n − uik ∗ lk+1:n,i

9. EndDo

10. Apply a dropping rule to row z

11. Apply a dropping rule to column w

12. uk,: = z

13. l:,k = w/uk,k, lkk = 1

14. wi = 0 when |wi| < τj

15.EndDo

line 10と 11での fill-inの棄却は，以下の 2種類

の方法で行われるとする．

1. |uij | ≤ τf ∗ ∥z∥ ⇒ uij = 0

または |lij | ≤ τf ∗ ∥w∥ ⇒ lij = 0

2. 計算中の各行または各列の各要素の絶対値を

取り，値の大きなものから p個を残して棄却

する

3 Flexibleな ILU分解

3.1 norm Flexible ILU分解

ILUC分解では，各行または各列の最大非ゼロ

要素数を指定するパラメータ pの値は一定である．

Zhangら [3]は，不完全コレスキー分解において，

パラメータ pの値を，下三角行列Lの計算済みの

列のノルムを用いて，変更する手法を提案してい

る．このアイディアを基に，新たに norm Flexible

ILU 分解 (n-Flexible ILU 分解) を提案する．n-

Flexible ILU分解では，次のように下三角行列 L
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の各列の最大非ゼロ要素数 qを決定する．

q =


max

(
pmin, p+

[
c log10

∥lj∥
gj

])
, (∥lj∥ < gj)

min
(
pmax, p+

[
c log10

∥lj∥
gj

])
, (∥lj∥ ≥ gj)

ただし，pは q の基準となるパラメータで，cは

qの変化の割合に関するパラメータである．また，

pmin，pmax もパラメータで，pmin ≤ q ≤ pmax を

満たす．さらに，次式が成立する．

gj =

(
j∑

k=1

∥lk∥2

)/
j,　 (j = 1, · · · , n).

上三角行列 U も同様にして求める．

3.2 非ゼロ要素数の比較

ILUC分解と n-Flexible ILU分解による下三角

行列をそれぞれL，L̃とする．この時，L，L̃の非

ゼロ要素数は，それぞれ次式のようになる．

nnz(L) ≈ np,

nnz(L̃) ≈ np+

n∑
j=1

[
c log10

∥lj∥
gj

]
.

ただし，次式が成立する．

n∑
j=1

[
c log10

∥lj∥
gj

]
< 0 ⇒ nnz(L) > nnz(L̃)

ここで，対数関数 f(x) = log10 xを考える．対

数関数の性質: (1) f ′(x)が単調減少，(2) f(1) = 0

より次の不等式が成立する．

log10(1 + d) + log10(1− d) < 0, (0 < d < 1)　

さらに，∥lj∥/gj が 1に関して対称な分布である

と仮定すると，
∑

[c log10 ∥lj∥/gj ] < 0 となり，

nnz(L) > nnz(L̃)が成立する．上三角行列 U に

ついても同様である．

3.3 diagonal Flexible ILU分解

diagonal Flexible ILU分解 (d-Flexible ILU分

解)では，の代わりに対角要素によって前処理行

列の最大要素数をコントロールする. すなわち，q

を以下のように定める.

q =


max

(
pmin, p+

[
c log10

|dj |
gj

])
, (∥dj∥ < gj)

min
(
pmax, p+

[
c log10

|dj |
gj

])
, (∥dj∥ ≥ gj)

表 1: Poisson3Dbに対する数値実験の比較

前処理 P-T I-T Total nz(LU)/nz

ILUC 3.460 2.510 5.970 4.449

n-Flexible 4.770 2.620 7.390 5.031

d-Flexible 3.330 2.520 5.850 4.352

ただし，次式が成立する．

gj =

(
j∑

k=1

|dk|

)/
j,　 (j = 1, · · · , n).

d-Flexible ILU分解では，ノルムの計算をする必

要がないので，ILU分解の計算量を減少させるこ

とができる.

4 数値実験

数値流体力学の問題から生じる行列Poisson3Db

に対して，ILUC分解，n-Flexible ILU分解，d-

Flexible ILU分解を行い，それぞれの分解の計算

時間，GMRES法の計算時間，合計の計算時間，

行列 Lと U の非ゼロ要素数を比較をした結果を

表 1に示した．ただし，パラメータは以下のよう

に設定した．p = 70，pmin = 0.8p，pmax = 1.2p，

c = 8．

5 おわりに

本発表では，Flexibleな ILU分解を提案し，そ

の有効性について考察した．今後の課題は，それ

ぞれのパラメータに対する考察，d-Flexible ILU

分解がより効果的な行列を探すことなどがあげら

れる.
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