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ネットワーク化したSznajdモデルにおける
価格形成シミュレーション

橋 本 康 弘† 小 倉 政 則†

陳　　　　　　† 大 橋 弘 忠†

イジングスピン系は，系を構成する要素の状態変数がわずか 2 つの値で記述されるきわめて単純
な系であり，生体や社会，経済といった複雑なシステムが持つ普遍的性質を抽出するために頻繁に利
用される数理モデルである．その中に，実際の市場の統計的振舞いをよく再現する Sznajd モデル
がある．本研究では，Sznajd モデルの価格形成ダイナミクスをより詳細に検討するために，従来の
“outward”型かつ “非同期”型の時間発展の枠組みを “inward”型かつ “同期型”に変更したうえで，
構造的に非一様性の高いネットワーク上での相互作用へと拡張した．その結果，ランダムグラフやス
モールワールドネットワークでは価格変動の持つ一般的性質が失われない一方で，ハブを持つネット
ワークでは振舞いは大きく異なること，スピンの空間分布が価格形成に支配的な役割を担うことを確
認した．

Price Formation on the Networked Sznajd Model

Yasuhiro Hashimoto,† Masanori Ogura,† Yu Chen†

and Hirotada Ohashi†

The Ising spin system is a very simple mathematical model described by binary variables,
and has been frequently used for discovering the universality behind various complex systems,
such as biological, social and economic systems. The Sznajd model, which reproduces well
the statistical behavior observed in the actual market, is one of the typical Ising spin sys-
tems. In this research, we investigate the dynamics of price formation on the modified Sznajd
model, changing the original update rule, so-called the outward and asynchronous rule, into
the inward and synchronous one. Then we apply that scheme for the evolution on networks
with typical structures, and study the effect of network topologies on the statistical proper-
ties of price formation. We find that the stylized facts of price fluctuations are also observed
on random and small-world networks, however, not on networks with hubs, and the spatial
distribution of spins has a dominant role in price formation.

1. は じ め に

イジングスピン系は，系を構成する要素の状態変数

が 2つの値（+1, −1）で記述されるきわめて単純な

系であり，生体や社会，経済といった複雑なシステム

が持つ普遍的性質を抽出するために頻繁に利用される

数理モデルである．

本研究では，経済市場における価格形成のメカニズ

ムを探る試みとして，Sznajdモデル（SM）1) を基礎

とし，取引主体をネットワーク上のノードに見立てた

イジングスピンモデルを考え，その統計的な性質を研

究する．とくに系のネットワーク半径が小さい場合，
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あるいはハブとなる取引者が存在する場合に現れる振

舞いの変化を検討することで，ネットワークの構造が

価格形成モデルの統計的性質に与える影響を分析し，

その対応を考察する．

2. 価格変動の統計的性質

価格変動の統計的性質を議論する際，通常注目する

のは価格そのものではなく，「リターン」さらには「ボ

ラティリティ」と呼ばれる変動の指標である．時刻 t

における価格を xt としたとき，リターン rt は価格

変化率の対数として

rt = log(xt/xt−1)

と定義される．これは投資家にとっての収益率に相当

する．ボラティリティとはリターンの絶対値（つまり

|rt|）で定義され，ボラティリティの大きさは価格の
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図 1 円ドル為替相場に見られる価格変動の統計的性質．ニューヨー
ク連邦準備銀行が認定した，1971 年 1 月から 2004 年 12 月
にかけての円ドル為替相場の日次データに基づく4)．上段は
為替相場（左図）とリターン（右図）の履歴，中段はリターン
の確率密度分布（左図：黒点）とその正規確率軸表示（右図：
黒点），下段はリターン（左図）とボラティリティ（右図）の
時間相関を示す．本文であげた価格の変動に特徴的なパターン
を確認することができる．中段左図の曲線はデータと同じ分
散を持つ正規分布に対応する．データ点は中心部が尖り，裾野
が広いティルを持つが，これがレプトクルティック型と呼ばれ
る形状である．中段右図の正規確率軸表示では，正規分布は
左下から中心点を通り右上に伸びる直線に対応している．ティ
ル部分の広がりにとくに注目するため，以後はこの正規確率軸
表示を用いる

Fig. 1 Statistical properties of price fluctuations in the

time series of Yen/Dollar foreign exchange rate.

変動性を表す．つまり，ボラティリティが大きい場合，

一般に投資家の期待収益率が予測から大きく外れる可

能性が高くなる．

現実の為替や株価指数の価格変化の履歴を解析する

と，以下に示す特徴が高い普遍性で観察される．

• リターンの確率分布は，正規分布から大きく外れ，
中心部が尖り裾野が広がったレプトクルティック

型となる2)．

• リターンが長時間相関を持たない一方で，ボラ
ティリティは長時間相関を持つ3)．

時間相関の有無は時間相関関数（acf）によって判

別できる．時間相関関数とは，注目する変数に対して

あるタイムラグだけ離れた 2つの時刻の値の相関を表

す関数であり，以下の計算によって数値的に求めるこ

とができる．

acf(τ) =

∑T

t=τ+1
(vt − 〈v〉)(vt−τ − 〈v〉)∑T

t=1
(vt − 〈v〉)2

vt は注目する変数の時刻 t における値（ここではリ

ターン，あるいはボラティリティ），τ はタイムラグ，

T はサンプル区間の大きさを表し，〈v〉 =
∑T

t=1
vt/T

である．求めるタイムラグがサンプル区間のサイズに

近い場合は十分なサンプル数を確保することができな

いため，タイムラグの大きさは一般に τ ≤ T/10 に制

限される．以下の解析もこれに従う．

図 1 に，1971年から 2004年にかけての円ドル為

替相場の価格履歴の解析結果を示す．先にあげた 2つ

の統計的パターンを確認することができる．

以下では，ここにあげた経験的事実に注目しながら，

価格形成の抽象モデルから得られるリターンの確率分

布，およびリターンとボラティリティの時間相関が，

ネットワークの構造や統計量にどのように依存するの

かを明らかにする．

3. 価格形成モデル

3.1 Sznajdモデル（SM）

本節では，まず SMについて簡単な解説を行う．

取引主体は「売り」あるいは「買い」の二者択一を

行うスピンとして定義され，スピンの状態和によって

市場の価格が決まる．この価格の定義は価格の決定要

因を需給のバランスととらえ需給の差を線形に反映し

たもので，価格の最も初歩的なモデル化である．

時刻 t における取引主体 i のスピン状態を

si(t) =

{
+1 （買い）

−1 （売り）

とすると，市場価格は単純に状態平均

x(t) =
1

N

N∑
i=1

si(t) + 1

で定義される．価格がつねにゼロ以上の値となるよう

に右辺第 2項で 1を加えている．したがって，スピン

がすべて上向き（買い）のときの価格は 2（= xmax），

すべて下向き（売り）のときの価格は 0（= xmin）に

なる．

さらに，SMでは売り買いの意思決定ルールが異な

る 2種類の取引者，FundamentalistとTrendfollower

を定義する．

Fundamentalist

Fundamentalist（FM）は主体的性格を持った取引者
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である．FMは系全体のスピン状態から求まる価格を

参照し，価格が下降したときには買いを，上昇したと

きには売りを選択することで利益を確保する視野の広

い取引者である．具体的には，xt > 1，つまり買い注

文が多いときには確率 xt −1 で売り（s = −1），一方

xt < 1，つまり売り注文が多いときには確率 1 − xt

で買い（s = +1）を選択する．それ以外の場合は状

態は変化しない．FMの人数はごく少数（本研究では

系全体の中につねに 1人）とする．

Trendfollower

Trendfollower（TF）は迎合的性格を持った取引者で

ある．TFは隣接関係を通したローカルな情報のみを

参照する．具体的には，スピンの向きの揃ったクラス

タに隣接する TFはクラスタと同じスピンの向きをと

るようにスピン状態を変化させ，逆にスピンの揃って

いないクラスタに隣接する TFは状態をランダムに変

化させる☆．たとえば一次元の場合，互いに隣接する

スピンの組 (i, i + 1) の外側に隣接するスピン i − 1

が TFである場合，sisi+1 = 1 のとき si−1 = si，一

方 sisi+1 = −1 のとき si−1 は +1 か −1 をランダ

ムに選択する．

各時刻においてランダムに選択されたスピンが，そ

の取引者としての性格に従い状態を更新するモンテ

カルロ的手続きによって，系の時間発展が進行する．

つまり，局所的な情報に左右される TFの集団と，グ

ローバルな価格情報に従う少数の FM からなるスピ

ン状態の力学系が，SMが定義する市場である☆☆．

系が TFのみによって構成される場合，市場は売り

（xt = xmin）または買い（xt = xmax）のいずれか

一方の状態に収束してしまうが，大勢の逆を志向する

FMが市場にゆらぎを与え続けることで，価格の変動

が維持される（つねに xmin < xt < xmax）．取引者

をリング状に配置した系において，このパラメータフ

リーの単純なイジングスピン系が，現実の価格変動が

持つ基本的な統計的性質を再現することが確認されて

☆ Sznajd らはこのルールを USDF（United we Stand, De-

vided we Fall）と称し，情報が外向きに流れることを指して
“outward 型” の時間発展と呼んでいる．

☆☆ FM と TF が実際の市場においてどのような構成単位に該当す
るかは具体的に明確ではない．1 つのとらえ方として，FM と
TF の区別が意味するものとは，取引主体が獲得しうる情報の
量的差の存在と考えられる．あるいは，TF を「段階的に浸透
していく口コミや噂といった情報の担体，あるいはその伝達の
各段階において活動する取引者」，FM を「伝達過程で発生する
ノイズ（主体性の高い意思決定を含む），あるいはもっとあから
さまに “神の見えざる手” の実体的な（ただし数的に控えめな）
表現」ととらえることもできる．解釈の方法は様々であろう．

図 2 価格というグローバルな情報を参照し，大勢の逆を志向する
FM（左図）と，近傍の多数派に従う TF（右図）

Fig. 2 A fundamentalist agent who leverages global infor-

mation i.e. price (left) and a trend-following agent

who follows the behaviors of the local majority

(right).

いる．

3.2 Sznajdモデルに加える変更

ここからは SM の枠組みに以下の 3 つの変更を加

える．

( 1 ) TF は，近傍のスピン状態に対して inward 型

の多数派ルールに従い，確率的に状態を変更す

る（詳細は後述）．

( 2 ) 各取引者の状態更新は，モンテカルロ的な逐次

更新（非同期型）ではなく，すべての取引者の

状態遷移を計算した後，いっせいに更新するも

のとする（同期型）．

( 3 ) スピンの連結を規則的な格子からネットワーク

へと拡張する．

( 1 )と ( 2 )はネットワークへと拡張する際の便宜上

の修正にすぎないが，この修正前後で両者のダイナミ

クスに本質的な差がないことが報告されている5)．実

際に，リング状の一次元格子で得られた数値実験の結

果は，SMとその修正モデルでほぼ同様であったこと

を述べておく．

( 1 )に関して，TFである i が時刻 t において買い

を選択する確率は

pb(i, t) =

Γi∑
j

sj(t − 1)/|Γi|,

売りを選択する確率は

ps(i, t) = 1 − pb(i, t)

と新たに定義する．Γi は i に隣接するスピンの集合，

|Γi| は隣接するスピンの数を表す．つまり，近傍のス
ピン状態の数の比に従い，確率的に多数派のスピン

状態を選択する可能性が高い状態遷移ルールであり，

平均的な近傍の状態が中心（自スピン）に向かうとい

う意味で，（自スピンの状態が近傍に伝播する SMの

outward型ルールに対して）inward型のルールと呼

ばれる．図 2 に概略図を示す．
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図 3 数値実験で用いる 4 つのネットワーク構造．リング状のレ
ギュラーネットワーク（左上），一部のリンクをつなぎ換えた
Watts-Strogatz（WS）ネットワーク（右上），すべてのリン
クをランダムにつないだランダムネットワーク（左下），優先的
結合により次数の偏りを持つ Barabási-Albert（BA）ネッ
トワーク（右下）．BA ネットワークにおいて次数の集中する
ノードをハブと呼ぶ

Fig. 3 4 types of network topologies used in the following

numerical simulations.

図 4 各ネットワーク（N = 1,000, 〈k〉 = 4）の次数分布．独立
した 10 回の試行による生成結果を重ねて表示してある．レ
ギュラーネットワークの場合は平均次数 〈k〉 にピークを持つ
デルタ関数，WS ネットワークはレギュラーネットワークと
ランダムネットワークの中間 (a)，ランダムネットワークは正
規分布 (b)，BA ネットワークは冪分布 (c) を示す

Fig. 4 Degree distribution of each network model.

3.3 ネットワークへの拡張

Sznajd らの研究はスピンをリング状に配置した一

次元構造を対象としたものだが，ここでは以下にあげ

る 4つのネットワーク構造に対して価格形成の数値実

験を行う．すなわち， 1© スピンをリング状に配置し，

近傍スピンどうしを接続したレギュラーネットワーク

（SM と同じ）， 2© レギュラーネットワークから一部

のリンクをつなぎ換えたWatts-Strogatz（WS）ネッ

トワーク（つなぎ換え確率は 0.01に固定）， 3© すべ

てのリンクをランダムにつないだランダムネットワー

ク， 4© 優先的結合によりスケールフリー次数分布を持
つBarabási-Albert（BA）ネットワークである（図 3．

次数の分布は図 4）．前節で示した価格形成の時間発

展ルールは，ネットワーク上での数値実験にそのまま

適用が可能である．

ここであげた 4つのネットワークでは，以下の点が

比較の対象となる．

• 平均最短経路長（msp）の違いがもたらす影響．

• FMが持つ次数の違いがもたらす影響．

また，時間発展を通じて FMを同一スピンに固定した

場合（BAネットワークの場合はハブ）と，各時刻に

おいてランダムに変更した場合についても比較を行う．

4. 数 値 実 験

4.1 計 算 条 件

スピン数 N = 1,000（NFM = 1，NTF = 999），

平均次数 〈k〉 = {4, 8, 16}，計算時間ステップ数 T =

100,000，各スピンの初期状態はランダムとし，すべ

ての条件に対して，乱数の系列を変え 10回の独立試

行を行った．また，BAネットワークにおいて FMを

特定スピンに固定する場合は，ネットワークの成長の

核となる種スピンに固定するとした．

4.2 結 果

図 5 にリターンの確率分布の正規確率軸表示，図 6

にリターンとボラティリティの時間相関を示す．各々1

枚の図に 10回の独立試行を重ねて表示してある．な

お，図 5，図 6 ともに 〈k〉 = 8 の結果を示している

が，〈k〉 = 4，6についても定性的に同様の結果が得ら

れたため，ここでは割愛した．また，より大きな体系

（スピン数 10,000，平均次数 8，計算時間ステップ数

1,000,000）についても同様の実験を行ったが，以下に

示す特徴的な傾向は変わらないことを確認している．

図 5 において，左の 4枚は FMを同一スピンに固

定した場合，右の 4枚は FMを各時間ステップでラン

ダムに変更した場合の結果である．黒の曲線は数値実

験によって得られたリターンの累積確率分布を表し，

中心を通り図の左下から右上へ伸びる直線は，各試行

に対してリターンと同じ分散を持つ正規分布に対応す

る．トポロジの違いにより分散の程度に差はあるが，

いずれもティル部分が正規分布から外れる傾向が見ら

れる．また，レギュラー/WS/ランダムネットワーク

は，分散が等しくなるように各分布を規格化すると，

分布の形状はほぼ一致する．

図 6 において，上段 8 枚はリターン，下段 8 枚は

ボラティリティの時間相関，左の 8 枚は FM を同一

ノードに固定した場合，右の 8 枚は FM をランダム

に変更した場合の結果を示す．リターンが長時間相関

を持たない点，ボラティリティが長時間相関を持つ点
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図 5 リターンの正規確率軸表示．左の 4 枚は FM を同一ノードに固定した場合，右の 4 枚は
FM をランダムに変更した場合の計算結果を示す．同一計算条件で各 10 回ずつの独立試
行を行い，1 つのグラフに重ねて表示してある．黒の曲線はリターンの累積確率分布，中
心を通り図の左下から右上へ伸びるグレーの直線は，各試行に対してリターンの分布と同
じ分散を持つ正規分布に対応する

Fig. 5 Cumulative probability distributions of returns with normal probability axis.

図 6 上段 8 枚がリターン，下段 8 枚がボラティリティの時間相関，左の 8 枚は FM を同一
ノードに固定した場合，右の 8 枚は FM をランダムに変更した場合の計算結果を示す．
同一計算条件で各 10 回ずつの独立試行を行い，1 つのグラフに重ねて表示してある．ま
た，初期配置の影響を考慮し，時間相関の計算には時間ステップが T/2 以降のデータを
用いた

Fig. 6 Autocorrelations of returns (upper 8 figures) and volatilities (lower 8 figures).

は，いずれも既知の事実と一致する．

4.3 考 察

図 5，図 6 からはとくに以下に示す特徴を抽出する

ことができる．

( 1 ) ネットワークの msp が小さくなるに従い，リ

ターン分布の正規分布からの逸脱は大きくなる

（ティルが伸びて分散が大きくなる）．

( 2 ) ただし，FMをハブに固定した BAネットワー
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図 7 レギュラーネットワークにおけるスピン状態の空間分布
Fig. 7 Spatio-temporal patterns of the spin states on the regular network.

クでは，リターンの分布は正規分布に近い（た

だし分散は大きい）．また，ボラティリティの

時間相関の減衰も速い．

( 3 ) 一方，FM をランダムに変更する BA ネット

ワークの場合（つまり，確率的に FMの次数が

小さくなる），ティル部分の正規分布からの逸

脱は他のネットワーク以上に顕著になる．また，

ボラティリティの時間相関の持続も長い．つま

り，実際の価格変動の特徴としてあげられる特

徴が最もはっきりと現れる．

4.3.1 スピンの空間分布

図 7 はレギュラーネットワークにおける，スピン状

態の空間分布の時間推移を示す．縦軸がスピンのイン

デクス，横軸が時間，つまり各ピクセルが，ある時刻，

あるスピンの状態に対応する．上段（FMを固定した

場合）の図では，インデクス 500 のスピンが FM に

対応する．FMが高い確率で少数派の行動を選択して

いること，同一の状態をとるスピン集団（クラスタ）

の界面で状態の変化（価格の変動要因）が発生してい

ることなどの，基本的な振舞いが観察できる．また，

FMの近傍を起点として新しいトレンドが発生する様

子も観察できる．

下段（ランダムに FMを選択する場合）の図では，

ノイズ的に働く FMによってクラスタが分断され，ク

ラスタ内に保持されている状態の “記憶”が失われやす

い傾向がある．その結果として，次数の分布がほぼ一

様なレギュラー/WS/ランダムネットワークでは，価

格が適正価格（1近傍．スピン状態が半々に分かれた

状態）に維持され，価格変動の分散が比較的抑制され

ていると考えられる．

一方，BAネットワークでは，結果は逆（分散が非

常に大きい）を示している．BA ネットワークでは，

FMをランダムに選択する際，確率的に次数の小さい

スピンが選択される可能性が高い．FMの影響力，す

図 8 FM が行動を変化させた頻度（行動を変化させた回数/総時
間ステップ数）

Fig. 8 Frequency of the FM’s state changes under each

experimental condition.

なわち適正価格に近づけようとする力が小さくなるこ

とで，価格は適正価格から大きく外れる傾向を持つ．

そのとき，ハブとなるスピン（TF）の偶発的な変化

が引き金となり，正規分布から外れる大きな変動が生

じるものと考えられる．

4.3.2 ファンダメンタリストの状態変化頻度

図 8 は，0 < t ≤ T において，FMが行動を変化さ

せた頻度を表している．FMをランダムに選択する場

合は状態の変更頻度が高いが，これは FMが全体の中

で少数派の状態を志向する一方で，新たに FMに選ば

れるスピンは，その時点で多数派の状態である可能性

が高い，というのが単純な理由である．

FMの位置を固定した場合に変更の頻度が小さいと

いう結果は，FMとは異なるスピン状態をとる TF集

団が継続的に存在していることを示している．これ

は，前節のスピンの空間分布で示した価格の “記憶”

を支持する結果であり，経済学で用いられる表現に従

えば，“市場が効率的に機能しない” ことを示唆して

いる．効率的市場仮説を支持する報告は多いが，同時

にこれを否定する報告も多く存在する．価格を決定す
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図 9 平均最短経路長（msp）とリターンの分散の関係
（〈k〉 = {4, 8, 16}）

Fig. 9 Correlation between the mean shortest path

lengths of networks and the variances of returns.

る要因（この場合はスピン状態）が空間的に保存され

るというメカニズムは，その理由の 1つとして考えら

れないだろうか．

4.3.3 平均最短経路長とリターンの分散の関係

図 9 に各ネットワークの mspに対してリターンの

分散をプロットした図を示す．msp とリターンの分

散には，ネットワーク構造によらず，mspの増加に対

して分散が減少する冪乗則に近い関係を見ることがで

きる．

価格の変動要因はクラスタの界面で発生することを

4.3.1 項で述べた．ネットワーク上のパーコレーショ

ンを考えたとき，mspが小さくなると，ある時刻にお

ける浸透面（状態を異にするクラスタどうしの界面）

は一般に大きくなる．つまり，小さい msp はそのま

ま価格変動要因の増加へとつながり，結果として変動

の分散を大きくすると考えられる．しかし，各時刻に

おいて FM からはつねに新しいマクロ量（価格）を

反映した情報が発せられるため，多重的なパーコレー

ションとなり，その厳密な関係については解析が困難

である．

4.3.4 ボラティリティの時間相関

ボラティリティの時間相関に関して注目すべきは，

BAネットワークにおいてのみ見られる，FMを固定

した場合のボラティリティの時間相関の速い減衰であ

る．これは 4.3.1 項でも述べたとおり，適正価格に近

づけようとする FM の大きな影響力がその理由とし

て考えられる．ハブとなる FMによって価格はおおむ

ね 1近傍で推移し，ある方向への変動は，FMによっ

て確率的にではあるが即座に修正される．

5. 結 論

本研究では，SMの枠組みが，非同期的かつ outward

型のルールではなく，同期的かつ inward型のルール

を用いた場合でも，加えて，空間構造をネットワーク

へと変化させた場合でも，価格変動が持つ一般的性質

の再現性が失われないことを確認した．

さらに，リターンの確率分布やボラティリティの時

間相関に生じる量的変化を示し，スピンの空間分布や

FMの状態変化，mspとリターンの分散の関係などか

ら，それらのメカニズムを考察した．また，ハブの存

在が価格の長期記憶を担うクラスタの振舞いに及ぼす

影響を考察することで，ネットワーク上における価格

形成に新しい知見を加えた．レギュラーネットワーク

以外のネットワークについても，スピンのクラスタ分

布の推移を詳細に追跡することができれば，価格変動

の性質を決定づける要因に対して，より具体的な分析

を行うことができるであろう．

また，SMは買いか売りかの瞬間的な意思決定のみ

に着目しており，そこから直接的には個人の長期的収

益を計算することはできない．したがって，個々の SM

スピンの獲得する収益の期待値が 0であるか否かは明

らかではない．収益の期待値について，たとえば中心

性と呼ばれる概念で特徴づけられる，ネットワーク上

でのポジションが重要な役割を果たす可能性は十分に

考えられる．ネットワークを考慮した価格形成モデル

には，まだ多くの発展的な課題が残されている．
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