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In this study, we propose an algorithm based on convex hull insertion (CHI) method for the traveling salesman

problem (TSP). CHI method and proposed algorithm construct solutions by inserting city to a partial tour. Proposed

algorithm is an improvement of insertion procedure in CHI method. This algorithm sets a threshold of the angle

between the route from the inserted city to next city and the route from the inserted city to previous city. The city

of the maximum angle is inserted, if there are angles being greater than a threshold. Insertion procedure is changed,

if there is no angle being greater than a threshold. In order to evaluate the accuracy of solutions obtained using the

algorithm, the proposed algorithm and CHI method are applied to 19 benchmark problems: 51-783 city problem in

TSPLIB 95. As a result, proposed algorithm finds shorter tours than CHI in 16 problems.

キーワード：巡回セールスマン問題，Convex Hull Insertion法，しきい値

(traveling salesman problem, convex hull insertion method, threshold )

1. はじめに

本研究では，巡回セールスマン問題 (Traveling Salesman

Problem, 以下，TSP)の近似解法について検討する。TSP

とは，いくつかの都市とそれらの間の距離が与えられたと

き，すべての都市を一度ずつ通り元の都市まで戻る巡回路

のうち，最短となる巡回路を求める問題である。TSP は，

配送計画問題やプリント基板のドリル穴空け問題など多く

の工学的応用例が存在する重要な問題である。

TSP の最適解を得るには，すべての巡回路とその巡回

路長を列挙し，その中から最短となる巡回路を解とすれば

よい。都市 iから j の距離と都市 j から iの距離が等しい

対称 TSPにおける巡回路の総数は，都市数を N とすると

(N − 1)!/2となる。したがって，都市数N の増加により巡

回路の総数は，指数関数的に増加するため，上述した方法

では現実的な時間内に最適解を得ることは困難である。

このような背景から，近似解法などの現実的な時間内に

準最適解を得る方法が提案されてきた (1) (2)。TSPの近似解

法には，基となる巡回路の無い状態から巡回路を生成する

構築法と何らかの巡回路が既に得られているとき，それを

巡回路長の短い巡回路に改良していく改善法 (3)が挙げられ

る。また，遺伝的アルゴリズムなどのメタヒューリスティ

クスも TSPに対する有効な近似解法として挙げられる (4)。

構築法の 1つであるConvex Hull Insertion法 (以下，CHI

法)は，都市の凸包 (5)を初期の巡回路とし，それ以外の都市

を最近挿入法により初期巡回路に加えながら巡回路を構築

する方法である。凸包とは，与えられた点の集合に対して，

それらをすべて含む最小面積の凸多角形のことである。本

研究では，CHI法における都市の追加方法を改良した解法
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図 1 凸包と最短巡回路

Fig. 1. Convex hull and optimal tour

を提案する。また，TSPのベンチマーク問題に対して CHI

法と提案手法の求解精度を比較し，提案手法の有用性を検

討する。

2. TSPと CHI法について

〈2・1〉 対称 TSP 本研究では，平面上に配置された

N 個の都市が与えられた際の対称 TSPを扱うものとする。

都市 iの座標点 (xi, yi)，都市 j の座標点 (xj , yj)とすると，

2都市間の距離として，

cij =

√
(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 · · · · · · · · · · · · · · · · · (1)

により表されるユークリッド距離 cij を用いる。また，対

称 TSPであるため，都市 iから j の距離と都市 j から iへ

の距離は等しいものとする。すなわち，cij = cji の関係が

成り立つ。

〈2・2〉 CHI 法 文献 (6)において，凸包の境界上に
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図 2 CHI 法のアルゴリズム

Fig. 2. Algorithm of convex hull insertion

ある都市の順番は，最適解においても維持されることが示

されている。例として Fig.1(a)では，凸包の境界上の都市

を 1 から時計回りに列挙すれば，1-8-10-3-6-4 となり，こ

の順番は，Fig.1(b)の最短巡回路においても維持されてい

る。すなわち，TSPの最適解は凸包の境界上の都市に対し

て，内部の都市を追加することで得られる。

この最適解と凸包の関係から，CHI法は凸包の境界上の

都市を初期巡回路としている。また，初期巡回路上にない

都市の追加方法に関しては，次のアルゴリズムで詳細に述

べるが，都市の追加に伴う巡回路長の増加量 (追加コスト)

が小さくなるように現在までの巡回路に追加していく。

（ 1） 都市を頂点とする凸包の境界上の都市を初期巡回

路とする (Fig.2 (1))。

（ 2） 部分巡回路上の連続した都市を i, j とし，部分巡

回路内の都市を k とするとき，各都市 k に対して，

追加コスト (cik + ckj − cij)を計算し，この値を最小

とする都市 i− j を求める (Fig.2 (2))。

（ 3） (2)で求めた都市と挿入位置の組合せそれぞれにつ

いて，追加コスト比 {(cik + ckj)/cij}を計算し，こ
の値を最小とする都市 kを追加する (Fig.2 (3))。

（ 4） すべての都市を通過する巡回路ができた場合には

処理を終了し，通過していない都市がある場合には，

(2)の操作に戻る (Fig.2 (2)’)。

CHI法は，凸包の頂点集合を初期巡回路にすることによ

り，nearest neighbor法や greedy法などの構築法に比べ求

解精度が高いことが知られている (1)。

3. 提案手法

〈3・1〉 CHI法からの変更点 CHI法は，追加コスト

と追加コスト比が小さい都市から順に部分巡回路に加えら

れるため，部分巡回路上の都市が多くなるにつれて，追加

コストや追加コスト比が大きくなりやすい。そこで，提案

手法では追加基準に対してしきい値を設け，しきい値によっ

ては都市の追加方法を変更する。

しきい値として追加コストや追加コスト比を用いること

が考えられるが，これらの値域は 0から∞までであるた
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Fig. 3. Algorithm of proposed method

め，適切なしきい値を設定することが難しい。そこで，先

ほどの CHI法の手順 (3)を次のように変更する。部分巡回

路内部の都市と巡回路上の連続した 2都市を結ぶ経路がな

す角を θk とするとき，

cos θk =
c2ik + c2kj − c2ij

2cikckj
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (2)

を求め，この余弦の値を最小とする都市を追加する。すなわ

ち，θkが最大となる都市を追加する。今後，この角 θkを“追

加経路角”と呼ぶことにする。追加される都市は巡回路の内部

にあるため，θk, cos θkの値域はそれぞれ，0 ≤ θk ≤ π[rad],

−1 ≤ cos θk ≤ 1 である。解の探索範囲を限定できること

から，追加経路角の余弦の値に対してしきい値を設けるも

のとする。追加経路角が減少するほど相対的に追加コスト

は増加する傾向にある。そのため，余弦がしきい値以上と

なる場合には，都市の追加方法を変更する。具体的な方法

は，次節で説明する。

〈3・2〉 アルゴリズム 提案手法においても，CHI 法

と同様に凸包の境界上の都市を初期巡回路とする。Fig.3に

示す 11都市問題を例として，提案手法の初期巡回路決定以

降のアルゴリズムを以下に示す。

（ 1） CHI法の手順 (2)と同様の操作により各都市の挿

入位置を決定する (Fig.3(1))。

（ 2） 追加経路角の余弦がしきい値 T 未満となる巡回

路内部の都市が 1 つでも存在する場合は，余弦の

値を最小とする都市を追加し，再び手順 (1)に戻る

(Fig.3(2))。
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（ 3） 巡回路内部すべての都市の余弦がしきい値 T 以

上となる場合は，部分巡回路 Sp 内の都市の凸包を

生成し，その頂点集合を内部巡回路 S1 とし，さら

に内部の凸包の頂点集合を最内部巡回路 S2 とする。

Fig.3(3)では，Sp = {1, 2, 8, 10}, S1 = {3, 5, 9, 11} ,

S2 = {4, 7, 6}である。
（ 4） 内部巡回路上の都市 kに対して，Sp および S2 の

連続した 2都市への最小追加コストをそれぞれ求め

る。追加コストを最小とする都市 kを最小追加コス

トを与える巡回路側に追加する。この操作を内部巡

回路の都市が Spまたは S2にすべて追加されるまで

繰り返す。Fig.3(4)では，内部巡回路上の都市 11を

最小追加コストを与える Sp 側に追加し，残りの都

市 3,5,9に関しても同様の手順により追加する。

（ 5） (4)の操作により更新された巡回路を S′
p とし，最

内部巡回路を S′
2 とする (Fig.3(5))。

（ 6） S′
2 の連続した都市を l,m，S′

p の連続した都市を

i, j とするとき，追加コスト cil + cjm − cij − clm を

最小とする位置に最内部巡回路を部分巡回路に繋げ

(i-j と l-mの枝を削除し，i-lと j-mを繋げる)，新

たな部分巡回路 Spとする。Fig.3(6)では，2-6と 5-7

の枝を削除し，2-5と 7-8の枝を繋ぐことにより最短

巡回路が得られた。

（ 7） すべての都市を通過する Spができた場合には，処

理を終了し，残っている都市がある場合には，(1)の

操作に戻る。

4. 性能評価および考察

基本のCHI法と区別するため，3.1節で述べた追加基準を

追加経路角の余弦に変更した CHI法を LCI (Least Cosine

Insertion)法と呼ぶことにする。また，本研究で提案した手

法を HCHI(Hybrid CHI)法と呼ぶことにする。本章では，

CHI法，LCI法との比較により，提案手法の有効性を検討

する。

〈4・1〉 実験条件 各手法により得られた解 (巡回路)

の最適解に対する誤差率を評価基準とするため，TSPLIB

95 (7)のベンチマーク問題を用いる。本実験では，その中の

51都市問題から 783都市問題までの計 19問題を対象とし

た。また，各手法の近似値から誤差率 [%]は，

誤差率 [%] =
近似値−最適値

最適値
× 100· · · · · · · · · · · (3)

により求めた。HCHI法では，しきい値により異なる解が

得られる。そこで，しきい値を −1から 1まで 0.01刻みで

変化させることにより得られる計 201個の解を求め，その

中の最良解を HCHI法の近似解とした。

また，各手法の近似解の導出はCPU Core2 Duo 3.33GHz,

Memory 3.21GByteの PCにより行った。

〈4・2〉 実験結果 各手法により得られた解の精度と

計算時間の比較を行う。まず，問題 kroA100の各手法の解

を比較する。

Fig.4の (a)に CHI法，(b)に LCI法，(c)に HCHI法，
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図 4 各手法の解

Fig. 4. Solutions of each method

(d) に最適解をそれぞれ示す。図中の○印は都市，実線は

巡回路を示したものである。(a)の CHI法と (b)の LCI法

を比較すると，破線と一点鎖線で囲まれた箇所でそれぞれ

経路の改善がみられる。これは，追加基準を追加コスト比

から，追加経路角に変更することにより追加経路角が急角

度となる都市の追加が行われにくくなったためである。ま

た，LCI法と (c)の HCHI法を比較すると，2点鎖線で囲

まれた箇所での改善がみられる。これは，しきい値を設け

ることによって，最内部巡回路上の複数都市を追加するこ

とで，追加コストの増加が抑えられたためである。そして，

HCHI法と (d)の最適解では，複数箇所に異なる経路が存

在するが，特に HCHI法の解の精度を落とす原因となって
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いるのは，矢印で示された都市に対する経路である。

次に，各手法の近似値の誤差率について比較する。Ta-

ble.1から 4に 51都市問題から 783都市問題までの 19問題

に対する，CHI法，LCI法，HCHI法の誤差率をそれぞれ

示す。表中のアンダーラインが引かれた問題は，CHI法に

比べて HCHI法の方が精度の悪い問題である。Table.1に

示す 100都市未満の問題では，berlin52以外の 4つの問題

において，CHI法に比べ，HCHI法は精度の改善がみられ

る。berlin52の CHI法の結果は，同じ CHI法の結果の中

でも比較的，高精度である。

Table.2,3に示す 100都市以上 500都市未満の問題では，

すべての問題において，CHI法に対して HCHI法は精度が

改善された。しかし，lin105，kroA150，rat195の結果から

わかるように LCI法と HCHI法は同じ精度であり，しきい

値を設けて部分巡回路内の都市の追加方法を変更した効果

はみられなかった。

Table.4に示す 500都市以上の問題では，rat783におい

て精度の改善がみられるものの，その改善量は小さく，さ

らに他の 2問題では精度が悪くなっている。Table.2,3の結

果と同様にしきい値を設けることによる追加方法の変更は，

精度の向上において，有効ではないことがわかる。以上に

より，500 都市未満の問題においては，HCHI 法は精度向

上において，有効な構築法であるが，500都市以上の問題

に対しては，また別の構築法を考える必要がある。

表 1 各手法の誤差率 (1)[%]

Table 1. Error rate of each method (1) [%]

Method eil51 berlin52 st70 eil76 rat99

CHI 3.36 1.10 4.39 5.74 3.96

LCI 5.34 2.43 5.35 6.64 5.37

HCHI 2.24 2.36 3.86 2.11 3.28

表 2 各手法の誤差率 (2)[%]

Table 2. Error rate of each method (2) [%]

Method kroA100 eil101 lin105 bier127 ch130 kroA150

CHI 3.64 5.73 5.76 7.08 10.17 7.69

LCI 1.84 4.33 2.40 5.33 6.74 4.16

HCHI 1.04 3.69 2.40 1.43 5.90 4.16

表 3 各手法の誤差率 (3)[%]

Table 3. Error rate of each method (3) [%]

Method rat195 kroA200 gil262 lin318 rd400

CHI 10.04 5.37 12.24 11.16 10.18

LCI 7.38 4.12 8.13 8.57 8.10

HCHI 7.38 3.64 4.92 8.16 6.86

表 4 各手法の誤差率 (4)[%]

Table 4. Error rate of each method (4) [%]

Method att532 rat575 rat783

CHI 5.44 9.66 12.33

LCI 5.60 10.05 11.87

HCHI 5.57 10.05 11.87

最後に，CHI法と HCHI法の計算時間の比較を行う。各

手法の 150から 532都市問題に対して，近似解導出までの

計算時間を Table.5に示す。LCI法の結果は，CHI法の追

加基準を変更しただけで，基本的なアルゴリズムが同じで

あるため，省略した。Table.5より，HCHI法は CHI法の

計算時間に比べ，約 100倍程度増加している。HCHI法は，

複数のしきい値に対してそれぞれ解が得られ，その中の最

良解を近似解としているためであり，本実験では，201個の

解を求めている。しきい値を超えた場合には，最内部凸包

の複数の都市が一度に追加されるため，計算時間は 201倍

より短く，約 100倍程度になったと考えられる。したがっ

て，都市数が 500都市程度であれば，1つあたりの解の導

出時間は，HCHI法の方が短時間である。

表 5 計算時間の比較 [ms]

Table 5. Comparison in the calculation time [ms]

Method kroA150 gil262 lin318 rd400 att532

CHI 47 141 250 438 1063

HCHI 3360 15359 29031 51766 143531

5. む す び

本研究では，CHI法における都市の追加基準を追加経路

角の余弦に変更し，余弦によっては，都市の追加方法変更

する TSPの構築法を提案した。

TSPLIB 95 のベンチマーク問題に対し，提案手法を適

用した結果，都市数が 500未満の問題においては，求解精

度の改善に有効な手法であることを明らかにした。しかし，

500都市以上の問題に対しては，同程度，または精度を落

とす結果となったため，この点に関しては今後の検討課題

である。また，提案手法は，しきい値毎に解が得られるた

め，CHI法に比べ，計算時間は長くなった。今後は，計算

時間をより短くするため，最良解を与えるしきい値の探索

方法や選定方法についても検討する必要がある。
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