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推薦論文

トランプにおける最適なシャッフルの組合せ

井手 広康1,a) 奥田 隆史2,b)

受付日 2018年2月28日,採録日 2018年9月7日

概要：トランプ，かるた，花札などに代表されるカードゲームでは，1回のゲームごとにデッキ（1組の
カードの山）をシャッフルすることが一般的である．シャッフルにはヒンズー・シャッフル，リフル・
シャッフル，ディール・シャッフルなどの手法が存在し，複数のシャッフルを組み合わせて使用すること
も多い．しかしシャッフルに関する研究はこれまで十分に行われておらず，最適なシャッフルの組合せに
ついて明らかとなっていない．そこで本研究では，トランプを想定して複数のシャッフルを組み合わせて
シミュレーションを行い，シャッフル結果から最適なシャッフルの組合せについて分析する．
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Abstract: There are various kinds of card games, such as playing cards, karuta, and hanafuda. In these card
games, it is common to shuffle a deck (a mountain of cards) for each game. In addition, there are various
kinds of shuffle methods, such as hindu shuffle, riffle shuffle, and deal shuffle, we often use multiple shuffles
in combination. However, research on shuffling has not been done sufficiently so far, and it is not clear about
an optimum combination of shuffles. Therefore, in this research, we simulated by combining multiple shuffles
assuming playing cards, and analyzed an optimal combination of shuffles.
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1. はじめに

トランプ，かるた，花札などに代表されるカードゲーム

では，1回のゲームごとにデッキ（1組のカードの山）を

シャッフルすることが一般的である．シャッフルにはヒン

ズー・シャッフル，リフル・シャッフル，ディール・シャッ

フルなどの手法 [1]が存在し，複数のシャッフルを組み合

わせて使用することも多い．しかしシャッフルに関する研

究はこれまで十分に行われておらず，最適なシャッフルの

組合せについて明らかとなっていない．なおこれまでの
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シャッフルに関する研究は，大きく「単独のシャッフルを繰

り返す解析的な研究 [2], [3], [4], [5], [6]」と「複数のシャッ

フルを組み合わせた実用的な研究 [7]」の 2派がある．

前者の研究として，たとえば Diaconisら [2], [3], [4], [5]

は，カードの全変動距離（variation distance）を定義して

シャッフルの特性について解析し，“リフル・シャッフル

では，7回目のシャッフルで急にデッキがよく混ざる”こ

とを明らかにした．これはマルコフ連鎖におけるカットオ

フ現象（cutoff phenomenon）と呼ばれている．これらの

研究成果は 1990年 1月 9日に The New York Timesでも

報じられ，広く世間に知られるようになった [8]．なお元々

「カットオフ」という現象は，古典統計力学の粒子の拡散

モデルなどにおいて “平衡状態への収束の過程で観測され

るある種の臨界現象”を指す用語である [9]．このような

カットオフ現象がリフル・シャッフルにおいても発生する

本論文の内容は 2017 年 9 月の FIT2017 第 16 回情報科学技術
フォーラムで報告され，プログラム委員長により情報処理学会論
文誌ジャーナルへの掲載が推薦された論文である．
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ことが Diaconisらによって証明された．本論文では以下，

「カットオフ現象」とは Diaconisらの研究において観測さ

れた現象そのものではなく，本来の意味である「平衡状態

への収束の過程で観測される臨界現象」を指す．

一方，後者の研究として野瀬ら [7]は，カードの移動回

数を可視化したビットマップ画像を用いてシャッフルの特

性について分析し，複数のシャッフルを組み合わせること

の有効性を明らかにした．しかしシャッフルを組み合わせ

た結果が定量化されていないため，複数の結果を数値的に

比較することはできず，どのシャッフルの組合せが最適で

あるかまでは結論付けられていない．

そこで本研究では，野瀬らの研究 [7]における可視化の

手法を発展させるとともに，シャッフル結果を定量化し，

複数の結果を数値的に比較できるようにした．具体的に

シャッフル結果の可視化では，ビットマップ画像に使用さ

れている 2色（白，黒）を発展させた 3色（青，白，赤）を

用いることで，より詳細にシャッフルの特性について把握

することができるようにした．またシャッフル結果の定量

化では，シャッフルのランダム性（カードの移動先がラン

ダムである度合い）という観点からシャッフルの収束率を

定義することで，最適なシャッフルの組合せについて結論

付けることができるようにしている．

以下，まず 2章では，3つのシャッフルに関する概要と，

各シャッフルの手順について示す．次に 3章では，シャッ

フル結果に対する分析手順（可視化と定量化の方法）につ

いて説明する．次に 4章では，単独のシャッフルにおける

最適なシャッフル回数と，複数のシャッフルにおける最適

な組合せについて述べる．最後に 5章では，本研究のまと

めと今後の課題について述べる．

2. シャッフルの手順

本章では，カードゲームにおいて広く使用されているヒ

ンズー・シャッフル，リフル・シャッフル，ディール・シャッ

フルの概要およびシャッフルの手順について説明する．こ

こでデッキのカード枚数を nとおき，各カードにデッキ

の上から順に番号 1, 2, · · · , nを割り振る．またシャッフル
によって i ∈ {1, 2, · · · , n}番目のカードを j ∈ {1, 2, · · · , n}
番目に並べ替える操作を置換 πi とおき，

πi =

(
i

j

)
(1)

と表す．またすべてのカードの置換を πとおき，n個の πi

について iの若い順に並べた

π =

(
1 2 . . . n

j1 j2 . . . jn

)
(2)

により表す．以下，デッキはジョーカーを省く 52枚のトラ

ンプ（n = 52）を想定し，各シャッフルの手順は，野瀬ら

の研究 [7]に従うものとする．またデッキを分割したカー

ドの束をパケットと呼ぶ．

2.1 ヒンズー・シャッフル

ヒンズー・シャッフル（Hindu Shuffle）は日本を含め広

く東洋で行われているシャッフルであり，「ヒンズー」とい

う名は，欧米においてインドの奇術家たちがこのシャッフ

ルを用いたことに由来する [1]．

ヒンズー・シャッフルによる 1回のシャッフルの手順は

次のとおりである（右利きによる場合）．

( 1 ) 右手に持ったデッキの上から，1つのパケットを左手

で抜き取る．

( 2 ) これを左手のカードの上に重ねる（初回はパケットを

左手に移動させるだけ）．

( 3 ) ( 1 )，( 2 )を右手のカードがなくなるまで繰り返す．

ただし左手で抜き取るパケットのカードの枚数は，正規分

布 N(10, 5/3)に従うものとする．

たとえば，n = 10のデッキに対して左手で抜き取るパ

ケットのカード枚数が 3（固定値）である場合，ヒンズー・

シャッフルの置換 πは次式で表すことができる．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

8 9 10 5 6 7 2 3 4 1

)
(3)

2.2 リフル・シャッフル

リフル・シャッフル（Riffle Shuffle）は Diaconisらの研

究 [2], [3], [4], [5], [6]において用いられたシャッフルであ

る．ただしリフル・シャッフルはパケットを反らせるため

カードが傷みやすく，トレーディングカードゲーム（TCG）

の大会などでの使用は避けられる傾向にある [7]．

リフル・シャッフルにはGilbert-Shannon-Reedsモ

デル（GSRモデル）[7], [10]を使用し，この場合の 1回の

シャッフルの手順は次のとおりである．

( 1 ) デッキを二項分布に従い上下でパケット A，Bに分割

し，各パケットのカード枚数を a，bとおく．

( 2 ) パケット Aからは確率 a/(a + b)，パケット Bからは

確率 b/(a + b)でカードをリフル（パラパラと落とす

こと）させ重ね合わせる（カードがリフルするごとに

aまたは bが 1減る）．

( 3 ) 各パケットのカード枚数が 0になるまで ( 2 )を繰り返

し，1つのデッキにまとめる．

たとえば，n = 10のデッキに対して完全に交互にカード

をリフルした場合，リフル・シャッフルの置換 πは次式で

表すことができる（ただし GSRモデルでは，ある程度の

枚数のカードが重なった状態でリフルされる*1）．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 3 5 7 9 2 4 6 8 10

)
(4)

*1 完全にカードを交互にリフルするシャッフル（パーフェクト・
シャッフル）は難易度が高く，実際には GSR モデルのようにあ
る程度のカードが重なった状態でリフルされることになる．
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2.3 ディール・シャッフル

ディール・シャッフル（Deal Shuffle）は 1回のシャッフ

ルに時間を要するため，TCGの大会ではシャッフル回数

が制限されることも多い．またディール・シャッフルにラ

ンダム性がない（結果が一意的である）ため，単独での使

用が禁止されている場合もある [11]．

ディール・シャッフルによる 1回のシャッフルの手順は

次のとおりである．

( 1 ) デッキの上からカードを 1枚ずつ dカ所に配置する．

( 2 ) ( 1 )を繰り返し，d個のパケットを作成する（2周目

以降は dカ所のカードの上に重ねる）．

( 3 ) d個のパケットを任意の順序で重ね合わせ，1つのデッ

キにまとめる．

たとえば，n = 10のデッキに対して d = 3でカードを配

置した場合，ディール・シャッフルの置換 πは次式で表す

ことができる．

π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 7 10 3 6 9 2 5 8 1

)
(5)

ただし本研究では，カードの配置箇所は d = 10とし，パ

ケットを重ね合わせる順序は dカ所に配置したパケットの

うち，まずは dが奇数のパケットを若い順に重ね，次に d

が偶数のパケットを若い順に重ねる手順とする（d = 10の

場合は 1, 3, 5, 7, 9, 2, 4, 6, 8, 10の順となる）．

3. シャッフル結果に対する分析手順

本章では，シャッフル結果に対する分析手順（可視化と

定量化の方法）について説明する．本研究における 1回の

シミュレーションは，図 1 に示すように “デッキに対して

単独あるいは複数のシャッフルを m回実行する一連の操

作”であるものとする．また 1回のシミュレーションを 1

セットと表記し，sセットのシャッフル結果に対して次の

3つの手順から分析を行う．なお 1セットごとにデッキは

初期化されるものとする．

3.1 手順 1：理想値 1/nとの誤差の算出

まず sセットのシャッフル結果に対して，デッキの i番

図 1 シミュレーションの流れとシャッフル結果

Fig. 1 The flow of simulation and shuffle results.

目のカードが j 番目に移動した回数を

ti,j (0 ≤ ti,j ≤ s) (6)

とおき，全体の ti,j を集合 Ts の要素として

Ts =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

t1,1 t1,2 t1,3 . . . t1,n

t2,1 t2,2 t2,3 . . . t2,n

t3,1 t3,2 t3,3 . . . t3,n

...
...

...
. . .

...

tn,1 tn,2 tn,3 . . . tn,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(7)

のように n次の正方行列として表す．たとえば 100セッ

トのシャッフル結果に対して，デッキの 1番目のカードが

3番目に 10回移動していた場合，t1,3 = 10となる．なお

野瀬らの研究 [7]では，式 (7)の結果を ti,j の値に応じてグ

レースケール化し，シャッフル結果の可視化を行っている．

次に sセットのシャッフル結果に対して，デッキの i番

目のカードが j 番目に移動した頻度を

pi,j =
ti,j
s

(0 ≤ pi,j ≤ 1) (8)

とおき，全体の pi,j を集合 Ps の要素として

Ps =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

p1,1 p1,2 p1,3 . . . p1,n

p2,1 p2,2 p2,3 . . . p2,n

p3,1 p3,2 p3,3 . . . p3,n

...
...

...
. . .

...

pn,1 pn,2 pn,3 . . . pn,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(9)

のように n次の正方行列として表す．たとえば先に示した

例である場合，p1,3 = 0.1となる．

ここで理想的なシャッフルについて考察する．野瀬らの

研究 [7]では，デッキの初期状態は式 (7)をグレースケール

画像へ変換した図 2 (a)で表すことができる（iはシャッフ

ル前のカードの位置，j はシャッフル後のカードの位置を

表す）．そして理想的なシャッフルの条件（デッキが十分に

混ざっている状態）を，シャッフル後のデッキが図 2 (b)の

ように一様になることが望ましいとしている．つまりデッ

キの i番目のカードが j番目に移動した回数（または頻度）

がデッキ全体で等しい状態にあるといえる．しかし野瀬ら

の研究 [7]ではシミュレーション回数が s = 100と少ない

ため，仮に理想的なシャッフルを使用した場合でも完全に

図 2 デッキが十分に混ざっている状態

Fig. 2 The state of a deck with enough cards mixed.
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図 2 (b)の状態になる可能性はきわめて低い．

そこで本研究ではシミュレーション回数を s → ∞とし
たとき，

∀pi,j ∈ Ps, lim
s→∞ pi,j =

1
n

(10)

を満たす結果となる場合に理想的なシャッフルであると考

える．たとえば，“n個の要素を持つ配列に対して乱数を与

え，これらの要素を乱数の昇順に並べ替える”という手順

が該当し，以下これをランダム・シャッフルと呼ぶ．

しかし現実には s → ∞とすることは不可能であるため，
ランダム・シャッフルを使用してデッキをシャッフルした

としても，式 (10)を満たすことはなく，

∃pi,j ∈ Ps, pi,j =
1
n
± error (11)

のように誤差が生じる．ここで式 (11)の errorの部分に該

当する，pi,j の理想値 1/nに対する誤差を

ei,j = pi,j − 1
n

(12)

とおき，全体の ei,j を集合 Es の要素として

Es =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e1,1 e1,2 e1,3 . . . e1,n

e2,1 e2,2 e2,3 . . . e2,n

e3,1 e3,2 e3,3 . . . e3,n

...
...

...
. . .

...

en,1 en,2 en,3 . . . en,n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(13)

のように n次の正方行列として表す．たとえば先に示した

例である場合，e1,3 � 0.081となる．

3.2 手順 2：ビットマップ画像への変換

sセットのシャッフル結果から算出した ∀ei,j ∈ Es を，

青，白，赤のいずれかのビットに変換し，全体を n × nの

ビットマップ画像に変換する．ここでシャッフルによって

カードが i → j に移動する頻度に関して，ビットマップ画

像の各ビットは次のような意味を持つ．

• 青ビット：移動する頻度が小さい．
• 白ビット：移動する頻度がおおむね 1/nである．

• 赤ビット：移動する頻度が大きい．
また ei,j を各ビットに変換するルールは次のとおりと

する．

ei,j =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
青ビット (if ei,j < −emax)

白ビット (if − emax ≤ ei,j ≤ emax)

赤ビット (if emax < ei,j)

(14)

ただし emax は，ランダム・シャッフルにおける sセット

のシャッフル結果から算出した Es に対して，

∀ei,j ∈ Es, − emax ≤ ei,j ≤ emax (15)

を満たす最小の値であるものとする．つまり

図 3 emax(L) の分布（サンプル数：1,000）

Fig. 3 The distribution of emax(L)s (samples: 1,000).

emax = max |ei,j | (16)

と表記できる．

しかし emax の値はセット単位で変動するため，本研究

では次の手順で算出した値を emax に設定する．

( 1 ) ランダム・シャッフルにおける 106 セットのシャッフ

ル結果から emax を算出する．

( 2 ) ( 1 )を 1,000回繰り返して計 1,000個の emax を算出

し，これらを emax(L)，L ∈ {1, 2, · · · , 1,000}とおく．
( 3 ) ( 2 )の emax(L)を降順に並べ替え，上位 5%（50個）の

値を「外れ値」と見なし除外する．

( 4 ) ( 3 )で残った emax(L) のうち，最も高い値を emax に

設定する．

このような手順において emax を算出した結果，図 3 に

示すように

emax = 5.86 × 10−4 (17)

であることが分かった．

3.3 手順 3：シャッフルの収束率の計算

シャッフルのランダム性を評価するために，シャッフル

の収束率 C を次式のように定義する．

C :=
w

n2
(0.000 ≤ C ≤ 1.000) (18)

ただし wはビットマップ画像における白ビットの総数を表

す．また C は小数第四位以下で切り捨てを行い，C に続け

て括弧内に wを表記する．

たとえばビットマップ画像に白ビットが 1つもなければ

C = 0.000(0)となり，シャッフルにランダム性がまったく

ないことを示している．一方，ビットマップ画像が白一色

になれば C = 1.000(2704)となり，ランダム・シャッフル

と同等の高いランダム性があることを示している．

4. 数値例

本章では，ヒンズー・シャッフル，リフル・シャッフル，

ディール・シャッフルに関して，単独のシャッフルにおけ
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図 4 ヒンズー・シャッフルの結果（m = 1, 2, · · · , 90）

Fig. 4 A result of Hindu Shuffle (m = 1, 2, · · · , 90).
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る最適なシャッフル回数と，複数のシャッフルにおける最

適な組合せについて述べる．以下，すべての結果はセット

数を s = 106 とした場合である．

4.1 ヒンズー・シャッフルを繰り返した場合

ヒンズー・シャッフルを繰り返した場合における，シャッ

フル回数mとシャッフルの収束率 C との関係を図 4 に示

す．図 4 では 1つおきに類似したカードの分散傾向が示さ

れており，左手で抜き出すパケットの位置が，シャッフル

後にデッキの中心を対称に入れ替わるという性質が見て取

れる．つまりシャッフル回数が奇数回であるときにはデッ

キの並びが逆順になりやすく，偶数回であるときには元の

位置に戻りやすいことを意味している．

このような性質からmが初期の段階では，赤色の太いラ

インがビットマップ画像の対角線上に現れている．しかし

m � 7からラインの中央部が徐々に細くなり，m � 15で

分裂を起こしている．その後，ビットマップ画像の四隅に

青ビットと赤ビットが固まるようになるが，mに比例して

中央部から徐々に白ビットへと変化している．つまりデッ

キの中央部に位置するカードほど，全体に偏りなく移動し

やすい傾向があることを意味している．

なお m � 50に差しかかると，これまでの C の伸び率

と比較して約倍速で C が増加するようになる．その後は

比較的早く白ビットが四隅に拡大していき，m = 86にお

いて C = 1.000(2704)を満たした．このようにヒンズー・

シャッフルだけでデッキをランダムな状態にするには，非

常に多くの回数シャッフルを繰り返さなければならず，実

用的ではないといえる．

図 5 リフル・シャッフルの結果（m = 1, 2, · · · , 10）

Fig. 5 A results of Riffle Shuffle (m = 1, 2, · · · , 10).

図 6 ディール・シャッフルの結果（m = 1, 2, · · · , 20）

Fig. 6 A result of Deal Shuffle (m = 1, 2, · · · , 20).

4.2 リフル・シャッフルを繰り返した場合

リフル・シャッフルを繰り返した場合における，シャッ

フル回数mとシャッフルの収束率 C との関係を図 5 に示

す．図 5 (1)のm = 1では赤色のラインが 2本示されてお

り，2つのパケットのカードがデッキ全体に分散して配置

される性質が見て取れる．さらに図 5 (2)のm = 2では 3

本，図 5 (3)のm = 3では 4本の赤色のラインが示されて

おり，ラインの本数は 2m で表されると考えられる．この

ような性質から図 5 (4)の m = 4では 16本のラインが現

れるはずであるが，その多くのラインは消滅している．こ

れと同時にm = 3では C = 0.071(193)と非常に低い結果

であったが，m = 4では C = 0.735(1989)まで急激に C が

上昇していることが分かる．

これはビットマップ画像においてラインの密度が高くな

ることで，各ラインの傾きが徐々に水平に変化したことに

起因すると考えられる．赤色のラインが水平になるという

ことは，つまりすべての位置にカードが移動しやすくなる

ということを意味する．この結果，図 5 (3)→図 5 (4)のよ

うに多くのラインが消滅したと考えられる．

しかしm = 4からは C の伸び率も緩やかになり，m ≥ 6

では C に大きな変化は現れなくなる．このように緩やかに

ではあるが，mの増加にともない残っていたラインも消滅

していき，m = 10で C = 1.000(2704)となった．これら

の結果から，リフル・シャッフルでは 10回程度のシャッフ

ルでデッキがランダムな状態になるといえる．またシャッ

フルのランダム性という観点からは，4回目のシャッフル

でカットオフ現象が発生していることが観測できた．
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図 7 シャッフルを組み合わせた結果の上位 10 通り（m = 2, 3, · · · , 7）
Fig. 7 The top 10 results of a combination of shuffles (m = 2, 3, · · · , 7).

4.3 ディール・シャッフルを繰り返した場合

ディール・シャッフルを繰り返した場合における，シャッ

フル回数mとシャッフルの収束率 C との関係を図 6 に示

す．図 6 を見るとすべての回数において C = 0.000(0)と

なっており，シャッフル結果が一意的である（ランダム性

がない）という性質が見て取れる．

また mの 3つおきに類似したカードの分散傾向を示し

ているため，ディール・シャッフルを 5回以上繰り返して

もあまり意味がないことが分かる．特に mが 4の倍数の

とき，デッキの並びがおおむね元の状態に戻っていること

が読み取れる．ただしこれらの結果はディール・シャッフ

ルの手順によって支配されているため，手順の要素である

{n，d，パケットを重ね合わせる順序}によって結果が大き
く変動することが考えられる．

このように単独のディール・シャッフルにはランダム性

がないが，図 6 (1)のようにカードをデッキ全体に分散で

きることが分かった（ただし結果は一意的である）．その

ためディール・シャッフルを他のシャッフルと組み合わせ

ることで，ランダム性の向上が期待できる．

4.4 複数のシャッフルを組み合わせた場合

複数のシャッフルを組み合わせた場合における，シャッ
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表 1 m = 7 の上位 10 通りの組合せを 103 回繰り返した結果

Table 1 A result of repeating the top 10 combinations of m = 7 for 103 times.

m = 7 2,704 2,703 2,702 2,701 2,700 2,699 2,698 2,697 2,696 2,695 2,694 2,693 2,692 ≤ 2,691

(51) HDHRDHH 483 356 125 33 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(52) HHDHRDH 9 50 133 176 213 169 127 63 41 12 3 4 0 0

(53) HRDHRDH 7 45 138 178 198 190 119 82 26 13 2 2 0 0

(54) HDHHDHH 22 102 182 213 182 142 97 33 20 5 0 2 0 0

(55) HHRDHDH 0 1 5 17 39 92 141 165 194 135 104 50 36 21

(56) HDHRDHR 19 101 151 226 191 151 93 45 17 4 1 1 0 0

(57) HRDHHDH 0 0 1 14 64 154 241 210 163 84 38 23 5 3

(58) HRDHHRR 0 2 3 13 33 69 115 140 140 151 124 90 58 62

(59) RHDHRDH 0 1 2 2 5 17 30 57 101 140 150 115 131 249

(60) HRDHDHR 0 0 0 2 4 17 43 73 113 140 149 134 132 193

フル回数m，シャッフルの組合せの順序（H，R，Dはそれ

ぞれシャッフルの頭文字を表し，左から右の順序でシャッ

フルすることを意味する），シャッフルの収束率 C との関

係を次のように示す．

• 図 7 (1)–(9) ：m = 2の上位 9/9通り

• 図 7 (11)–(20)：m = 3の上位 10/27通り

• 図 7 (21)–(30)：m = 4の上位 10/81通り

• 図 7 (31)–(40)：m = 5の上位 10/243通り

• 図 7 (41)–(50)：m = 6の上位 10/729通り

• 図 7 (51)–(60)：m = 7の上位 10/2,187通り

つまり図 7 の最左列が，各 mにおいて最も良いシャッ

フルの組合せを示している．

まずm = 2である図 7 (1)–(9)において，最も良い結果

を示した組合せは HRであった．ただし m = 2ではすべ

ての組合せで非常に低い C となっているため，m = 2で

はシャッフルの効果は低いといえる．

次にm = 3である図 7 (11)–(20)において，最も良い結

果を示した組合せは HDHであり，その後に RDH，HDR，

RDR と続いている．4.3 節で述べたとおり，ディール・

シャッフルを繰り返すだけではシャッフル結果にランダム

性は生じないが，このように他のシャッフルと挟み込むこ

とで C が向上することが分かる．

次にm = 4である図 7 (21)–(30)において，最も良い結

果を示した組合せは RRRRであった．4.2節で述べたとお

り，リフル・シャッフルでは 4回目のシャッフルでカット

オフ現象が発生し，C が大幅に向上する．次点の HRRR

の結果とも C の差が大きく開いているため，m = 4では

シャッフルを組み合わせるよりも，リフル・シャッフルを

繰り返した方が効率が良いといえる．

続いてm = 5である図 7 (31)–(40)においても，最も良

い結果を示した組合せは，リフル・シャッフルを繰り返し

た RRRRRであった．また次点の RRRDHの結果とも C

の差が大きく開いているため，m = 5でもリフル・シャッ

フルを繰り返した方が効率が良いといえる．

次にm = 6である図 7 (41)–(50)において，最も良い結果

を示した組合せはHDHRDHであり，その後にRDHRDH，

HDHHDHと続いている．これらの上位 3通りの組合せは，

m = 3の上位 2通りであった HDH，RDHの組合せである

ことが分かる．このようにm = 6では，リフル・シャッフ

ルを繰り返すよりも，複数のシャッフルを組み合わせた方

が効率が良いといえる．

最後に m = 7 である図 7 (51)–(60) において，最も

良い結果を示した組合せは HDHRDHH であり，ここで

C = 1.000(2704)を満たす結果となった．また m = 7の

いずれの組合せも，HDH，RDHを含んでいることが分か

る．さらにm = 7において，はじめて上位 10通りにリフ

ル・シャッフルの繰返しが現れなかった（RRRRRRRは

91/2,187 番目）．このように m = 7 においても，複数の

シャッフルを組み合わせた方が効率が良いといえる．

なお m = 7において C = 1.000(2704)を満たす組合せ

が出現したが，C にある程度の誤差が生じていることも

事実である．そこでm = 7の上位 10通りの組合せである

図 7 (51)–(60)に対して，s = 106 のシミュレーションをさ

らに 103回ずつ繰り返し，Cのばらつきを調査した．この結

果を表 1に示す．表 1の結果を比較すると，図 7 (51)–(60)

の上位 10通りの C にある程度の誤差が生じていることが

分かる．しかし 10通りのうち (51) HDHRDHHに関して

は 48.3%という高い確率で C = 1.000(2704)を満たしてい

ることからも，HDHRDHHが最も良い組合せであると考

えられる．

5. おわりに

本研究では，シャッフル結果の可視化と定量化を行い，

シャッフルの収束率を用いて最適なシャッフルの組合せに

ついて分析した．その結果，単独のシャッフルの場合では

リフル・シャッフルが最も効率が良く，シャッフルのラン

ダム性という観点からは 4回目のシャッフルでカットオフ

現象が発生していることが分かった．また複数のシャッフ

ルを組み合わせた場合では，シャッフル回数が m回の場

合において，次の組合せが最適である（ランダム性が高い）
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ことが分かった．

• m = 2：HR， C = 0.028(76)

• m = 3：HDH， C = 0.266(721)

• m = 4：RRRR， C = 0.745(2017)

• m = 5：RRRRR， C = 0.890(2407)

• m = 6：HDHRDH， C = 0.978(2646)

• m = 7：HDHRDHH，C = 1.000(2704)

しかしシャッフルの収束率 C が 1に近いほどシャッフル

が十分であるとはいえないケースが考えられる．たとえば

5枚のカードが {1, 2, 3, 4, 5}の順に並んでおり，これらの
カードがシャッフルによって {1, 2, 3, 4, 5}，{2, 3, 4, 5, 1}，
{3, 4, 5, 1, 2}，{4, 5, 1, 2, 3}，{5, 1, 2, 3, 4}へそれぞれ等確
率で移動した場合，C = 1.000となり「理想的なシャッフ

ル」の判定を受ける．ただしこのような並び順を巡回させ

たようなシャッフル結果になることは，確率的に起こりう

るが非常に稀なケースであるため，実用的にはシャッフル

の収束率 C による評価で十分であると考える．

このように本研究の評価指標であるシャッフルの収束率

C では，一部のシャッフル結果に対して正確な評価ができ

ないこともあるため，シャッフルを多角的に評価するため

の評価指標の改善が今後の課題としてあげられる．
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