
不等式を満たすチョコレートゲームの必勝法解析
福井 昌則2,a) 中村 駿佑1,b) 宮寺 良平2,c)

概要：本稿では，不等式を満たすチョコレートゲームの必勝法解析について述べる．チョコレートゲーム
は，Robinが提案したゲームであり，組み合わせゲームである CHOMPの変種であるが，CHOMPと異な
るのは，必勝法が計算できるタイプが多数存在することである．長方形のチョコレートは，伝統的な石取
りゲームと数学的に同値であるが，私達が研究するチョコレートゲームは，座標間に不等式の関係が成立
しているものであり，そのチョコレートに対してグランディ数を求める公式を導出した．本稿では，私達
の研究しているチョコレートゲームの説明，数学的背景，そしてモバイル端末向けに作成したチョコレー
トゲームについて述べる．
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1. 序文とチョコレートゲームの定義
チョコレートゲームは， Robin [3]が提案したもので，
長方形のチョコレートにおいて，ある部分だけに毒が入っ
ていて食べることができない．2人のプレイヤーが交互に
チョコレートの切り取り直線に添って 2つに分けて (縦も
しくは横一直線に切って)，一方を食べる．毒の入っている
チョコレートを食べることになったプレイヤーが負けであ
る．図 1を見るとわかるように，このチョコレートでは，
垂直方向の切断と，水平方向への切断が独立であるので，
4つの山を持つ石取りゲームと数学的に同値になる．なお，
ここで毒の入った部分の上側，下側，左側，右側において，
切ることができる回数の最大値を，それぞれの 4つの山の
石の個数と対応させることでこの同値性がはっきりとわか
る．
例えば，図 1のチョコレートを見ていただきたい．上下左
右の順番に考えると，石がそれぞれ 3, 3, 4, 13あるような 4

つの山からなる石取りゲームと同値になる．
Robin [3]が導入したチョコレートゲームは，数学的には伝
統的な石取りゲームと同値であったが，本稿では，図 2か
ら，図 4に至るような，いろいろな形をしたチョコレート
ゲームを考える．このようなチョコレートゲームは，著者

1 大阪大学
Osaka University

2 関西学院高等部
Kwansei Gakuin High School

a) masanori.dev@gmail.com
b) nakashun1994@gmail.com
c) runners@kwansei.ac.jp

達の研究グループが作ったものであるが，垂直方向の切断
によって，高さが減り，結果として水平方向の切断可能な
回数が減る可能性がある．このようなタイプのチョコレー
トゲームを，石取りゲームの一種として考えることは可能
であるが，その場合にはある山の石を取ることが，他の山
の石の個数に影響するという条件のついた石取りゲームに
なる．このような条件は石取りゲームとしてはやや不自然
であるが，チョコレートゲームの場合はチョコレートの幾
何的な性質からこの条件が自然に出る．
チョコレートゲームに似たタイプの組み合せゲームとして
は，CHOMPが良く知られている. CHOMPでは，一番上
の左のところが毒の入ったチョコレートで，プレイヤーは
交互にあるブロックを選び，そのブロックの右側と下側の
部分を一緒に食べる．このゲームについては多くの人が研
究しているが，一般的な必勝法は見つかっていない．幅が
3という特定の形に関しては，必勝法が見つかっている．
それについては， Zeilberger [4]を見ていただきたい.

例 1.1. チョコレートゲームの例
図 5のチョコレートは，[7]において，図 6のチョコレー
トは，[8]において既に研究を掲載している．そして，[10]

においては，MathematicaまたはMathematica player (無
料)を持っている人なら実際に動かして考えることができ
る．
また，図 2,3,4のチョコレートについては，[9],[2]に発表し
ているが，本稿の結果は，特別な場合として，図 2,3,4の
チョコレートゲームを含む．
ここで本稿において使われる組み合せゲームの概念に
ついて説明しておく．詳しくは [5]などを見ていただきた
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図 1 長方形チョコレート 図 2 階段状チョコレート

図 3 階段状チョコレート 図 4 階段状チョコレート

図 5 三角形チョコレート 図 6 三角形チョコレート

い．

定義 1.1. ニム和x⊕yを次のように定義する．x, yを 2進数
で表示することで，それぞれ x =

∑n
i=0 xi2i, y =

∑n
i=0 yi2

i

と表す．ここで xi, yi ∈ {0, 1}である．

x⊕ y =
n∑

i=0

wi2
i, (1)

ここで wi = xi + yi (mod 2)とする.

チョコレートゲームは引き分けのない不偏ゲームである
から，チョコレートゲームのそれぞれの状態には次の 2つ
の場合しかない．
定義 1.2. (a) N -positionは，その状態から始めるとき，先
手のプレイヤーが最適な戦略を使うことによって必ず勝利
できる状態を言う．
(b) P-positionは，その状態から始めるとき，先手のプレイ
ヤーがどのような戦略を使っても，後手のプレイヤーが最
適な戦略を使うことによって必ず勝利できる状態を言う．
定義 1.3. 二つのゲームG,H の直和を G+H と表す．こ
れは，プレイヤーが自分の番になると，2つのゲーム Gま
たは，H のどちらか一方だけを選んで，プレーすることに
よって成立するゲームである．
図 2から 図 4において，各チョコレートゲームは，毒
の入った正方形の部分の左側のチョコレートと，毒の入っ
た正方形の部分の右側のチョコレートの直和になっている
と考えることができる．
定義 1.4. チョコレートゲーム Gから，一手で行くことが
できる状態すべての集合を move(G)で表す．
定義 1.5. (1) 集合 S の minimum excluded value (mex)

とは，S に属さない非負整数のうちで最小の非負整数のこ
とである．
(2) 不偏ゲーム Gにおいては，グランディ数 G と呼ばれ
るものを定義することができる．これは，ニム値とも呼ば
れ，次のように再帰的に定義される．G(G) = mex{G(H) :

H ∈ move(G)}.
例 1.2. mex({1, 2, 3, 4}) = 0，mex({0, 2, 3, 4}) = 1 と計

算できる．
グランディ数 G が組み合せゲームにおいて強力な道具で

あることは，次の結果からわかる．
定理 1.1. G と H を不偏ゲームとすると，
• G(G) = 0 となるのは，Gが P-positionであるときに
限る．また，ゲームの直和に関しては，次の式が成り
立つ．

• G(G+H) = G(G)⊕ G(H).

この定理の証明に関しては，[5]を見ていただきたい.

例 1.3. 例として，図 7のグランディ数を求める．

図 7 {x, y, z} = {1, 1, 2},
y ≤ ⌊z/2⌋

図 8 終了時の状態

図 9 座標の定義

図 7を図 8の状態にして相手に渡すと勝ちとなり，図 8

のグランディ数を 0と定義する．各チョコレートの行き先
を示した図が図 10となる．各チョコレートから矢印で結
ばれているところが，一手で移動出来るチョコレートであ
る．グランディ数は，与えられた状態から一手で移動する
ことが出来る全ての行き先のグランディ数からなる非負整
数の集合 Sに属さない最小の非負整数である．よって，図
8(グランディ数 0)から，矢印の逆方向に向かって，再帰
的にグランディ数を計算していくと，図 11のようになる．
よって，図 7のグランディ数は 2と計算できる．

図 10 状態遷移図
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図 11 グランディ数

2. CB(f, y, z)のグランディ数が y ⊕ zとな
るチョコレートゲーム

Z≥0 を非負整数の集合とする．この章について詳しく
は [1]にある．
定義 2.1. 関数 f が下記の (1),(2)を満たすとする．
(1) 任意の t ∈ Z≥0 に対して f(t) ∈ Z≥0 である.

(2) f は単調増加である.すなわち，f(u) ≤ f(v) が u ≤ v

を満たすような u, v ∈ Z≥0 に対して成り立つ．

定義 2.2. 関数 f は定義 2.1の条件を満たすものとする.

y, z ∈ Z≥0 に対して，チョコレート CB(f, y, z)を次のよ
うに定義する．
このチョコレートは，縦の列が z + 1個あり，0番目から，
1,2,...,z番目まである．なお，0番目に毒の入ったチョコレー
トがある．そして，i番目の縦の列の高さは i = 0, 1, ..., z

に対して，t(i) = min(f(i), y) + 1で与えられる．
すなわち，チョコレートの形は，z の値によって横の長さ
が決まり，i番目の縦の列の高さは f(i) + 1で高さの制限
がついているが，水平に切ることによって yの値を減らせ
ば，高さはmin(f(i), y) + 1となる．
例 2.1. チョコレート CB(f, y, z)の例.

図 12 CB(f, 3, 13) f(t) = ⌊ t
4
⌋ 図 13 CB(f, 4, 9) f(t) = ⌊ t

2
⌋

図 14 CB(f, 8, 31) f(0) = f(1) = 0 かつ t > 1 に対して，f(t)

= 2⌊log2t⌋−1

定義 2.3. 関数 hが定義 2.1の条件と，下記の (1)を満た
すとする．

(1)　任意の z, z′ ∈ Z≥0 に対して，自然数 iについて

⌊ z
2i
⌋ = ⌊ z

′

2i
⌋

を満たすとき，
⌊h(z)
2i−1

⌋ = ⌊h(z
′)

2i−1
⌋

が成り立つ．
補題 2.1と 補題 2.2において，定義 2.3の条件を満たす

関数の例を与える．ただし，このような条件を満たす関数
はこれら以外にも相当多くあることがわかっている.

補題 2.1. 関数 h(t)を次のように定義する．
偶数 kに対して，h(t) = ⌊ t

k ⌋と定義する．このとき，h(t)

は定義 2.3の条件を満たす．
補題 2.2. 関数 h(t)を次のように定義する．
まず，h(0) = h(1) = 0 とし，2 以上の整数 z に対して，
h(z) = 2⌊log2z⌋−1 と定義する． このとき，h(t)は定義 2.3

の条件を満たす．
本稿では，チョコレート CB(f, y, z)のグランディ数を
求めるために，直和を使う．毒の右側に図 2, 3, 4のよう
なチョコレート CB(f, y, z)を，左側には高さ 1のチョコ
の列からなるチョコレートを合わせた，直和によってでき
るチョコレートゲームを考える．こうすると，左側の高さ
1のチョコレートを垂直に切る最大回数を xで表し，チョ
コレート CB(f, y, z)において，水平方向に切る最大回数
である y と垂直方向に切る最大回数である z を合わせて，
チョコレートの状態を {x, y, z}で表すことができる．
このようにしてできた直和のチョコレートゲームにおい
て，P-positionとなるのは，x ⊕ y ⊕ z = 0であることが
証明される．そして，そのことによって，チョコレート
CB(f, y, z)のグランディ数は，x = y ⊕ z となる.

定義 2.4. Ak = {{x, y, z};x, y, z ∈ Z≥0, y ≤ h(z) かつ
x⊕ y ⊕ z = 0}, Bk = {{x, y, z};x, y, z ∈ Z≥0, y ≤ h(z) か
つ x⊕ y ⊕ z ̸= 0}と決める.

定理 2.1. Ak と Bk を定義 2.4で定義された集合とする.

このとき，CB(h, y, z)を右側に置いて，左側には高さ 1の
チョコレートを置くことでできる直和チョコレートを考え
る．このとき Ak はそのチョコレートの P-positionの集合
であり，Bk は N -positionの集合である．
定理 2.2. hを定義 2.3で決められた関数とする. このと
き，CB(h, y, z)のグランディ数は y ⊕ z である.

証明. 定理 2.1によって，直和チョコレートゲームの状態
{x, y, z}が P-positionとなるのは x⊕ y ⊕ z = 0となる場
合である．したがって， CB(h, y, z)のグランディ数は x

= y ⊕ z となる.

定理 2.3. CB(h, y, z)のグランディ数が y ⊕ z となる必要
十分条件は hが定義 2.3の条件を満たすことである．
注意 2.1. 私達のグループによる論文 [2] においては，定
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義 2.2において，偶数 kに対して，f(t) = ⌊ t
k ⌋としたもの

を扱っている．補題 2.1と定理 2.1と定理 2.2によって [2]

の結果は，今私達が考えている問題の特別な場合となって
いる．

3. 奇数 kに対して f(t) = ⌊ t
k
⌋であるときの，

CB(f, y, z)のグランディ数
ここでは，奇数 k に対して f(t) = ⌊ t

k ⌋ であるときの，
CB(f, y, z)のグランディ数に関する定理を与える．まず，
このタイプの CB(f, y, z)の例としては，次のようなもの
がある．

図 15 CB(f, 7, 7), f(t) = t

CB(f, y, z) のグランディ数を z = 0, 1, 2, ..., 18 と 0 ≤
y ≤ z/k について計算すると次のようになる．図 16と図
17は f(t) = ⌊ t

k ⌋において，k = 1と k = 3の場合である．

Y
Z

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

0 0
1 1 2
2 2 1 3
3 3 4 1 5
4 4 3 5 1 6
5 5 6 4 7 1 8
6 6 5 7 4 8 1 9
7 7 8 6 9 4 10 1 11
8 8 7 9 6 10 4 11 1 12
9 9 10 8 11 7 12 4 13 1 14
10 10 9 11 8 12 7 13 4 14 1 15
11 11 12 10 13 9 14 7 15 4 16 1 17
12 12 11 13 10 14 9 15 7 16 4 17 1 18
13 13 14 12 15 11 16 10 17 7 18 4 19 1 20
14 14 13 15 12 16 11 17 10 18 7 19 4 20 1 21
15 15 16 14 17 13 18 12 19 10 20 7 21 4 22 1 23
16 16 15 17 14 18 13 19 12 20 10 21 7 22 4 23 1 24
17 17 18 16 19 15 20 14 21 13 22 10 23 7 24 4 25 1 26
18 18 17 19 16 20 15 21 14 22 13 23 10 24 7 25 4 26 1 27

図 16 f(t) = ⌊ t
k
⌋ で k = 1 のときのグランディ数の表

Y
Z

0 1 2 3 4 5 6

0 0
1 1
2 2
3 3 4
4 4 3
5 5 6
6 6 5 7
7 7 8 5
8 8 7 9
9 9 10 8 11
10 10 9 11 8
11 11 12 10 13
12 12 11 13 10 14
13 13 14 12 15 10
14 14 13 15 12 16
15 15 16 14 17 12 18
16 16 15 17 14 18 12
17 17 18 16 19 15 20
18 18 17 19 16 20 15 21

図 17 f(t) = ⌊ t
k
⌋ で k = 3 のときのグランディ数の表

図 16と図 17が次の公式を満たしていることはすぐに確

かめることができる．なおこの公式は任意の奇数 kに対し
て，f(t) = ⌊ t

k ⌋とするときの，CB(f, y, z)のグランディ数
を与える．
定理 3.1. 図 16 や図 17 にあるようなチョコレート
CB(f, y, z) のグランディ数 G(y, z) は次のような公式を
満たす．

G(2p, 2q) = p+ 2q

G(2p+ 1, 2q + 1) = p+ 2q + 2

G(2p+ 1, 2q) = 2q − p− 1 (if (2p+ 1)(k + 1) < 2q)

= 2q − 2p− 1 + ⌊−2p+ 2q − 1

2k
⌋ (if (2p+ 1)(k + 1) ≥ 2q)

G(2p, 2q + 1) = 2q − p+ 1 (if 2p(k + 1) ≤ 2q + 1)

= 2q − 2p+ 1 + ⌊−2p+ 2q + 1

2k
⌋ (if 2p(k + 1) > 2q + 1)

注意 3.1. この定理を見れば，CB(f, y, z)のグランディ数
が y⊕ zでないことがわかる．実際には CB(f, y, z)のグラ
ンディ数が y ⊕ z となるようなチョコレートは，特別なも
のであって，そのような特別なチョコレートになるための
必要十分条件として与えたのが，定義 2.3である．

4. チョコレートゲームの実装
チョコレートゲームは，数学的な対象というよりも，もと
もとは実際にプレーするゲームとして考えられている．モ
バイル機器におけるゲームとして実装されている例として
は，図 18(新チョコレートゲーム),図 19(Bitter Chocolate

Games 4) がある．他にも iOS デバイス (iPhone/iPod

Touch,iPad)上で動くアプリケーションを多数作成してお
り，以下の urlからダウンロード可能となっている．もし
くは，AppStoreで「Masanori Fukui」と検索すると表示
される．
・ビターチョコレートゲーム 1 ～Bitter Chocolate Games

1～,

https://itunes.apple.com/jp/app/

bitachokoretogemu1-bitter/id495880660?mt=8

・ビターチョコレートゲーム 2 ～Bitter Chocolate Games

2～,

https://itunes.apple.com/jp/app/

bitachokoretogemu2-bitter/id502476677?mt=8

・ビターチョコレートゲーム 3 ～Bitter Chocolate Games

3～,

https://itunes.apple.com/jp/app/

bitachokoretogemu3-bitter/id504281945?mt=8

・新チョコレートゲーム ～New Chocolate Games～,

https://itunes.apple.com/jp/app/

xinchokoretogemu-new-chocolate/id769400911?mt=8

・チョコレートゲーム ～A Bitter Chocolate Problem～,

https://itunes.apple.com/jp/app/
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chokoretogemu-bitter-chocolate/id793748707?mt=8

・奪取！チョコレートゲーム ～Based On Partially

Chocolate Problem～,

https://itunes.apple.com/jp/app/duo-qu!

chokoretogemu-based/id843124159?mt=8

・ビターチョコレートゲーム 4 ～Bitter Chocolate Games

4～,

https://itunes.apple.com/jp/app/

bitachokoretogemu4-bitter/id871585011?mt=8

・奪取！チョコレートゲーム 2 ～Based On Partially

Chocolate Problem～,

https://itunes.apple.com/jp/app/duo-qu!

chokoretogemu2-based/id883490727?mt=8

図 18 New Chocolate Games

図 19 Bitter Chocolate Games4
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