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Fibonacci数の高速計算法

高 橋 大 介†,☆

本論文では，Fibonacci数を高速に計算する方法について述べる．Fibonacci数 Fn を計算するに
は，Lucas数の積に基づくアルゴリズムが，最もビット演算量が少ないことが知られている．このア
ルゴリズムにおいて，多倍長数の乗算を多倍長数の自乗計算に置き換えることで，さらに演算量を減
らすことができることを示す．

A Fast Algorithm for Computing Fibonacci Numbers

Daisuke Takahashi†,☆

We present a fast algorithm for computing Fibonacci numbers. It is known that the product
of Lucas numbers algorithm uses the fewest bit operations to compute the Fibonacci num-
ber Fn. We show that the number of bit operations in the conventional product of Lucas
numbers algorithm can be reduced by replacing multiple-precision multiplication with the
multiple-precision square operation.

1. は じ め に

Fibonacci数を計算するアルゴリズムが多数知られ

ている1)∼7)が，Lucas 数の積に基づくアルゴリズム

が，最もビット演算量が少ないことが知られている6)．

本論文では，数万ビット以上の Fibonacci数を高速

に計算するアルゴリズムについて述べる．

Lucas数の積を用いて Fibonacci数を計算するアル

ゴリズムにおいて，多倍長数の乗算を多倍長数の自乗

計算に置き換えることで，FFT（高速 Fourier変換）

による乗算を用いた場合，従来のアルゴリズムに比べ

て演算量を減らすことができることを示す．

以下，2 章で Fibonacci数と Lucas数について，3

章で多倍長数の乗算および自乗計算について述べる．

4 章で従来の Lucas数の積に基づくアルゴリズムにつ

いて，5 章で提案する Lucas数の積に基づくアルゴリ

ズムについて述べる．6 章で従来のアルゴリズムとの

比較の結果を示す．最後の 7 章はまとめである．

2. Fibonacci数と Lucas数

Fibonacci数は以下のように定義される．
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F0=0, F1=1, Fn+2=Fn+1+Fn, n≥0 (1)

また，Lucas数は以下のように定義される．

L0=2, L1=1, Ln+2=Ln+1+Ln, n≥0 (2)
Fibonacci数と Lucas数の一般項は，n ≥ 0に対し

て次のような式で表される．

Fn =
αn − βn

α − β
(3)

Ln = αn + βn (4)

ここで，α = (1 +
√
5)/2，β = (1−√

5)/2 である．

Fn は漸近的には αn/
√
5 で表されるので，γ =

log2 α ≈ 0.69424 とすると，Fn のビット数は γn で

表すことができる6)．

式 (3)，(4)から，Fibonacci数と Lucas数には以下

の関係が成り立つ．

Fn+m =
1

2
(FnLm + FmLn) (5)

Ln+m =
1

2
(LnLm + 5FnFm) (6)

3. 多倍長数の乗算および自乗計算

本論文では，2つの異なる nビットの整数を掛ける

際のビット演算量を M(n) とし，n ビットの整数の

自乗を計算する際のビット演算量を S(n)と区別する

ことにする．また，M(n) および S(n)は a ≥ 1に対

して，aM(n) ≤ M(an)，aS(n) ≤ S(an) の関係を

満足するものとする．

nビットの整数の積を求めるのに FFTを用いると，
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O(n · logn · log log n) のビット演算量で求められるこ

とが知られている7),8)．数千～数万ビット以上の整数

の積を求める際は，FFTを用いる方法が最も高速で

あることから，本論文では乗算に FFTを使うものと

して議論する．

多倍長数 A と B の積を求める際には，A と B そ

れぞれの順 FFTを求めることになるので，順FFTが

2回，Fourier係数の要素ごとの積の後に逆 FFTが 1

回となり，合計 3回の FFTが必要となる．ところが，

多倍長数 A の自乗を計算するには，A の順 FFTが

1回，Fourier係数の要素ごとの積の後に逆 FFTが 1

回となり，合計 2回の FFTで済む．

FFTを用いた多倍長数の乗算および自乗計算にお

いては，FFTの計算量が大部分を占める9)ことから，

本論文では S(n) ≈ (2/3)M(n) であると仮定する．

また，nビットの多倍長数の加減算および，nビット

の多倍長数と O(1)ビットの単精度定数の乗算および

除算は，O(n) のオーダーで求まるので，本論文では

考慮に入れないものとする．

本論文では，従来の Lucas数の積に基づくアルゴリ

ズムにおいて，多倍長数の乗算を自乗計算に置き換え

ることにより，演算量が減ることを示す．

4. 従来のLucas数の積に基づくアルゴリズム

式 (5)より以下の関係が導かれる6),7)．

F2k = FkLk (7)

また，式 (4)から以下の関係が成り立つ6),7)．

L2k = α2k + β2k

= (αk + βk)2 − 2(αβ)k

= L2
k − 2 · (−1)k (8)

式 (7)から，F2i は以下のようにして Lucas数の積

として計算することができる6)．

F2i =

i−1∏
j=0

L2j (9)

図 1 に Lucas数の積に基づく Fn (n = 2i, i ≥ 2)

を求めるアルゴリズム6)を示す．このアルゴリズムに

基づき，任意の n に対して Fn を求めるアルゴリズ

ムが文献 6)に示されている．

図 1から分かるように，このアルゴリズムでは for

ループ内において 1 回の反復につき，多倍長数の乗

算 1回と多倍長数の自乗計算 1回が必要であり，for

ループが終わった後に多倍長数の乗算 1回が必要であ

る．したがって，従来の Lucas数の積に基づくアルゴ

リズムのビット演算量 T (n) は，次のようになる．

fib(n)
f ← 1
l← 3
for i = 2 to log2 n− 1

f ← f ∗ l
l← l ∗ l− 2

f ← f ∗ l
return f

図 1 従来の Lucas数の積に基づくアルゴリズム6)

Fig. 1 Conventional product of Lucas numbers

algorithm 6).

T (n) =

�log2 n�−1∑
i=2

(
M(γ · 2i−1) + S(γ · 2i−1)

)

+M(γ · n/2)

≈ 4

3
M(γn) (10)

5. 提案する Lucas数の積に基づくアルゴリ
ズム

従来の Lucas数の積に基づくアルゴリズムでは，反

復 1回あたり多倍長数の乗算 1回と多倍長数の自乗計

算 1回が必要である．本論文では，このアルゴリズム

を変形して，多倍長数の乗算 1回を多倍長数の自乗計

算 1回に置き換えることができることを示す．

式 (5)，(6)より以下の関係が導かれる7)．

Fk+1 =
1

2
(Fk + Lk) (11)

Lk+1 =
1

2
(5Fk + Lk) (12)

式 (11)，(12)では，多倍長数の乗算が不要である

ことに注意する．さらに式 (11)，(12)から以下の関

係が成り立つ．

Lk+1 = Fk+1 + 2Fk (13)

式 (13)では，式 (12)に比べて 2で割る除算が不要

になっていることが分かる．

また式 (3)，(4)から以下の関係が成り立つ．

L2
k = (α

k + βk)2

= 5

(
αk − βk

α − β

)2

+ 4(αβ)k

= 5F 2
k + 4 · (−1)k (14)

したがって，式 (7)，(11)と式 (14)より以下の関係

が成り立つ．
F2k = FkLk

=
(Fk + Lk)

2 − (F 2
k + L2

k)

2

=
(Fk + Lk)

2 − (F 2
k + 5F

2
k + 4 · (−1)k)

2
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fib(n)
f ← 1
l← 3
for i = 2 to log2 n− 1

temp← f ∗ f
f ← (f + l)/2
f ← 2 ∗ (f ∗ f)− 3 ∗ temp− 2
l← 5 ∗ temp + 2

f ← f ∗ l
return f

図 2 提案する Lucas数の積に基づくアルゴリズム
Fig. 2 Presented product of Lucas numbers algorithm.

= 2F 2
k+1 − 3F 2

k − 2 · (−1)k (15)

さらに，式 (8)，(14)より以下の関係が成り立つ．

L2k = 5F
2
k + 2 · (−1)k (16)

式 (15)において，F 2
k+1 と F 2

k の 2回の多倍長数の

自乗計算が必要になるが，式 (15)を計算する際に F 2
k

の値を保存しておけば，式 (16)で F 2
k を計算する必

要はない．つまり，式 (7)の F2k = FkLk における 1

回の多倍長数の乗算が，式 (15)では F 2
k+1 の 1回の多

倍長数の自乗計算に置き換えられていることになる．

提案する Lucas数の積に基づいて Fn (n = 2
i, i ≥

2) を求めるアルゴリズムを図 2 に示す．

図 2から分かるように，このアルゴリズムでは for

ループ内において 1回の反復につき，多倍長数の自乗

計算 2回で済むことが分かる．

図 2のアルゴリズムでは，forループ内において Fi-

bonacci数と Lucas数のペアを計算するが，forルー

プが終わった後は Fn だけが求まればよいために，式

(15)により多倍長数の自乗計算を 2回用いるよりも，

式 (7)により多倍長数の乗算を 1回用いた方が有利で

ある．

提案する Lucas数の積に基づくアルゴリズムのビッ

ト演算量 T (n) は，次のようになる．

T (n) =

�log2 n�−1∑
i=2

2S(γ · 2i−1) +M(γ · n/2)

≈ 7

6
M(γn) (17)

式 (10)と式 (17)を比べると，提案する Lucas 数

の積に基づくアルゴリズムのビット演算量は，従来

の Lucas 数の積に基づくアルゴリズムに比べて，約

13%少なくなっていることが分かる．

従来の Lucas数の積に基づくアルゴリズムと提案す

る Lucas数の積に基づくアルゴリズムの各反復におけ

る計算回数の比較を表 1 に示す．表 1 から分かるよ

表 1 Lucas数の積に基づくアルゴリズムの各反復における計算回
数の比較

Table 1 Comparison between operation counts in each it-

eration of the product of Lucas numbers algo-

rithms.

従来のアルゴリズム 提案するアルゴリズム
乗算 1 0

自乗計算 1 2

fib(n)
if n = 0 return 0

else if n = 1 return 1

else if n = 2 return 1

else

f ← 1
l← 1
sign← −1
mask ← 2�log2 n�−1

for i = 1 to �log2 n� − 1
temp← f ∗ f
f ← (f + l)/2
f ← 2 ∗ (f ∗ f)− 3 ∗ temp− 2 ∗ sign
l← 5 ∗ temp + 2 ∗ sign
sign← 1
if (n & mask) �= 0

temp← f
f ← (f + l)/2
l← f + 2 ∗ temp
sign← −1

mask ← mask/2
if (n & mask) = 0

f ← f ∗ l
else

f ← (f + l)/2
f ← f ∗ l− sign

return f

図 3 提案する Lucas数の積に基づく任意の n に対する Fn を求
めるアルゴリズム

Fig. 3 Presented product of Lucas numbers algorithm to

compute Fn for arbitrary n.

うに，提案する Lucas数の積に基づくアルゴリズムで

は，反復 1回あたり 1回の乗算が 1回の自乗計算に置

き換えられており，その結果として演算量が減ってい

ることが分かる．

提案する Lucas数の積に基づくアルゴリズムに基づ

いて，任意の n に対して Fn を求めるには，べきの

計算における 2進計算法7)を用いて Fn を計算する．

2進計算法を用いて Fn を計算する際には，k ≥ 0

に対して Fk+1，Lk+1，F2k，L2k が求まればよいこ

とが分かる．これらは式 (11)，(13)と式 (15)，(16)

より求めることができる．

図 2 のアルゴリズムと同様に，forループ内にお

いては Fibonacci数と Lucas数のペアを計算するが，



Vol. 41 No. 6 Fibonacci数の高速計算法 1921

表 2 Fibonacci数の計算時間（秒）
Table 2 Computation time of Fibonacci numbers

(in seconds).

n 従来のアルゴリズム 提案するアルゴリズム 時間比

214 − 1 0.00223 0.00211 1.057

214 0.00213 0.00203 1.049

215 − 1 0.00485 0.00456 1.064

215 0.00464 0.00441 1.052

216 − 1 0.01310 0.01235 1.061

216 0.01266 0.01203 1.052

217 − 1 0.03293 0.03047 1.081

217 0.03202 0.02982 1.074

218 − 1 0.07569 0.06979 1.085

218 0.07364 0.06803 1.082

219 − 1 0.16930 0.15489 1.093

219 0.16469 0.15103 1.090

220 − 1 0.38196 0.34906 1.094

220 0.37317 0.34146 1.093

221 − 1 1.07153 0.98755 1.085

221 1.05273 0.96814 1.087

222 − 1 2.76208 2.50769 1.101

222 2.72864 2.46692 1.106

223 − 1 6.45605 5.81128 1.111

223 6.35107 5.74072 1.106

forループが終わった後では Fn だけが求まればよい．

Fn を求めるには，k = �n/2� とすると，n が偶数の

ときは F2k として式 (7)より求まる．n が奇数のと

きは F2k+1 として式 (7)，(8)と式 (11)から以下のよ

うにして求まる．

F2k+1 =
1

2
(F2k + L2k)

=
1

2
(FkLk + L2

k − 2 · (−1)k)
= Fk+1Lk − (−1)k (18)

これらの式より，図 3 に示すような任意の n に対す

る，提案する Lucas数の積に基づくアルゴリズムが得

られる．

6. 従来のアルゴリズムとの比較

提案するアルゴリズムの高速性を実証するために，

nを 214−1～223 まで変化させて Fibonacci数 Fn を

計算するのに要した CPU時間を測定した．従来のア

ルゴリズムおよび提案するアルゴリズムを，FFTに

基づく乗算ルーチンが組み込まれている多倍長計算プ

ログラムを用いて計算した．計算機としては，ワーク

ステーション DEC AlphaStation 600 5/333（Alpha

21164 333MHz，メモリ容量 512MB）を用いた．OS

は Digital UNIX V3.2C，コンパイラは DEC OSF/1

C V3.1を用い，最適化オプションとして-O4を指定

した．

計算時間を表 2に示す．表 2から，提案するアルゴ

リズムは従来のアルゴリズムに比べて約 5%～11%程

度高速であることが分かる．

7. ま と め

本論文では，Fibonacci数を高速に計算する方法に

ついて述べた．Fibonacci数 Fn を計算するには，Lu-

cas数の積に基づくアルゴリズムが最もビット演算量

が少ないことが知られているが，多倍長数の乗算を多

倍長数の自乗計算に置き換えることで，さらに演算量

を減らすことができることを示した．
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